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ИЗГИБ ТРЕХСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЫ В ТЕМПЕРАТУРНОМ ПОЛЕ 

МОМЕНТНОЙ НАГРУЗКОЙ 

Решена задача термоупругости об осесимметричном изгибе круговой трехслой-

ной пластины изгибающими моментами, приложенными вдоль окружности к верх-

нему несущему слою. Деформирование слоев происходит в соответствии с гипотезой 

ломаной линии. Для аналитического решения краевой задачи использовано известное 

решение для подобной пластины, нагруженной осесимметричной погонной попереч-

ной силой. Проведена численная апробация решения, выполнен анализ влияния ра-

диуса силовой окружности и температуры на перемещения пластины. 
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Введение. Актуальность разработки новых математических моделей для 

исследования упругого и неупругого деформирования композитных стерж-

ней, пластин и оболочек при термосиловых нагрузках, определяется их по-

всеместным распространением в машиностроении, строительстве и при 

транспортировке энергоносителей. В монографиях [1–3] рассмотрены поста-

новки значительного числа задач статики и динамики трехслойных элементов 

конструкций, представлены возможные пути их решения, а также результаты 

определения напряженно-деформированного состояния в случаях термосило-

вых нагружений. Решения задач о нестационарных и гармонических колеба-

ниях неоднородных сферических и цилиндрических оболочек получены в 

работах [4–6]. В статьях [7, 8] исследовано влияние нейтронного облучения 

на демпфирование колебаний и деформирование вязкоупругих тел. Матема-

тическая модель изгиба круговых трехслойных пластин со сжимаемым за-

полнителем построена в работах [9, 10]. В публикациях [11, 12] анализирует-

ся напряженно-деформированное состояние упругопластической трехслой-

ной пластины при взаимодействии с основанием Пастернака. Деформирова-

ние в своей плоскости трехслойной круговой пластины, вызванное действием 

неосесимметричных нагрузок, рассмотрено в работах [13, 14]. Термосиловое 

квазистатическое нагружение аналогичной пластины погонной силой, рас-

пределенной вдоль окружности, рассматривалось в [16]. В данной работе ре-

шается подобная задача для случая, при котором к линии приложен распре-

деленный момент. 

Постановка и решение задачи. Объектом исследования является 

несимметричная по толщине трехслойная круговая пластина. Срединная 
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плоскость ее заполнителя принимается за координатную r, φ цилиндриче-

ской системы координат, ось z направлена ей перпендикулярно вверх в сто-

рону первого слоя. Предполагается, что для тонких внешних несущих слоев 

толщиной h1 ≠ h2 выполняются гипотезы Кирхгофа. Деформирование вос-

принимающего нагрузку в тангенциальном направлении толстого жесткого 

заполнителя (h3 = 2c) происходит в соответствии с гипотезой о прямолиней-

ности и несжимаемости деформированной нормали. В качестве искомых 

функций выступают прогиб пластины w(r), радиальное перемещение коор-

динатной плоскости u(r) и относительный сдвиг в заполнителе ψ(r). На кон-

туре пластины предполагается жесткая диафрагма, которая предотвращает 

относительный сдвиг слоев (при r = r0 значение ψ = 0). 

 

Рисунок 1 – Схема нагружения 

распределенным моментом 

Считаем, что вдоль окружности 

r = a на наружную поверхность пер-

вого несущего слоя действует рас-

пределенный момент постоянной 

интенсивности M0, а также к ней 

подводится тепловой поток qt (рису-

нок 1). Аналитический вид такого 

момента может быть следующим: 

0 0

( )
( ) ( ),r

r a
q r r a M M

r

 −
=  − = − , 

где δ(r) – дельта функция Дирака. 

Принимаем, что поверхность z = –c – h2 и контур пластины являются теп-

лоизолированными. Тогда неоднородное температурное поле T(z) может 

быть с достаточной точностью вычислено по формуле, приведенной в [1]. 

Решение задачи построим, используя полученные в [16] формулы для по-

добной пластины, нагруженной вдоль окружности r = a погонной попереч-

ной силой:  

2 1 3 1( ) ( )C I r C K r =  +  +  

1 0 1 1
0 1 0 1 0 2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Q a C
H a r K r I a I r K a

r r

  
+ − −   −   + 

   
; 

2

1 2 51

2 3 0 6 4

3

1
d L ( )d (ln 1) ln

4 4

C rC
w b r Q r r r C r C

b

−
 

=  + − − + + + 
 
  ; 

3 2 7 8

1 1

,
2

r

a a C r C
u w

a a r
= −  + + ,                                     (1) 

где запятой в нижнем индексе обозначено дифференцирование по следую-

щей за ней координате; 1 8, ...,C C  – константы интегрирования; 1 1( ), ( )I r K r  – 

функции Бесселя; H0(r) – функция Хэвисайда.  
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В (1) введены следующие операторы: 
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Возьмем разность решений (1) для двух одинаковых по интенсивности Q0 

сил, действующих на близко расположенных окружностях радиусов r = a –  

и r = a + , но направленных в противоположные стороны. В этой разности 

произведем замену Q0 = M0 / (2) и устремим ξ к нулю. Тогда  
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После вычисления предела получаем аналитическое решение поставлен-

ной задачи термоупругости об осесимметричном изгибе круговой трехслой-

ной пластины, вызванном действием распределенных изгибающих момен-

тов, приложенных к верхнему несущему слою вдоль окружности r = a: 
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где 
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Для нахождения постоянных интегрирования реализуются требования 

ограниченности решения в центре пластины и граничные условия, например,  

– при заделке контура пластины , 0 при  1ru w w r=  = = = = ; 

– при шарнирном ее опирании 0 при  1ru w M r=  = = = = . 

Здесь rM  – обобщенный внутренний момент [16].  

В нашем случае при защемленном контуре пластины выражения кон-

стант интегрирования таковы: 
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Для шарнирно опертого контура постоянные интегрирования C1–C3, C6, 

C8 сохраняют вид (3), остальные – 
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где α0k – коэффициент линейного температурного расширения. 

Следует отметить, что температура в явном виде содержится в послед-

них трех константах интегрирования.  

Считаем, что температурное поле усреднено по толщине k-го слоя пла-

стины. Тогда внутри этого слоя значения упругих параметров постоянны: 
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Их вычисление производится в зависимости от температуры по извест-

ной формуле Белла [1]. Коэффициенты в (2)–(4) в таком случае 
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Численные результаты получены для круговой трехслойной пластины с 
шарнирно опертым контуром, материалы которой Д16Т – фторопласт-4 – 
Д16Т (их механические характеристики представлены в [1]. Толщины слоев и 
прогиб, отнесенные к радиусу пластины r0, составляют: h3 = 0,4; h1 = h2 = 0,04. 

На рисунке 2 приведены графики зависимостей сдвига в заполнителе и 
прогиба круговой трехслойной пластины от радиуса r. Они построены для 
различных радиусов моментной окружности: 1 – a = 0,5; 2 – a = 0,75 в соот-
ветствии с формулами (2), (4); без штриха – T = 293 К, со штрихом – T = 323 К. 
Интенсивность погонных моментов M0 = 0,3 МН. По мере перемещения мо-
ментной окружности от центра к контуру пластины прогиб уменьшается по 
величине и становится одного знака. Максимумы сдвигов в виде пиков 
наблюдаются в сечениях приложения погонных моментов. При нагревании 
прогибы и сдвиги в обоих случаях изменяются пропорционально. 

 

Рисунок 2.21 – Перемещения: сдвиг в заполнителе (а) и прогиб (б) при различных 
радиусах моментной окружности (без штриха – T = 293 К, со штрихом – T = 323 К)  

Заключение. Полученное в работе решение краевой задачи позволило 
оценить деформации упругих трехслойных круговых пластин, подверженных 
действию осесимметричных нагрузок погонными моментами в температурном 
поле. Результаты расчетов подтвердили существенное влияние температуры и 
места приложения распределенного момента на перемещения пластины. 

Работа выполнена в рамках задания ГПНИ «Конвергенция 25».  
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BENDING OF A THREE-LAYER PLATE BY A TORQUE LOAD 

IN THE TEMPERATURE FIELD 

The thermoelasticity problem of a circular three-layer plate axisymmetric bending by 

bending moments applied along the circumference to the upper load-bearing layer is solved. 

Deformation of layers occurs in accordance with the broken line hypothesis. For an analytical 

solution of the boundary value problem, a well-known solution for a similar plate loaded with 

an axisymmetric linear transverse force is used. The solution is numerically tested and the 

influence of the force circle radius and temperature on the plate displacement is analyzed. 

Keywords: three-layer circular plate, moment load, thermo-elasticity, analytical solution. 
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