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Изъ статики твердаго тёла извйстно, чтз въ СЛУЧЭЁ равно-
вёсія плеекой неизмёняецой системы виртуальная работа прило—
‹женныхъ къ ней силъ равна нулю, т.е.:

ЕРСОЭСР,ч3дЧ = С,

гдё: Р * одна-изъ-внёшнихъ силъ,ід%йствующихъ на тёло;
ач-— безконечно малое переміщеніе точки приложенія этой

силы на нікоторое направленіе ?; _

СО$[Р,Ч}-- Соз игла ыежду силой Р.и направленіемъ перенё—
щенія. _,

_

_ упругкхъ тЪлъ‚ къ ыеторымъ принадлежатъ фериы‚Юоста—
'-вленн ‚ изъ отдЪдьйыхъ упругихъ стержней. соединеннвхъ идеаль—
`<неии &рнирами. въ выраженіи виртуальной работи необходимо раз—_
‚“лича ь работу силъ внішнихъ и работу силъ внутренннхъ или силъ

_ упруг сти. &ажно доказать; что работа внутреннихъ`силъ упруго—
-сти вс гда отрицательна. Дійствн;ельно‚ при растяхеніи стержня

др, вхо нщаго въ составъ какой лЁбо ферия проекців переиёщенія
его кане ихъ точекъ на направленіе стержня направлены наружуд

› '
внутреннія же силы упруго+

   

  ‘“ .

. ., .
сти… зацйняющхя дёиствъегг _. '

‚.;/,] стержня на остальную ферму..
дд направлены во внутрь стерж—

‘\ _ ня‚-какъ стреыяціясн при—
‘Веоти стержень_къ первоначальному виду: при такихъ условіяхъ

; `на остальную фе, У; выразится такъ:
— ёё".з - БЁ".$ = — $.А1,.ЕДЪ‘Ь1 — Удлиненіе стержня.

. ‘ ‚ . ‚ .

Над; Студ. Библіотеки Л.Я.Л.С_ 1910 :.
Литографія трофимова. СНБ. можайская 3.
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При сжатіи стержня произойдетъ обратное явленіе: внутрен—

нія силы направлены нарУЖу. & переиъщеніе угловнхъ точекъ — во

внутрь стержня, слёдователь—
во и Въ этоиъ случай работа
внутреннихъ силъ--` величина
Отрицательная‚_т.е. - 5%"тз — ЬЬ"-з ; — вв}.

в н у т р е н н и х ъ с и л ъ в с е г д а о т р й Щ г т е &
___—-_в_—___-__-__________.__.__

Если ферма подъ вліяніенъ внЪшней нагрузки находится зд

равновёсіи‚ вндЪливъ какой нибудь узедъ @, находящійся подъ ддйъ
ствіеиъ внЪщней силы Р и внутреннихъ сидЪ'Ё, ваиЪняющихъ сзсшй

дійствіе стержней на этотъ узедъ‚ можемъ выразить условіе рав-
новёсія этого узла слідующинъ равенствоыъ:

Р' +'28’ =‚О ._ . . . . (1), гл};

Р"- проекція сила Р на нёкоторую ось цв, проходящую черезъ
узелъ_3 и не совпадающую ни съ одной изъ линіЙАДЪйствія прило—
женнпхъ къ увл? силъ;

.

5' — проекція одной изъ.внутреннихъ силъ $ на ту же пряную‚
Возьцёиъ на прямой чр пронзвольйвй ОФРЁЗОКЪ'ёдц =.ёі и

. '

примеыъ его за возможное пеэеыъд
щеніе течки ё;’уиновая всё члены

уравненія (Ц) на аі‚ получымъ

Р'ді =.— ЕЭ'ді ‚...,.‚....(2Ё*
Это уравненіе будетъ иыёть нёсто
въ тоыъ случаъ‚если переыёщеНіе
аа: =.ді — есть безконечно— малая
;величина'Сибо при конечномъ пере”

міщеніи узла УГЛЫ между силами и прямой шп, & слёдоветельно и

проеКціи силъ на прямую шп изЫЪняютъ свои величины). Кооиъ то—

го. чтобы пряийнить это равенство для всіхъ узловъ‚ необходимо
допустить слъдующія два ограничеНія:

 Ь Н &.
Ьь—й_Ю‘—__-_—___——_ ...— ___-___- -— ___—- в,-..

——о——_Ы__

 

 



къ стр: 5-ой песлъ із—ой строчки слёдуетъ: 
';;фі‹ч доказательетво‚слъДуетъ изъ чертежа 4—го. Въ узлъ &, на*'

'_ходящеися въ равновйсіи‚ сходятся три сила: данная сила Р и
…дд- усиліе въ стерінё'$‚.и 82. Пусть возможное перемйщеніе точки 3_›д_ дёстьЁаі‚ отложенное по линіи шп. Спроектируеыъ на ось шп замы“

_нутый иногоугольникъ силъ Р, $, и 52, именно треугольникъ а‘Ь'с'
Сумма проекцій этихъ силъ на ось шп равна нулю. Проекпія силы
Р, каторую назовеиъ Р' направлена въ сторону противоположную от—
рйэйу ді Возыожная работа етой силы будетъ » Р'ёі, & для силъ
$ виртуальная работа будетъ ($; _ $;)ёі > О. Слёдовательно,вир—

^туальная работа силъ внёшнихъ обратна по знаку виртуальной ра“
ботъ силъ внутреннихъ.‚\

`Их/"’

(?'Р-"Ч

‚
‘
".‘  
? Опечатки къ стр. 11—ой. строка В—ая сверху передъ ___2_ по—„. _в

А



    
   

ддереиЪщенія для разннхъ узловъ дэлжна Зать севмЪстны не“
жду сабой, т.е. должны быть отнесены къ одной и той
сяезецё нагрузокъ.

ЁЁЗь Нереиіченія должны быть согласны са связями системы,
„ дэлннн_соотвётствовать лишь удлиненіяыъ или укероченіящъ

стержней.

ЖЗ

ТаЗъ

‘ Распространяя при этихъ ограниченіяхъ равенство (@)на”вай узлы, получимъ:
\

`ЗдЁ
- ‹ ЕР &і + ЕЁЗ'ёі =‚О‚ иди

%
д'

‘

:
ЕР'аі + ёз'аі =О, (гдъ знакъ 22 замёнииъ\ Ёдлв Удаёства однимъ знакоиъ 2)

Ё;
› для вигтуадьной работы можно 'дезазать‚‚ что рабета внут—

реннихъ силъ равна и противополвжна работё вийшыихъ.
';: Ноэтому, если принять работу внёшнихъ аилъ за полэжчт
тельную, то нередъ Е$'ёі надо наставить знакъ минусъ:!›

` . \!

\ч—мч-Е———————ч—№‘і

@

`

!

ілйдовательно…гЁР'&і‹а“ЕЗ’ді = 0, или
`'

Ж'ёі =, ’ЕЗ'аі ...джоъомсятчоо-Ощ'цсз).о

_Но ляд: ==, ‘ЕРСоЫРщцЪ-ді ==, ‚ёгаісо-цаши) =, №1313, гдз
р =.аіСоз(Р,шп)‚ т.е. равне проекціи перемъщенія &і на на—
Ё.равленіе дёйствія силы Р. Что же касается правой части ура—
НВН1Я (ь°)… то въ виду разсмотрЪніз совыёстнаго перецъщенія

Езержней фарши, & также и тога, что деформація каждаго стерж—явнэявается переміщеніемъ обоихъ узловъ‚ связаннахъ этиыъ
Ё & ; ’. „‚_

‘
!:.кр _‹ ' '

°
ЁіЁ" «Ё

|
.

Ё,



„_ б„ ’ перенёщенія/стержнемъ. соединяемъ попарно преекціи этихъ узловъ нг, напра-
вленіе стержня; въ такомъ случай аі' + ді" % аа, + ЬЬ и

Е'Ші' + аі') = з'(а'а; + ь'Б1) =, №№,„шЮЕа—ёпіэ—Бі]

Но [аа1 + ЬЬ11С08.($,ШЦ) * А1 = сумиъ проекцій переміщенін уз—
ловъ по направленію дёйотвія силы или удлиненію стержня.слъда_
вательно. 2з'аі 2$А1 и равенство {@) приметъ ридъ:

ЕРАр 2$А1...оъо.‚....оо('4э
ВндЪливъ опорная реакціи с и соотвётствующія иыъ проек—

піи переміщеній АС изъ лйвой части равенства (И) въ отдёлъный
членъ‚ получиыъ:

'

ЕРАр + ‘ЕСАс = 25131 . . . . . ‚(т.)

основнов ВЫРАЖЕНШЕ НАЧАЛА
возыожныхъ ПЕРЕЫЪЩЕНЪЙ.

_____—_-—___''д—“___-___-____'__-‚__—_-__—--—_„___-__ФИаи»-ш_! - .  
     ‚П р и Ы Ъ р ъ 1. Случай внутренней статиче-

9 ‚о 9 _
ской неопредёлимостн. Ферма,

і. \
і!

%
1" @

иы'ветъ одинъ дсбэ‚вочны;‘%(шиш-
` цій) стержень аь. Длн раз-

и,
. . сыатриваемаго случая равен—'

' —.1 ство (Ч) Приметъ слідуюйій
чё; ' ‚` /

. видъ:

#? &&
ЁРЁР ? ЕЗА1‚ ибо члеыъ ЁСЪс

равенъ нулю. тцкъ какъ опора А неподвижна и для точки А $020,
для опоры же В проекдія ас переміщенія точки В на направленіе
Реакпіи тоже равна нулю. Такъ какъ величина др и А1 не зави—
сятъ отъ силъ Р и З, & ограничена только ВЫВЭУПОЦЯНУТЫЫИ УСЛО'
віями. то пн ыожеиъ примінить равенство (1) для силъ Е и $ при—

надлежащихъ къ одной системі нагрузокъ.-& Ър и А1— къ дРУГ°й°
(вамвтимъ эдЪсь‚ что равенство (П) при линейной эависимости Ие’
ддУ Р И др можетъ существовать и въ случаъ конвчннхъ перепёще'
ній узловнхъ точекъ фермн. что и ииёетъ цёсто почти во ВСЁХЪ  



   
           
    
                 

…

добавочный стержень аз, превратимъ нашу ферму въ стати *
'“„]*0преділиыуш‚ замёнивъ дЪйствіе стержня аъ на ферму дву—

ъдусилхе въ любомъ стержнё ш вслёдствіе линейной' зависимо—
тнЁЖДУ Удиліями въ стержняхъ и дёйствующими на Ферму сила—

(„.

"" -
чыш‚Р‚ *тхяР9—+ ....…….+ 96Р9 * тшё % $„ + $53, гдё

* представляетъ собой усиліе Въ стержнъ ш, полученное при
„ЕЧЕстнонъ влучаё загруженія‚ когда силы Ё и Р за исключе—
} ніеыъ Р„ равны нулю, а Р„ ? ЗН

*ъесть усиліе въ стержнё ш, полученное при дёйствіи одной
\'только силы х = 1 и при атсутствіи внёшней нагрузки‚@.е-

сила Р:0.
. Для_полученія 2а„Р„ % Зо необходимо полежить'Ё:=`Оіи пО*

вить діаграыыу Кремона для данной нагрузки Р‚Р‚и‚.…_..Рв_и
овной статически опредёлпыой сёти. Для добавсчнаго стержня:

ЪС9бозначимъ его черезъ Ц)9… „* О, ибо этотъ стержень не
“дитъ въ составъ Итаически опредълимой сЪти,°*слЪдовётеЛЬ*

9‚$_0 + у„Х, но Ёж
= Х .слёдовательно‚ у; ? 1—

_- Воспользуемся формулой (431'2РАр * 2$А1 для случая фик—
нбй нагрузки, когда сиыл Р': д;!а внёшняя сила ; : 1. Топ—

получимъ:
`

*. 1<аз‚›---. №5131); 25731 =, 5130 + ихъ—г.№М;—
М

“55119“— 1(Ь‘Б,.)` ==,. _- Під: + ьь‚) =,’— 1А1„‚слъдоват.›:

.

- [ЦК ==, ’ЕуШ:‚

. 331:
' .. * $1._ *_*—'Ц— = . =, … =‘ $9 =[$_. + Х ‚СЛ'Ё .ОВО:

'…гё‘;ыдз° *'ЧЁЁР = ЕУ$ор + ЕХЁЁр или ркончательно;
д_:… 27$°р + ЁУЁЁР 5,0 .,..‚‚„‚‚‚___‚___`;(11)



ибо ‘в = 1. Ивъ равенства 11 можно опреділитъ исконое усиліе
; въ добавочноыъ стерхні Н.

П р и и ъ р $ 11. СЛУЧай внёшней статической
__

д неопредълииости. Обё опорэ
неподвижны. Замёнимъ непод-
вижную опору В подвижной и

‚15 для возвращенія фермы въ

первоначальная условія,при-
ложиыъ Н@которую силу 23 ‚

дёйствушщую отъ правой руки№ _

_ \ЁЪ—Хд къ №3013, т.е. во шеренги"““№ обратную возыожноиу переиг—
пенію правой опора отъ дійствія внёшней нагрузки. Тогда на
основаніи форнуля: Б % $д_+ укв; опреділииъ, Палагая‚23°= 0.
по діаграмиъ Кремона $0 =,2а„Р„. Принимая затёыъ сили ? = 0,

& силу 3?“ 1. найдемъ на основаніи фориулы:'ЕРАр = 2$А1 слёг
дУЩее:

   
     

_ 1х6 = гум = Еъзр =, Еурі$° + {ЁЁ}.

но *) б =.бд + 63 =‚О‚ (ибо опора.неподвижна)‚ а потому
*в

ЕУ(8° "' УЁв)р : 2?9&; + Ёугргд ** {) ...оос'ооссооосоооіііе

Къ этому же виду могло быть приведено и уравненіе “11;
если въ ттетій членъ включить и Первый. Въ спучаъ нёсколькихъ
статически—нвопредЪлииихъ паранетровъ составляеыъ необходимое
дополнительное число уравненій вида 11 или 111; которая вый”
отъ съ трепа условіяии статическаво рввновёсія:
ЕХ =.0, 2$ Ч'О, ЕМ ; О_дадутъ возможность.опреДЪЛить всё не”

_извъстиыя Ъеличины.
____—_—_ '_—`_——————__—__— ___—____'_-—г___—___-Ь_—Ь___ч__—_—__—““"-""‚ _ . ,

_ .

*)

«_ Ёп": {__—.. ХВ
`

}*°Т' „
А`
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ЪЧ'ОЪ-Т ‘ ‚`,‘—ёс,
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;‚_Р;_а р е_н & Б е'т т и .‘ Пользуясь фсёиулой (@)…1и0+_ -

вживить слідующія равенства:
`

=
' …

'
`

іддй‘т‘28йёі„
’ значекъ.ш ебозначдетъ одну систему нагру—

=!
А

"звкъ‚2а
и”;

другую.‚-_ … 2$-А1 - ›

НО А1”
""„ “%%,“—

"'‚Зяр; шт =.
*ЪЕШ_

:! $39”!

зд; _

‚слёдовательно:

551%...“
3‘ “28138719

'

`7яЁв;‚аии-°'=»жжёт" отсюда:“

ЕРЫАР',.Ц =. ЕР„АР„"-‚т " тю .:.-.со—гоо-ф-тф &&9—941Ё-о-

‘ т в @ р›е и>а И'& к с у в л'я _ @ взаимности иерецёженій.
Полагая въ формулъ 19 Р„ =.Р„ % 1,4 нвйдеит:

'У‚рт,“ .‘ Бри,:ш «$40.00!91:4«190'9050'0-090›0-0'

_
.е. первиёщеніе точки и по направлеяіш дёйзтвія сидя

…?
равна

ЁпереиЪцеН1ю точки в по направленію вилы РШ при Р23
« і“

% е о р е и а и р о и в в в д н о й р а 6 о т а д е …

Ф 0 р м а п і & .
‚ —— ,

‚ .

; :‘ЕЪвъвъненГчто работа деформаціи дня сквозной фермы вара"

іжцотсЯ'такай фориулой:
` `

*

* $21- :“.
_А „ а„23
  _.‚‚ '!

`? —3{ 25 р
Вг

въ другой сторона. какъ извЪстно, работа постоянной сиды Р при

‘^вяхягиваНіи или схатіп какого нибудь бруска на величину Ар‚вч—-

«твжвепвя произведеніенъ Рьр равна ЗА * удвоенной работъ дефор—

и$ціи упругаго тЪлв, т.е. работа внёшней сили Р расходуется
вкз., спо % ея идетъ на. упругую дефоришію №№. & другая “Х,“.

.!‚1 .



..10...

вызываніе въ неиъ динамическихъ эффектовъ, т.е. на колебаніе
упругаго тёла окоаэ положенія равновйсія и поглощается тре-
ніеиъ. сопротивленіемъ воздуха и нагрёваніеиъ. Итакъ:

‘ $2.1`
, :РАр =, ЗА ==. З'УГЁТ =. 8 р.

Распространяя это равенство на всю систему стержней и
на всё силы Р. получимъ:

`

821 …
=

.

ЕРАр-= ЗА ?
Б—ЁЁ__

% 2$2р =.23А1; окончательно:

ЕРАр ? 2$А1д

Разсмотрииъ слёдуюЩій случай…:въ_которомъ узелъ & не—
подвижно закрЪпленъ.-Тогда ра-

_

венст80'—1(631)`— 1(5Ъі)‘=
% 2$А1 % выши, соотвЪтствую—

щее случаю загруженія' фериыр
при которомъ силы Р,?г....9…Р.
равны нулю. а_сила Ё ; 1,1 для
разсиатриваеыаго случая (т.е.
случая неподвижности узла а)пе-
репишется такъ:

1(—ьь‚)=‚2$ы =_ ‘.ЁхЫ =, —16. . . _ (5) .

   

Взявъ теперь производную по Ха отъ работа деформаціи Ао» .…
найдемъ, что  2

 ещ, , вв 1___-"' =, _ 228`_—-""' . "'—_"— =‚ 28 -.о‚9юо-.ооою‹ооа(6)0-
ах„ *

“аха ЕР ‘”

ибо `БЁ_ % у; такъ какъ $ % $° + ужа‚іа при 80 = 0 $ = &&
Ов

' _

Изъ неравенствъ (5) и (6) слёдуетъ. что

_ ЕА` & =; 25739 =, ___-‘3.’ т.е.
_в  



о.... 11-—

_„; ауя. и р о и з в о д н а я р а 6 6*т.ы д е Ф 0 р-
’‚д и о с и л % п р е д с т а в л я е т ъ. 8 н & Ч е—

*ъд`р_° е в д 1 и п е р е и % щ е н і в т 0 ч к и п р ид  
    

  
   
   

ндчдпо нвиышньшвй РАБОТ &.
" ___—___-_-__-’_—щ°…опсё-и-—д-:”...—___—___—'— ___—_цди—ьоф

"тИтакъ ны подучнли:

ЗАО
'.

слёдовательно: &
::=—БЁ—

% [Щас], ибо б_=‚ Ш.“,

ыы, ‚& 1 ‘_ .. —_-
_ёхг *‘ [ЦК ", & -гёк

=' Заря : уыёаркн’”*”-“(7)"

_9„№& для стержня к равно 1.

ЭА
Съ другой стороны —

ОЁЁ:_
= — 257$, сдъдовательногйо ра—.“ ‘

внотву (7):

ь‘хпкёарк =' " ‚ЕЗЖР’

5 '*'-. 80 + “Ёж & потому

тйёарх или.__п—- ’Еу-о($„ + @“)?

2&ю($о * тёд) + у&3„р„_=.0 ...‚…...;...….....‚(ВУ.
Если Взятъ выраженіе работы всёхъ стержней. т.е. необхо—

ЦЁ“ЁХЪ И добавочныхъ, то получимъ:

-?
А - " $$$. + 3115255... иди_,

Б 8? ? БФЧ
„

Ь. \“ м-
2» :+- 2-‘ ‚

: 55 р.+ Б=Ёарк'

_
Вэявъ частную производную ПО !“

„иипъ вышенаписанное 9889Н°т3° (В)»
отъ этого выраженія‚тп0*

если принять во вниманіе,



.
— 32——

ЧТО $ Ч $0 * тЁд‚ & такъ какъ вторая часть равенства*(83 есть
01 330

,

что и выражаетъ собой_ а & ч а л о н & иии & н 5 ш 9 й р а—
б о—т & . Е т о р а я и р о и з в о д н а я

3%. > ‘0
"'—РЗ“!-

.

Совершенно безразлично, какижъ изъ приведенннхъ началъ
пользоваться для раскрытія статическей неопреділимости ферцъ‚т.е. можно пользоваться уравненіенъ работы или началомъ воз—
можныхъ переиёщеній„ёиожно воспольёоваться теоремой о произ—
водной работы деформаціи или…інаконецъ‚ началомъ наименьаей
работн3‘во мсякомъ случай, Необходиио составить дополнительная
къ условіяиъ статичесКаго равиовёсія уравпенія‚ число которых;
должно быть равно числу статически неопредъЛипихэ параметровъ;
Ясно также‚ёчто всі эти начала приведутъ къ одному результат?…
т.е. дадутъ одинаковые выводы, такъ какъ дві_поолёднія теоре—
мы являются, какъ видно изъ вывода, простымъ слёдствіемъ нача;
ла возможннхъ переиёщеній. '

“““-—__чтттпти— " --
БИ?"'ЙТЕЫ$

:. кг:" 0
х…… '

…знёрш

.—---%-г0900000000000000000000о———-———
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