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1 ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ 
 

1.1 Определение, основные свойства  
 

Рассмотрим на плоскости Oxy замкнутую ограниченную область 

G, площадь которой S. Пусть функция z = f(x, y) непрерывна в G. 

Разобьем область G произвольно на n частей G1, G2, ..., Gn (рису-

нок 1.1), площади которых S1, S2, ..., Sn и диаметры d1, d2, ..., dn 

соответственно (диаметром области называется наибольшее из рас-

стояний между двумя точками границы этой области).  

В каждой части Gi выберем произвольную точку Mi(xi; yi) и со-

ставим сумму 

,),(

1





n

i

iii Syxf  

которая называется интегральной суммой функции f (x, y) в обла-

сти G. 

Для непрерывной в области G функции f(x, y) существует конеч-

ный предел I интегральной суммы  при стремлении к нулю 

наибольшего из диаметров  областей Gi, при этом I не зависит от 

способа разбиения области G и выбора точек (xi; yi). 

.),(lim

1
0






n

i

iii SyxfI  

Этот предел называется двойным интегралом от функции f(x, y) 

по области G и обозначается одним из символов: 

.),(),(  

GG

dxdyyxfdSyxfI  

Отметим, что этот предел может существовать не только для не-

прерывных функций. Функция z = f(x, y), для которой предел инте-

гральной суммы существует и конечен, называется интегрируемой. 

Геометрический смысл двойного интеграла. Двойной инте-

грал от непрерывной неотрицательной функции z = f(x, y) по обла-
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сти G равен объему цилиндрического тела, ограниченного сверху 

поверхностью z = f(x, y), снизу – плоскостью z = 0, с боков – цилин-

дрической поверхностью, направляющей которой служит граница 

области G, а образующие параллельны оси Oz ( рисунок 1.2). 
 

 

 

 

 

 

 

 
                      Рисунок 1.1                                                      Рисунок 1.2 

 

Механический смысл двойного интеграла. Двойной интеграл 

от неотрицательной функции z = f(x, y) по области G есть масса пла-

стинки G, если f(x, y) считать плотностью пластинки в точке (x; y). 
 

Основные свойства двойного интеграла 

1.  
GG

dSyxfcdSyxcf ),(),(  (c = const). 

2.   .),(),(),(),(  

GGG

dSyxgdSyxfdSyxgyxf  

3. ,),(),(),(

21

 

GGG

dSyxfdSyxfdSyxf  где G есть объедине-

ние областей G1 и G2, не имеющих общих внутренних точек. 

4. Если f(x,y)  g(x,y), то .),(),(  

GG

dSyxgdSyxf  

5. .),(),(  

GG

dSyxfdSyxf  

6. Если m  f(x, y)  M в области G, то .),( MSdSyxfmS

G

   

7. Для непрерывной в области G вместе с ее границей функции 

f(x, y) существует точка ( yx, )  G, для которой 

.),(),( SyxfdSyxf

G

  

                                                                                          z   

         y         

                                                                                                                                                                                   z = f(x,y) 

 

         yi    

                                                                                         O 

                                                                                                                               y 

         O                           xi                      x                         x                      G 
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Задачи 

 

Изобразить тела, объемы которых выражаются следующими 

двойными интегралами: 

1.1.1.  
G

dxdyyx )( 22 , где область G: 0  x  1, 0  y  1 – x. 

1.1.2  














G

dxdy
yx 2

1
22

94
1 , где область G: 1

94

22


yx

. 

1.1.3.  
G

dxdyyx 2

1

22 )( , где область G: x
2
 + y

2 
 x. 

1.1.4.  
G

dxdyyx )( , где область G: 0  x + y  1, 0  x, 0  y. 

1.1.5. 
G

dxdy4 , где область G: | x |  2, –3  y  2
2


x
. 

1.1.6.  
G

dxdyyx )( 22 , где область G: | x | + | y |  1. 

 

1.2 Вычисление двойного интеграла 

 

Различают области интегрирования следующих видов.  

1. Область G ограничена слева и справа прямыми x  a, x  b  

(a  b), снизу – кривой y    1(x), сверху – кривой y    2(x)  

(1(x)  2(x)), каждая из которых пересекается вертикальной пря-

мой только в одной точке (рисунок 1.3). 

2. Область G ограничена снизу и сверху прямыми y = c, y = d 

(c  d), слева – кривой x = 1(y), справа – кривой x = 2(y) 

(1(y)  2(y)), каждая из которых пересекается горизонтальной 

прямой только в одной точке (рисунок 1.4). 

Для области первого вида двойной интеграл вычисляется по 

формуле 

.),(),(

)(

)(

2

1








x

x

b

aG

dyyxfdxdxdyyxf  
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                   Рисунок 1.3                                                      Рисунок 1.4 

 

Для области второго вида двойной интеграл вычисляется по 

формуле 

.),(),(

)(

)(

2

1








y

y

d

cG

dxyxfdydxdyyxf  

В общем случае область интегрирования путем разбиения на ча-

сти сводится к рассмотренным выше основным. 
 

Пример 1. Вычислить повторный интеграл .

32

1


x

x

xydydx  

Решение .  

  


 .
4

3
3

42

)3(

2

2

1

42

1

3
2

1

333232

1

x
dxxdx

xx
dx

y
xxydydx

x

x

x

x  
 

Пример 2. Изменить порядок интегрирования в интеграле 

.),(

21

0

1

1






x

dyyxfdx  

Решение. Область G ограничена линиями x = –1, x = 1, y = 0, 

2

1

2 )1( xy   (рисунок 1.5). Представим границу области G следую-

щим образом: y = 0, y = 1, 2

1

2)1( yx  , 2

1

2)1( yx  . Тогда 

.),(),(

2

2

2 1

1

1

0

1

0

1

1












y

y

x

dxyxfdydyyxfdx  
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Пример 3. Вычислить двойной интеграл  
G

dxdyxyx )( 2
 по 

области G, ограниченной линиями x = 0, x = 1, y = 0, y = 1 – x (рису-

нок 1.6). 

Решение . 

 
 1

0

1

0

2
2

1

0

2
1

0

2 )
2

()()( dx
y

xyxdyxyxdxdxdyxyx
xx

G

 

.
8

1
)

42
(

2

1

2

1

0

421

0

3




 
xx

dx
xx

 

 

 

 

 

 

 

 
                Рисунок 1.5                                                               Рисунок 1.6 

 

Задачи 
 

Двойной интеграл 
G

dxdyyxf ),(  заменить повторным, в котором 

расставить пределы интегрирования в том и другом порядке для ука-

занных областей G: 

1.2.1. G – треугольник с вершинами O(0; 0), A(1; 0), B(1; 1). 

1.2.2. G – трапеция с вершинами O(0; 0), A(1; 0), B(1; 2), C(0; 1). 

1.2.3. G – треугольник с вершинами O(0; 0), A(2; 1), B(–2; 1). 

1.2.4. G – круг x
2 
+ y

2 
 1. 

1.2.5. G – круг x
2 
+ y

2 
 y. 

1.2.6. G – параболический сегмент, ограниченный кривыми у = x
2
 

и y = 1. 

Изобразить области интегрирования и вычислить повторные ин-

тегралы: 

1.2.7. .
2

2
1

0


x

x

dyxydx  1.2.8. .)2(
3

0

2
2

0

  dyxyxdx  

                   y                                                               y 

                    1                                                            1 

 

                                                                                        

                                                                                        G 

       -1         O              1                  x                         O              1                  x 
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1.2.9.  
 a

dd
0

22
2

0

.sin  1.2.10. .
ln

0

2

1


y

xdxedy  

1.2.11. .)(
1

0

1

0

  dyyxdx  1.2.12. .
0

1

0


y

y

x

dxedy  

Изобразить области интегрирования и изменить порядок инте-
грирования в следующих интегралах: 

1.2.13. .),(

22

2

2

1






xx

x

dyyxfdx  1.2.14. .),(

44

0


x

x

dyyxfdx

 

 

1.2.15. .),(
2

6

2

125,0 2

 






x

x

dyyxfdx

 

 1.2.16. .),(
2

2

2

0 2




x

xx

dyyxfdx

 

 

1.2.17. .),(

2

3

1

0


x

x

dyyxfdx  1.2.18. .),(
ln

01


xe

dyyxfdx  

Вычислить двойные интегралы: 

1.2.19. ,)( 

G

dxdyyx  где область G – треугольник, ограничен-

ный прямыми x = 4, y = 0, y = x. 

1.2.20. ,2

G

dxdyxy  где область G ограничена параболой y
2 
= 4x и 

прямой x = 1.  

1.2.21. ,
G

xdxdy  где область G ограничена линиями xy = 6,  

x + y – 7 = 0. 

1.2.22. ,)1( 2
 

G

dxdyxy  где область G ограничена линиями x = 0, 

x = 2, y = 0,5x, y = (0,5x)
1/2

. 

1.2.23. ,)2( 

G

dxdyyx  где область G ограничена прямыми 

y = 4x + 6, y = 0,5x – 1, x = –1.  

1.2.24. ,)( 22
 

G

dxdyyx  где область G – параллелограмм со сто-

ронами y = x, y = x + 1, y = 1, y = 3. 
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1.3 Замена переменных в двойном интеграле 
 

Формула преобразования двойного интеграла к криволинейным 

координатам u,v, которые связаны с прямоугольными координатами 

соотношениями x = x(u,v), y = y(u,v), имеет вид 
 

,||)),(),,((),(  

GG

dudvJvuyvuxfdxdyyxf  (*) 

где 

v

y

u

y
v

x

u

x

J
















 . 

При этом предполагается, что осуществляется взаимно одно-
значное отображение области G плоскости Oxy на область D плос-
кости O1uv; функции x(u,v) и y(u,v) имеют непрерывные частные 

производные в области D и якобиан J  0. 

Пример 1. Вычислить интеграл  
G

dxdyyx )2( , где G – паралле-

лограмм, ограниченный прямыми x + y = 1, x + y = 2, 2x – y = 1,  
2x – y = 3. 

Решение. Непосредственное вычисление данного интеграла че-
рез повторный является громоздким, так как потребует разбиения G 
на три части и вычисления трех повторных интегралов. Поэтому 

лучше ввести замену x + y = u, 2x – y = v. Тогда 
3

vu
x


 , 

3

2 vu
y


 . Прямые x + y = 1 и x + y = 2  в системе координат Oxy 

перейдут в прямые u = 1 и u = 2 в системе координат O1uv, соответ-
ственно 2x – y = 1 и 2x – y = 3 – в v = 1 и v = 3. Параллелограмм G 
(рисунок 1.7, а) перейдет в прямоугольник D (рисунок 1.7, б).  

 

а)                      б) 

 

 

 
 

 

Рисунок 1.7 
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Якобиан преобразования 0
3

1

9

2

9

1

3

1

3

2
3

1

3

1





J . Поэтому 

.
3

1
1

2

1

2

9

3

1

23

1

3

1

3

1
)2(

2

1

2

1

3

1

23

1

2

1
























  dudu

v
vdvduvdudvdxdyyx

GG
 

Для случая полярных координат  и  (x = cos , y = sin ) 

якобиан 

















yy

xx

J  и формула (*) имеет вид 

 

.)sin,cos(),(  

GG

ddfdxdyyxf  

 

Пример 2. Вычислить ,
22




G

yx dxdye  где область G – четверть 

круга x
2 
+ y

2 
 1, расположенная в I квадранте (рисунок 1.8). 

Решение.  Полагая x = cos , y = sin , 

имеем: 

.
4

)1(

2

1 2

0

1

0

2

0

22 



 







 e
d

e
deddde

G

 

 

 

Задачи  
 

Вычислить двойной интеграл ,2
 

G

dd  если область G ограни-

чена: 

1.3.1. окружностями   3,   6; 

1.3.2. кривой   a sin 2; 

1.3.3. первым витком спирали   3  и полярной осью. 

Рисунок 1.8 
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Вычислить следующие интегралы путем перехода к полярным ко-

ординатам: 

1.3.4. .)(

2

0

4

0

22

2

 




y

dxyxdy      1.3.5. .

0 0

222

22

 




a xa

dyyxadx  

1.3.6. .

2

0

2

0

2

 
a xax

dydx                    1.3.7. .)32(

22

22








yR

yR

R

R

dxyxhdy

 
 

Перейдя к полярным координатам, вычислить двойные интегралы: 

1.3.8. ,
22




G

yx dxdye  если область G – круг x
2 
+ y

2
  a

2
. 

1.3.9. ,22
 

G

dxdyyx  если область G ограничена линиями  

x
2 
+ y

2 
= 9, x

2 
+ y

2 
= 36. 

1.3.10. ,2

G

dxdyxy  если область G ограничена окружностями 

x
2 
+ (y – 1)

2
 = 1 и x

2 
+ y

2 
= 4y. 

1.3.11. ,)(sin 22
 

G

dxdyyx  если область G – круговое кольцо 


2
  x

2 
+ y

2 
 4

2
. 

1.3.12.

 

,)( 22
 

G

dxdyyx  если область G ограничена окружностью 

x
2 
+ y

2 
= 2ax. 

1.3.13.

 

,)1ln( 22
 

G

dxdyyx  если область G определяется нера-

венствами x  0, y  0, x
2 
+ y

2
  1. 

 

Вместо x и y ввести новые переменные u и v и определить преде-

лы интегрирования в следующих двойных интегралах: 

1.3.14. ,),(

2

1

5

3

 
x

x

dyyxfdx  если u = x, v = 
x

y
. 
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1.3.15. ,),(

1

0

 
ex

x

dyyxfdx  если x = u – uv, y = uv. 

1.3.16. ,),(

2

0

2

1

 




x

x

dyyxfdx  если u = x + y, v = x – y. 

 

С помощью надлежащей замены переменных вычислить двой-

ные интегралы: 

1.3.17. ,
G

dxdy  если область G ограничена линиями xy = 1, 

xy = 2, y = x, y = 3x. 

1.3.18. 
G yx

dxdy
4)(

, если область G ограничена линиями x + y = 1, 

x + y = 2, 3x – y = 0, 4x – y = 0. 

1.3.19. ,
G

xydxdy  если область G ограничена линиями x
2
 = 3y, 

x
2
 = 5y, y

2
 = x, y

2
 = 2x. 

 
1.4 Самостоятельная работа 

 

В задаче 1 вычислить повторный интеграл. В задаче 2 изменить 

порядок интегрирования. В задаче 3 вычислить интеграл путем пе-

рехода к полярным координатам. 
 

Вариант 1 Вариант 2 

1. .

1

6

4

 
e

dy
x

y
dx  1. .)cos(

0

2/

2/

0

 




 dxyxdy  

2. .),(

2

1 /1

 
x

x

dyyxfdx   2. .),(

4

2

4

 
x

dyyxfdx   

3. .

0 0

22

22

 




a xa

dyyxdx  3. .4

2

0

2

2

22

2

2

 






xx

xx

dyyxdx  
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Вариант 3 Вариант 4 

1. .

4

2

2

1

  xydydx  1. .)(

1

0

2

1

22
   dyyxdx  

2. .),(

4

0

2

4 2

 


x

xx

dyyxfdx   2. .),(

0

1

1

1

2

 






x

x

dyyxfdx  

3. .1

22

22

2

2

 























x

x

dy
x

y
dx  3. .)321(

2

2

4

4

2

2

 








x

x

dyyxdx  

Вариант 5 Вариант 6 

1. .)(

5

3

2

0

   dyyxdx  1. .)(

4

3

2

1

2
 

 dyyxdx  

2. .),(

1

0

2 2

 
x

x

dyyxfdx   2. .),(

1

1

4

2
 
 y

dxyxfdy   

3. .)1ln(

0 0

22

22

 




a xa

dyyxdx  3. .)1(

1

0

1

0

122

2

 




x

dyyxdx  

Вариант 7 Вариант 8 

1. .

1

0

1

0

 
 dxedy yx

 1. .

2

1

3

 
x

x

xydydx  

2. .),(

1

2 2

2

 






x

x

dyyxfdx   2. .),(

2

1 /1

 
y

y

dxyxfdy  

3. .)ln(

2 24

0 0

22
 





e xe

dyyxdx  3. .
1

1
1

0

1

0
22

22
2

 





x

dy
yx

yx
dx  
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Вариант 9 Вариант 10 

1. .

3

1

8

4
3  dx

x

y
dy  1. .

1

0

2

1

 


y

y

xydydx  

2. .),(

6

1

7

/6

 
x

x

dyyxfdx  2. .),(

1

0 3

 
x

x

dyyxfdx  

3. .)(

0 0

22

22

 




R xR

dyyxdx  3. .

4

0

4

0

2

 
xx

dydx  

 
1.5 Вычисление площадей плоских фигур 

 
Площадь плоской фигуры, ограниченной  областью G, находится 

по формуле 

.

G

dxdyS  

Для области G, определяемой неравенствами a  x  b, 

1(x)  y  2(x) (рисунок 1.9), площадь 

.

)(

)(

2

1








x

x

b

a

dydxS  

Если G определяется неравенствами c  y  d, 1(y)  x  2(y) 

(рисунок 1.10), то площадь 

.

)(

)(

2

1








y

y

d

c

dxdyS  

 

 

 

 

 

 

 

 
               Рисунок 1.9                                                               Рисунок 1.10 

    y                                                                        y 

                                  y=2(x)                              y=d 

 

                                  y=1(x)                              y=c 

                                                                                        x=1(y)         x=2(y) 

   O  x=a                x=b           x                               O                                               x 
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Если область G определена в полярных координатах неравен-

ствами     ,     g1()    g2(), то площадь 

.

)(

)(

2

1

 










g

gG

ddddS  

Пример 1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
x

2
 = y

3
, x

2
 = 8(6 – y)

3
. 

Решение. Построим область G (рисунок 1.11). Находим коор-
динаты точек пересечения заданных линий, решая систему 











.)6(8

,
32

32

yx

yx
 В результате получим A(–8; 4), B(8; 4). Фигура 

симметрична относительно оси Oy, поэтому ее площадь равна удво-
енной площади криволинейного треугольника OBC. Следовательно, 









 




8

0

32
8

0

2

1
62

1
6

8

0
2

3
62222

32

32
32

32

dxxdxydydxdxdydxdyS
x

x
x

xOBCG

5

2
38

10

9
62

8

0

35 







 xx . 

Пример 2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
y

2 
= x + 4, x + y = 2. 
Решение. Область G есть фигура, ограниченная слева парабо-

лой y
2
 = x + 4, справа – прямой x + y = 2 (рисунок 1.12). Решая си-

стему 










,2

,42

yx

xy
 находим точки A(0; 2) и B(5; –3) пересечения 

параболы и прямой. Искомая площадь 

6

5
20)6(

2

3

2
2

4

2

3 2

 






dyyydxdydxdyS
y

yG

. 

 
 
 
 
 

 
                         Рисунок 1.11                                                      Рисунок 1.12 
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Пример 3. Найти площадь области, ограниченной линиями 

 = acos ,  = bcos , 0  a  b. 

Решение. Область G представляет собой часть круга (рису-

нок 1.13). Учитывая симметрию, площадь S равна удвоенной пло-

щади фигуры OAB. Следовательно, 

 




 2

0

222
cos

cos

2

0

cos)(22 dabdddxdydxdyS
b

aOBCG

 

4

)(

2

2sin

2

)(
)2cos1(

2

)( 222

0

222

0

22 abab
d

ab 








 










 . 

Пример 4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой 

(x
2 
+ y

2
)

2 
= 2ax

3
 (a  0). 

Решение. В декартовых прямоугольных координатах нахожде-

ние пределов интегрирования привело бы к громоздким вычислени-

ям. Перейдем к полярным координатам: x = cos , y = sin . Тогда 

получим уравнение кривой  = 2acos
3
. Так как  – величина неот-

рицательная, то  изменяется от –/2 до /2. Область интегрирова-

ния имеет вид, показанный на рисунке 1.14.  

 

 

 

 

 

 
                    Рисунок 1.13                                                          Рисунок 1.14 

 

Из симметричности кривой относительно полярной оси получа-

ем, что  

.
8

5
cos42 2
2

0

62
cos2

0

2

0

3

adaddS

a

 


 

 

Задачи 

 

Найти площади, ограниченные следующими линиями:  

1.5.1. xy = 1,  x + y = 5/2. 1.5.2. y = x
2
,  4y = x

2
,  y = 4. 

1.5.3. y
2 
= 4x + 4,  y

2 
= –4x + 4. 1.5.4. y = ln x,  x + y = 1,  y = –1. 

                                                                                              y 

                          G 

                           A    B 

    O                    a     b                                                       O                         2a    x 
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1.5.5. y = sin x,  y = cos x, x = 0 

(x  0). 

1.5.6. y = e
x
,  y = e

2x
,  x = 1. 

1.5.7.  = a cos 2. 1.5.8.  = 4 sin ,   = 2 sin . 

1.5.9.  = a(1 – cos ),  = a   

(вне круга). 

1.5.10.  cos  = 1,   = 2. 

1.5.11.  = 1 – cos ,  = 1  

(вне кардиоиды). 

1.5.12.  = 4(1 + cos ),  cos  = 3 

(cправа от прямой).  
 

Переходя к полярным координатам, вычислить площади, огра-

ниченные следующими кривыми: 

1.5.13. (x
2 
+ y

2
)

2
 = 2a

2
(x

2 
– y

2
), x

2 
+ y

2
 = a

2
 (вне круга). 

1.5.14. (x
2 
+ y

2
)

2
 = a(x

3 
– 3xy

2
). 

1.5.15. (x
3 
+ y

3
)

2
 = x

2 
+ y

2
  (x  0, y  0). 

1.5.16. (x
2 
+ y

2
)

2
 = 8xy, (x – 1)

2 
+ (y – 1)

2
 = 1 (вне круга). 

 

 

1.6 Нахождение объемов тел 

 

Объем цилиндрического тела, ограниченного сверху поверхно-

стью z = f(x,y), снизу – плоскостью z = 0, с боков – цилиндрической 

поверхностью, направляющей которой служит граница области G, а 

образующие параллельны оси Oz (рисунок 1.15), вычисляется по 

формуле 

.),(

G

dxdyyxfV  

Нахождение объемов тел более сложной формы сводится к вы-

числению алгебраической суммы объемов нескольких криволиней-

ных цилиндров. 

Например, если тело ограничено поверхностями z = f1(x, y), 

z = f2(x, y), 0  f1(x, y)  f2(x, y) и его проекция есть область G на 

плоскости Oxy (рисунок 1.16), то его объем находится по формуле 
 

.)),(),(( 12 

G

dxdyyxfyxfV  

Эта формула верна не только в том случае, когда f1(x, y) и f2(x, y) 

неотрицательны, но и тогда, когда f1(x, y) и f2(x, y) – любые непре-

рывные функции, удовлетворяющие соотношению f1(x, y)  f2(x, y). 
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                Рисунок 1.15                                                   Рисунок 1.16 
 

Пример 1. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностя-

ми y = 4, y = 4x
2
, x + y + z = 6, z = 0. 

Решение. Данное тело есть цилиндрическое тело, ограниченное 

сверху частью плоскости z = 6 – x – y, снизу – частью плоскости 

Oxy, заключенной между прямой y = 4 и параболой y = 4x
2
. 















 



1

1

4

4

24

4

1

1 22 2
)6()6()6( dx

y
yxdyyxdxdxdyyxV

xxG

 

5

1
191628

5

8
)1642448(

1

1

2345
1

1

234 











 xxxxxdxxxxx . 

Пример 2. Вычислить объем тела, 

ограниченного поверхностями z = 5 –

 x
2 
 – y

2
, 3z = 3 + x

2 
+ y

2
. 

Решение. Данное тело ограничено 

сверху и снизу параболоидами враще-

ния (рисунок 1.17). Объем данного 

тела 

,)3(
3

4
))3(

3

1
)5(( 222222

 

GG

dxdyyxdxdyyxyxV  

где G – проекция тела на плоскость Oxy. 

Так как линия пересечения заданных параболоидов определяется 

системой уравнений z = 5 – x
2 
 – y

2
, 3z = 3 + x

2 
+ y

2
, то исключая z, 

получим x
2 
+ y

2 
= 3 – уравнение цилиндрической поверхности с об-

разующими, параллельными оси Oz, и направляющей x
2 
+ y

2 
= 3. 

Данное уравнение x
2 
+ y

2 
= 3 будет и уравнением проекции линии 

пересечения поверхностей на плоскость Oxy. Для упрощения вы-

числений интеграла преобразуем его к полярным координатам. По-

лагаем x =  cos , y =  sin , dxdy = dd. Область G есть круг 

Рисунок 1.17 
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x
2 
+ y

2 
= 3, поэтому в полярной системе координат G имеет вид 

0    2, 0    3 . Получаем 

.63
4

9

3

4

42

3

3

4
)3(

3

4 2

0

2

0

2

0

3

0

423

0

2
2

0














 








 ddddV   

Пример 3. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностя-

ми x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= 4a

2
, x

2 
+ y

2 
= a

2
 (вне цилиндра). 

Решение. Объем данного тела (рисунок 1.18) равен разности 

объемов шара x
2 
+ y

2 
+ z

2 
 4a

2
 и цилиндрического тела, ограничен-

ного сверху и снизу поверхностью шара 2224 yxaz   с об-

разующей, параллельной оси Oz, и направляющей x
2 
+ y

2 
= a

2
. Объем 

шара V1 = 4R
3
/3 = 32a

3
/3.  

Найдем объем цилиндрического 

тела ,4 222
2  

G

dxdyyxaV  где G 

– круг x
2 
+ y

2 
 a

2
. Перейдем к поляр-

ным координатам: x =  cos , 

y =  sin , dxdy = dd. Область G: 

0    2, 0    a. Учитывая сим-

метрию цилиндра относительно плоскости Oxy, получаем 

 
 2

0
0

2322

0

22
2

0

2 )4(
3

2
42 dadadV

aa

).338(
3

4
)338(

3

2 3
2

0

3  


ada  

Объем тела .34)338(
3

4

3

32 333
21 aaaVVV   

 

Пример 4. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностя-

ми z = xy, z = 0, y
2 
= 2x, y

2 
= 4x, y = x/2, y = x. 

Решение. Данное тело ограничено сверху гиперболическим па-

раболоидом z = xy, снизу – плоскостью Oxy, с боков – цилиндриче-

ской поверхностью, у которой образующие параллельны оси Oz, а 

направляющая есть граница области G, определяемая уравнениями: 

y
2 
= 2x, y

2 
= 4x, y = x/2, y = x. Изобразим область G (рисунок 1.19). 

Рисунок 1.18 
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Точки пересечения имеют координаты A(2; 2), B(4; 4), C(16; 8), 

D(8; 4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 1.19 

 

Объем тела 
G

xydxdyV . Перейдем к криволинейным координа-

там u и v: y
2
/x = u, y/x = v. Тогда x = u/v

2
, y = u/v. Область G в плоско-

сти Oxy отобразится в прямоугольник D плоскости O1uv: 2  u  4, 

½  v  1.  

Якобиан .2
1

21 444

2

32

vuvuvu
vuv

vuv
J 




  Таким об-

разом,  
4

2
7

31

21
7

3

42
du

v

u
dvdudv

v

u
dudv

v

u

v

u

v

u
xydxdyV

GGG

 

630)641(10
6

1
6060

4

1

21
6

1

21
7

1

21

4

2

7

4









 

vv

dv
dv

v

u
. 

 

 

Задачи 

 

Найти объемы тел, ограниченных следующими поверхностями:  

1.6.1. z = x
2 
+ y

2
,  x + y = 4,  x = 0,  y = 0,  z = 0. 

1.6.2. z = 1 + x + y,  z = 0,  x + y = 1,  x = 0,  y = 0. 

1.6.3. z = a – x,  y
2 
= ax,  z = 0. 

1.6.4. y = x
2
,  x = y

2
,  z = 0,  z = 12 + y – x

2
. 

1.6.5. 1
c

z

b

y

a

x
,  x = 0,  y = 0,  z = 0. 

y 

y
2
=x C 

y=x 
B G 

A D y 2 =2 x 
y = x /2 

O x 



 21 

      

1.6.6. x
2 
+ y

2 
= 9,  x

2 
+ z

2 
= 9. 

Переходя к полярным координатам, найти объемы тел, ограни-

ченных следующими поверхностями: 

1.6.7. x + y + z = 3a,  x
2 
+ y

2 
= a

2
,  z = 0. 

1.6.8. z = x
2 
+ y

2 
,  x

2 
+ y

2 
= x,  x

2 
+ y

2 
= 2x,  z = 0. 

1.6.9. z =
)( 22 yxe 
, z = 0,  x

2 
+ y

2 
= 1. 

1.6.10. z = x,  x
2 
+ y

2 
= 9,  z = 0. 

1.6.11. az = a
2
 – x

2
 – y

2
,  z = 0. 

1.6.12. 
22

4

yx
z


 ,  z = 0,  x

2 
+ y

2 
= 1,  x

2 
+ y

2 
= 4. 

С помощью надлежащей замены переменных найти объемы тел, 

ограниченных указанными поверхностями: 

1.6.13. z = (x + y)
2
,  x + y = 1,  x + y = 2,  2x – y = 0,  4x – y = 0,  z = 0. 

1.6.14. z = 1/(x + y)
3
,  z = 0,  x + y = 4,  x + y = 2,  x – y = 0,  3x – y = 0. 

1.6.15. z = x
2 
+ y

2
,  z = 0,  xy = 4,  xy = 8,  y = x/2,  y = 2x. 

1.6.16. z = xy,  x
2 
= y,  x

2 
= 2y,  y

2 
= x,  y

2 
= 2x,  z = 0. 

1.6.17. z = sin(xy/),  z = 0,  xy = 
2
,  y = x,  y = ex,  (x  0). 

1.6.18. z = (x + y)
3
,  z = 0,  x + y = 3,  x + y = 2,  5x – y = 0,  10x – y = 0. 

 
1.7 Вычисление площадей поверхностей  

 

Пусть поверхность задана уравнением z = f(x, y), проекцией ее на 

плоскость Oxy является область G (рисунок 1.20) и в этой области 

функция z непрерывна и имеет не-

прерывные частные производные 

y

z

x

z








, . Площадь поверхности 

выражается формулой 

.1

22

 


























G

dxdy
y

z

x

z
S  

Аналогично, если поверхность 

задана уравнением x = f(y, z) и G – ее проекция на плоскость Oyz, то 

.1

22

 


























G

dydz
z

x

y

x
S  

Рисунок 1.20 
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Если же уравнение поверхности y = f(x, z) и G – ее проекция на 

плоскость Oxz, то 

.1

22

 


























G

dxdz
z

y

x

y
S  

 

Пример 1. Вычислить площадь части плоскости  

6x + 3y + 2z – 12 = 0, заключенной в первом октанте. 

Решение. Проекцией G данной части плоскости ABC на плос-

кость Oxy является треугольник OAB (рисунок 1.21). Он ограничен 

осями x = 0, y = 0 и прямой y = 4 – 2x, получаемой из уравнения 

плоскости при z = 0. Выразим явно z из уравнения плоскости: 

z = 6 – 3x – (3/2)y. Так как z и 
2

3
,3 









y

z

x

z
 непрерывны в G, то 

площадь поверхности  









 

 2

0

24

0

2

0

2
2 )24(

2

7

2

7

2

7

2

3
)3(1 dxxdydxdxdydxdyS

x

GG

14)4(
2

7 2

0

2  xx . 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 1.21 

 

Пример 2. Вычислить площадь части поверхности 3z = x
2 
+ y

2
, 

отсеченной плоскостями x = 0, z = 3 (x  0). 
Решение. Данная поверхность является частью параболоида 

вращения при x  0, отсеченной плоскостями z = 3 и Oyz (рисунок 

1.22). Параболоид вращения 3z = x
2 

+ y
2
 и плоскость z = 3 при x  0 

пересекаются по полуокружности x
2 

+ y
2 

= 9, z = 3. Проекцией G 
данной поверхности на плоскость Oxy является полукруг радиусом 
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R = 3 с центром в начале координат. Так как 
33

22 yx
z  , ,

3

2
x

x

z





 

,
3

2
y

y

z





 то .449

3

1

9

4

9

4
1 2222

 

GG

dxdyyxdxdyyxS  

Перейдем к полярным координатам x = cos , y = sin , 

dxdy = dd. Область G задается неравенствами –/2    /2, 

0    3. Имеем 

 
GG

ddddS 22222 49
3

1
sin4cos49

3

1





















2

2

2

2

3

0

3223

0

2
2

2 4

)155(3

3

)49(2

24

1
49

3

1
dddd

4

)155(3

4

)155(3
2

2











. 

Пример 3. Найти площадь части сферы x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= a

2
, заклю-

ченной внутри цилиндра x
2 
+ z

2 
= az. 

Решение. Поверхность расположена в четырех октантах.  
Учитывая симметрию, рассмотрим часть сферы в I октанте  
(рисунок 1.23). Поверхность в I октанте удобнее проектировать на 
плоскость Oxz. Проекцией G является полукруг, ограниченный  
окружностью x

2 
+ z 

2 
= az и осью Oz. Из уравнения сферы 

,222 zxay   ,
222 zxa

x

x

y







 ,

222 zxa

z

z
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Благодаря симметрии вся искомая площадь 

.4
222




G zxa

dxdz
aS  Перейдем к полярным координатам 

x = cos , z = sin , dxdz = dd. Область G: 0    /2, 

0    asin . Поэтому  










 

  2

0

sin

0

22
sin

0
22

2

0
22

444 daa
a

d
da

a

dd
aS

aa

G

).2(2)(sin4)1(cos4 22

0

2
2

0

2 




 aada  

 
Задачи  

 

Вычислить площадь части поверхности: 

1.7.1. конуса x
2 
+ y

2 
= z

2
, которая высекается цилиндром 

x
2 
+ y

2 
= 2x; 

1.7.2. параболоида x
2 
+ y

2 
= 2z, расположенной внутри цилиндра 

x
2 
+ y

2 
= 3; 

1.7.3. плоскости x + y + z = 6, отсекаемой плоскостями x = 0, 

y = 0, x = 3, y = 3; 

1.7.4. плоскости x + y + z = 2a, которая лежит в I октанте и огра-

ничена цилиндром x
2 
+ y

2 
= a

2
; 

1.7.5. цилиндра x
2 
+ y

2 
= 1, которая содержится между плоскостя-

ми z = 0 и z = 2x; 

1.7.6. плоскости z = x, которая заключена внутри цилиндра 

x
2 
+ y

2 
= 4 выше плоскости z = 0; 

1.7.7. цилиндра z
2
 = 4x, вырезанной цилиндром y

2 
= 4x и плоско-

стью x = 1; 

1.7.8. конуса z
2 
= 2xy, отсекаемого плоскостями x = 0, y = 0, 

x + y = 2; 

1.7.9. сферы x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= 4, которая вырезана поверхностью ци-

линдра x
2
/4 + y

2 
= 1; 

1.7.10. конуса z
2 
= 2xy, отсеченной плоскостями x = 3, y = 3 при 

x  0, y  0; 

1.7.11. конуса y
2 
+ z

2 
= x

2
, лежащей внутри цилиндра x

2 
+ y

2 
= a

2
. 
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1.7.12. Определить площадь части земной поверхности, ограни-

ченной меридианами 0 и , экватором и параллелью . Рассмот-

реть частный случай  = 30,  = 60. 

 

 

1.8 Приложения двойного интеграла к механике  

 

Пусть материальная пластинка на плоскости Oxy занимает неко-

торую область G, по которой распределена масса m с плотностью 

(x, y), где (x, y) – непрерывная функция. 
 

Вычисление массы пластинки. Разобьем G на n частей Gi и 

обозначим через mi массы этих частей i = 1, 2, ..., n. В каждой части 

произвольно возьмем точку (xi, yi). Масса mi каждой такой части 

приближенно равна (xi, yi)si, где si – площадь части Gi. Масса 

всей пластинки .),(
1





n

i

iii Syxm  Для непрерывной в G функции 

(x, y) это выражение является интегральной суммой. В пределе при 

  0 получим точное значение массы пластинки, равное двойному 

интегралу от функции (x, y) по области G, т. е.  

.),( 

G

dxdyyxm  

Пример 1. Найти массу пластинки, ограниченной лемнискатой 

Бернулли (x
2 
+ y

2
)

2 
= x

2
 – y

2
, если в каждой ее точке поверхностная 

плотность пропорциональна квадрату расстояния до начала коор-

динат. 

Решение. Поверхностная плотность в точке M(x, y) выражается 

формулой (x, y) = k(x
2 
+ y

2
), где k – коэффициент пропорционально-

сти. Исходя из симметрии (рисунок 1.24) и формулы для (x, y), пе-

реходя к полярным координатам, находим массу: 

 
 2cos

0

3
4

0

222 4)( ddkddkdxdyyxkm
GG

8
4sin

4

1

2
2cos

4

0

4

0

2
4

0

2cos

0

4 















kk

dkdk . 
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Рисунок 1.24  

 

Вычисление координат центра масс пластинки. Если после 

разбиения области G на части считать, что масса mi сосредоточена в 

точке (xi,yi) части Gi , то для координат x и y центра масс системы 

материальных точек получим выражения 














n

i
iii

n

i
iiii

Syx

Syxx

x

1

1

),(

),(

, 














n

i
iii

n

i
iiii

Syx

Syxy

y

1

1

),(

),(

, 

которые представляют собой приближенные значения координат 

центра масс пластинки. Для получения точных координат необхо-

димо перейти к пределу при   0. При этом интегральные суммы 

перейдут в соответствующие интегралы. Таким образом, координа-

ты центра масс пластинки определяются по формулам 

m

dxdyyxx

x G

 



),(

, 
m

dxdyyxy

y G

 



),(

, 

где  
G

dxdyyxm ),(  – масса пластинки. 

Если пластинка однородна, т. е. (x, y) = const, то координаты 

центра масс имеют вид 

S

xdxdy

x G


 , 

S

ydxdy

y G


 , 

где 
G

dxdyS  – площадь пластинки. 

Величины  
G

y dxdyyxxM ),(  и  
G

x dxdyyxyM ),(   называют-

ся статическими моментами пластинки относительно осей Oy и Ox 

соответственно. 
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Пример 2. Найти координаты центра 

масс однородной пластинки, ограничен-

ной параболами y
2 
= 2x, x

2 
= 2y (рису-

нок 1.25). 

Решение. Вычислим площадь пла-

стинки: 

.
3

4

63

2
2

2
2

2

0

3232

0

22

2

2

0 2






























 

xx
dx

x
xdydxdxdyS

x

xG

 

Найдем координаты центра масс: 

.9,0
85

22
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22
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22
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ydydxy

x

x

x
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Таким образом, x = y = 0,9. 
 

Вычисление момента инерции пластинки. Момент инерции 
материальной точки относительно некоторой оси равен произведе-
нию массы точки на квадрат расстояния до этой оси. Момент инер-
ции системы материальных точек равен сумме моментов инерции 
этих точек. Учитывая это, после разбиения области G на части Gi 

заменим пластинку системой материальных точек с массами 

mi = (xi, yi)si и координатами (xi; yi). Момент инерции такой систе-

мы относительно оси Oy равен iii

n

i
i syxx 



),(
1

2  и дает приближен-

ное значение момента инерции пластинки. Это выражение является 

интегральной суммой для непрерывной функции x
2
(x, y). Переходя 

к пределу при   0, получаем для момента инерции пластинки от-
носительно оси Oy формулу 

.),(2
 

G

y dxdyyxxI  

Аналогично, момент инерции пластинки относительно оси Ox 

.),(2
 

G

x dxdyyxyI  

Рисунок 1.25 
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Рассуждая, как выше, получим формулу момента инерции пла-

стинки относительно начала координат 

.),()( 22
0  

G

dxdyyxyxI  

Пример 3. Найти момент инерции полукруга радиуса a с посто-

янной плотностью (x, y) = 1 относительно начала координат. 

Решение . .)( 22
0  

G

dxdyyxI  Перейдем к полярным коорди-

натам. Уравнение окружности в полярных координатах  = a.  

444

4

0

4

0 0

4

0

2

0

0
















 
 
 aa

a
a

dddI . 

 

 

Задачи  

 

1.8.1. Вычислить массу квадратной пластинки со стороной a, ес-

ли плотность пластинки в каждой точке пропорциональна расстоя-

нию этой точки от одной из вершин квадрата и равна 1 в центре 

квадрата. 

1.8.2. Вычислить массу круглой пластинки радиуса a, если плот-

ность ее обратно пропорциональна расстоянию точки от центра и 

равна  на краю пластинки. 

1.8.3. Вычислить массу кругового кольца a
2
  x

2 
+ y

2
  b

2
 (a  b), 

если в каждой его точке поверхностная плотность обратно пропор-

циональна квадрату расстояния ее до центра кольца. 

1.8.4. Найти координаты центра масс круглой пластинки 

x
2 
+ y

2 
= 25, если плотность ее в точке M(x; y) пропорциональна рас-

стоянию точки M от точки A(5; 0). 

1.8.5. Найти координаты центра масс части эллипса ,1
925

22


yx

 

x  0, y  0 (пластинки), если в точке (x; y) плотность равна xy. 

1.8.6. Найти координаты центра масс прямоугольного треуголь-

ника, катеты которого 1 и 2, если в каждой его точке плотность 

пропорциональна квадрату расстояния ее от вершины прямого угла. 
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Найти координаты центра масс однородной пластинки, ограни-

ченной следующими линиями: 

1.8.7. ,22 xay    y = 0. 

1.8.8. x – 3y = 0,  x + y = 8,  x = 3. 

1.8.9. y
2 
= 5x,  x = 5,  y = 0 (y  0). 

1.8.10. x + y = 4,  x – 3y = 0,  x + 5y – 16 = 0. 

1.8.11. Кардиоидой  = a(1 + cos ). 

1.8.12. Одной петлей кривой   = 15 sin 2. 

Найти моменты инерции относительно осей координат пласти-

нок ( = 1), ограниченных следующими линиями: 

1.8.13. 1
23


yx
,  1

2


y
x ,  y = 0. 

1.8.14. (x – 2)
2 
+ (y – 2)

2 
= 4,  x = 0,  y = 0 (0  x  2). 

1.8.15. xy = 4,  xy = 8,  x = 2y,  2x = y (x  0, y  0). 

1.8.16. 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

1.8.17. x = 0,  y = 0,  x = 1,  y = 2. 

1.8.18. x
2 
+ y

2 
= 1. 

 

1.9 Самостоятельная работа  

 

Для пластинок, ограниченных указанными линиями, найти в за-

даче 1 координаты центра масс, в задаче 2 момент инерции относи-

тельно указанной оси. 

Вариант 1 Вариант 2 

1. xy = 4, y = x, x = 4. 1. y = x
2
, 4y = x

2
, x = –2, x = 2. 

2. y = x
2 
+ 1, x – y + 3 = 0 (Oy). 2. xy = 1, x – y = 0, x = 2 (Oy). 

Вариант 3 Вариант 4 

1. y
2 
= 4 + x, x + 3y = 0. 1. ay = x

2
 – 2ax, y = x. 

2. y
3 
= x

2
, y = –x

2 
+ 2 (Oy). 2. (x

2
/4) + y

2 
= 1, (x/2) + y = 1 (Oy). 

Вариант 5 Вариант 6 

1. xy = 1, xy = 8, y
2 
= x, y

2 
= 8x. 1. y

2 
= a

2
 – ax, y = a + x. 

2. x – 3y = 0, 4x – 3y = 0, xy = 12,   

 x  0, y  0 (Oy). 

2. xy = 8, x + y = 9 (Ox). 
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Вариант 7 Вариант 8 

1. xy – 6 = 0, 3x – 2y = 0,  

 x – 6y = 0. 

1. y
2 
= 4x, 2x – y + 2 = 0, y = –2, 

y = 2. 

2. x
2 
+ y

2 
= 1, x + y = 1 (Ox). 2. (x/a) + (y/b) = 1, x = 0, y = 0 (Ox). 

Вариант 9 Вариант 10 

1. x
2 
= 4y + 4, x

2 
= –2y + 4. 1. x + y = 4, x – 3y = 0, x + y = 8, 

3x – y = 0.  

2. y = x/2, x = 4, y = 4 (Ox). 2. x = 4 – y
2
, x = 0 (Ox). 

 
 

2 ТРОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ 
 

2.1 Общие понятия  

 

Пусть в некоторой замкнутой ограниченной области V трехмер-

ного пространства задана непрерывная функция f(x, y, z). Разобьем 

область V на n произвольных областей, не имеющих общих внут-

ренних точек, с объемами V1, V2, ..., Vn. В каждой области возь-

мем произвольную точку (xi; yi; zi) и составим сумму 





n

i
iiii Vzyxf

1

),,( , которая называется интегральной суммой для 

функции f(x, y, z) по области V. 

Для непрерывной в области V функции f(x, y, z) существует ко-

нечный предел I интегральной суммы  при стремлении к нулю 

наибольшего из диаметров  частичных областей Vi, при этом I не 

зависит от способа разбиения области V и выбора точек (xi; yi; zi). 

.),,(lim
1

0






n

i

iiii VzyxfI  

Этот предел называется тройным интегралом от функции 

f(x, y, z) по области V и обозначается одним из следующих симво-

лов: 

.),,(),,(  

VV

dxdydzzyxfdvzyxfI  
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Физический смысл тройного интеграла. Если f(x, y, z)  0 в 

области V, то тройной интеграл 
V

dvzyxf ),,(  представляет собой 

массу тела, занимающего область V и имеющего переменную плот-

ность  = f(x, y, z). 

Тройные интегралы являются непосредственным обобщением 

двойных интегралов на случай трехмерного пространства и обла-

дают аналогичными двойным интегралам свойствами.  

 

2.2 Вычисление тройного интеграла  

 

Рассмотрим область V, ограниченную снизу и сверху поверхно-

стями z = z1(x, y) и z = z2(x, y), а с боковых сторон – цилиндрической 

поверхностью. Пусть проекция области V на плоскость Oxy есть 

область G (рисунок 2.1), в которой определены и непрерывны 

функции z1(x, y) и z2(x, y). Предположим, что всякая прямая, парал-

лельная оси Oz, пересекает не более чем 

в двух точках границу области V (и лю-

бой части T области V, отсеченной плос-

костью, параллельной любой из коорди-

натных плоскостей Oxy, Oxz, Oyz); и 

всякая прямая, параллельная одной из 

координатных осей Ox или Oy, пересе-

кает не более чем в двух точках границу 

области G (и проекции части T на Oxy). 

Если область G задается неравенствами y1(x)  y  y2(x), a  x  b, 

где y1(x) и y2(x) – непрерывные функции, то тройной интеграл от 

функции f(x,y,z) по области V вычисляется по формуле 

.),,(),,(

),(

),(

)(

)(

2

1

2

1

 

yxz

yxz

xy

xy

b

aV

dzzyxfdydxdxdydzzyxf  

Порядок интегрирования может быть и другим, т. е. переменные 

x, y, z в этой формуле можно менять ролями. 

Пример 1. Вычислить интеграл ,)( 222 dxdydzzyx

V

   где об-

ласть интегрирования V – прямоугольный параллелепипед, опреде-

ленный неравенствами 0  x  1, 0  y  2, 0  z  3.  

Рисунок 2.1 
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Решение .  
3

0

222
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0

1

0

222 )()( dzzyxdydxdxdydzzyx
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2
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32
2

0
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1

0

2

0

3

0

3
22

1

0

)93()933(
3

dxyyyxdyyxdxdy
z

zyzxdx  

28)262()266(
1

0

3
1

0

2   xxdxx . 

Пример 2. Вычислить интеграл 


V

dxdydzzyx 3)1( , если 

область интегрирования ограничена координатными плоскостями и 
плоскостью x + y + z – 1 = 0. 

Решение. Область V есть  
треугольная пирамида, которая 
проекция которой на плоскость 
Oxy есть треугольник G, ограни-
ченный прямыми x = 0, x = 1, 
y = 0, y = 1 – x (рисунок 2.2). 
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Задачи  
 

Заменить тройной интеграл dxdydzzyxf
V

 ),,(  повторным, если 

область интегрирования V ограничена поверхностями: 

Рисунок 2.2 
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2.2.1. 2x + 3y + 4z – 12 = 0, 

x = 0,  y = 0,  z = 0. 

2.2.2. x – 2y + z – 8 = 0,  x = 0, 

 y = 0,  z = 0. 

2.2.3. x
2 
+ y

2 
= z

2
,  z = 3. 2.2.4. x

2 
+ z

2 
= 1,  y = 0,  y = 4. 

Вычислить интегралы: 

2.2.5. .)(

3

0

23
2

0

1

0

  dzzyxdydx  2.2.6. .

2

0

6

0

2

0


 y

ydzdxdy   

2.2.7. .

22

10

1

0






x

x

x

ydzdydx  2.2.8. .

00

2

0


yx

xyzdzdydx  

Вычислить тройные интегралы: 

2.2.9. ,1)1( 22 dxdydzyx

V

   где область V задается неравен-

ствами –1  x  1, –1  y  1, –1  z  1. 

2.2.10. ,)32( dxdydzzyx

V

   где V ограничена плоскостями 

z = 0, z = 3, x = 0, y = 0, x + y = 2. 

2.2.11. ,)1357( dxdydzzyx

V

   где V ограничена плоскостями 

x = 0, x = 2, y = 0, y = 3, z = 0, z = 4. 

2.2.12. ,)cos( dxdydzzxy

V

   где V ограничена цилиндром 

xy   и плоскостями y = 0, z = 0, x + z = /2. 

2.2.13. ,
))((

)ln(
dxdydz

eyxex

yxz

V

 


 где V ограничена плоскостями 

x = 0, x = e – 1, y = 0, y = e – x – 1, z = e, x + y – z + e = 0. 

2.2.14. ,dxdydzz

V

  где область V задается неравенствами 

0  x  1/3, x  y  2x, 0  z  .1 22 yx   

 

2.3 Замена переменных в тройном интеграле  

 

Если ограниченная замкнутая область V в декартовых координа-

тах x, y, z взаимно однозначно отображается на область W в криво-
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линейных координатах u, v, w с помощью непрерывно дифференци-

руемых функций x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w) и якобиан  

,0





































w

z

v

z

u

z
w

y

v

y

u

y
w

x

v

x

u

x

J  

то справедлива формула 
 

.||)),,(),,,(),,,((),,( dudvdwJwvuzwvuywvuxfdxdydzzyxf

WV

    

Тройной интеграл в цилиндрических координатах. В цилин-
дрических координатах положение точки M в пространстве  

определяется тремя числами , , z, где  и  – полярные координаты 
проекции точки M на плоскость Oxy и z – аппликата точки M (рису-
нок 2.3). 

При переходе от прямоугольных декартовых координат x, y, z  

к цилиндрическим , , z, связанным с x, y, z формулами x = cos , 

y = sin , z = z (0    +, 0    2, –  z  +), якобиан преоб-

разования J = , поэтому 
 

.),sin,cos(),,( dzddzfdxdydzzyxf

WV

   

Тройной интеграл в сферических координатах. В сфериче-
ских координатах положение точки M в пространстве определяется 

тремя числами , , , где  – расстояние точки от начала коорди-

нат, так называемый радиус-вектор точки,  – угол между проекци-

ей радиус-вектора на плоскость Oxy и осью Ox,  – угол между ра-
диус-вектором и осью Oz (рисунок 2.4). 

 
 

 
 
 
 
 
 

                     Рисунок 2.3                                                       Рисунок 2.4    

                 z                                                                    z   

                                 M                                                                   M 

                                                                                                

                                  z                                                                        

                 O                                                                  O 

                                          y                                                                 y 

         x                                                                  x 
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При переходе от прямоугольных декартовых координат x, y, z  

к сферическим , , , связанным с x, y, z формулами 

x =  sin  cos , y =  sin  sin , z =  cos  (0   +, 0    2, 

0   ), якобиан преобразования J = 
2

 sin , поэтому 

  dddfdxdydzzyxf
WV

sin)cos,sinsin,cossin(),,( 2 . 

Пример 1. Вычислить тройной интеграл dxdydzyx
V

  )( 22 , где 

область V ограничена поверхностями z = x
2 
+ y

2
, z = 1. 

Решение. Перейдем к цилиндриче-

ским координатам x = cos , y = sin , 

z = z. Так как область V ограничена сни-

зу параболоидом вращения z = x
2 
+ y

2
, 

сверху – плоскостью z = 1 и проекция V 

на плоскость Oxy есть круг x
2 
+ y

2 
 1 

(рисунок 2.5), то 0    2, 0    1.  
 

В декартовых координатах x
2 
+ y

2 
 z  1, поэтому 

2 
 z  1 в ци-

линдрических координатах. Таким образом,  

 






 1

0

1
3
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1
3

1

0

2

0

222
2

2

)( dzddzdddzdddxdydzyx
WV

612

1

12

1

64
)(

2

0

2

0

2

0

1

0

641

0

53
2

0
















 







 dddd . 

Пример 2. Вычислить тройной интеграл 

dxdydzzyx
V

  )( 222  если  

а) область V ограничена поверхностью 

x
2 
+ y

2 
+

3

2z
= 1; 

б) область V – шар x
2 
+ y

2 
+ z

2 
 a

2
. 

 

Решение . а) Область V есть эллипсоид 

вращения и проекция V на плоскость Oxy 

есть круг x
2 
+ y

2 
 1 (рисунок 2.6). Перейдем 

Рисунок 2.5 

Рисунок 2.6 
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к цилиндрическим координатам: x = cos , y = sin , z = z. Тогда 

0    2, 0    1.  

Так как )1(3)1(3 2222 yxzyx   в декартовых коор-

динатах, то в цилиндрических координатах  z)1(3 2  

)1(3 2 . Подынтегральная функция x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= 

2
cos

2
 + 

+ 
2
sin

2
 + z

2 
= 

2 
+ z

2
. Получаем  

 





 )1(3
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22
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22222
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)()()( dzzdddzddzdxdydzzyx
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)1(2
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dddd
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3

34

3

32

3
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0

2

0

0

1

232 



 



dd . 

 

б) Так как область V – шар (рисунок 2.7), то в интеграле лучше 

перейти к сферическим координатам: x = sin cos , y = sin sin , 

z = cos . Тогда в сферических координатах шар задается неравен-

ствами 0    2, 0    , 0    a. Подынтегральная функция 

x
2
+ y

2 
+ z

2 
= 

2
sin

2
cos

2
 + 

2
sin

2
sin

2
 + 

2
cos

2
 = 

2
(sin

2
(cos

2
 + 

+ sin
2
) + cos

2
) = 

2
. Значит, 

 
 a

WV

dddddddxdydzzyx
0

4

0

2

0

22222 sinsin)(

.8,0
5

2
)cos(

5
sin

5
sin

5

5
2

0

52

0
0

5

0

2

0

5

0 0

52

0

ad
a

d
a

dd
a

dd

a




 





 

Пример 3. Вычислить тройной интеграл ,)( 222 dxdydzzyx

V

   

если область V ограничена поверхностью x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= z. 
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Решение. Область V есть шар x
2 
+ y

2 
+ (z – 0,5)

2 
 0,25 (рису-

нок 2.8). Перейдем к сферическим координатам: x =  sin  cos , 

y =  sin  sin , z = cos .  

 

 

 

 

 

 

 

 
               Рисунок 2.7                                                           Рисунок 2.8 

Тогда шар будет задаваться неравенствами 0    2, 0    
2


, 

0    cos . Отсюда 
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dd  

Пример 4. Вычислить тройной интеграл ,2dxdydzx

V

  если об-

ласть V ограничена поверхностями z = ay
2
, z = by

2
, y  0 (0  a  b), 

z = cx, z = dx (0  c  d), z = h (h  0). 

Решение. Введем новые координаты u, v, w по формулам: 

,
2y

z
u   ,

x

z
v   .zw  Тогда ,

v

w
x   

2

1











u

w
y , .wz   Область V 

                                                                                                z    

                                                                                                1       

                          z                                                              

                         a                

 

 

                              O         a            y 

                       a                                                                         O                      y 

               x                                                                      x 
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перейдет в область W, определяемую неравенствами: a  u  b, 

c  v  d, 0  w  h. Находим якобиан преобразования:  

.
2

1

100

)(
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1
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22

3

2

1

2

3

2

1

12












 uvwuwuw

vwv
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Задачи  

 

Перейдя к цилиндрическим координатам, вычислить тройной 

интеграл dxdydzzyxf
V

 ),,( , где f(x, y, z) – заданная ниже функция, 

область V ограничена указанными поверхностями: 
 

2.3.1. f(x, y, z) = x
2 
+ y

2 
+ z

2
; V: x

2 
+ y

2 
= b

2
, z = 0, z = a. 

2.3.2. f(x, y, z) = x
2 
+ y

2 
+ z

2
; V: y

2 
+ z

2 
= 4, x = 0, x = 3. 

2.3.3. f(x, y, z) = (x
2 
+ y

2 
+ z

2
)

4
; V: z = x

2 
+ y

2
, z = 3. 

2.3.4. f(x, y, z) = x
2 
+ y

2
; V: 2z = x

2 
+ y

2
, z = 2. 

2.3.5. f(x, y, z) = z; V: z = (x
2 
+ y

2
)

1/2
, z = 4. 

2.3.6. f(x, y, z) = ;zxy  V: 4z
2 
= x

2 
+ y

2
, x = 0, y = 0, z = 0, 

z = 1 (в I октанте). 
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Перейдя к сферическим координатам, вычислить тройной инте-

грал ,),,( dxdydzzyxf

V

  где f(x, y, z) – заданная ниже функция, об-

ласть V ограничена указанными поверхностями: 

2.3.7. f(x, y, z) = (x
2 
+ y

2 
+ z

2
)

5/2
; V: x

2 
+ y

2 
+ z

2 
= a

2
. 

2.3.8. f(x, y, z) = x
2 
+ y

2
; V: x

2 
+ y

2 
+ z

2 
= a

2
, z = 0 

(z > 0). 

2.3.9. f(x, y, z) = 1/(16 + (x
2 
+ y

2 
+ z

2
)

3/2
)

1/2
; V: x

2 
+ y

2 
+ z

2 
= 9. 

2.3.10. f(x, y, z) = (1 + (x
2 
+ y

2 
+ z

2
)

3/2
)

1/2
; V: x

2 
+ y

2 
+ z

2 
= 1. 

2.3.11. f(x, y, z) = (x
2 
+ y

2 
+ z

2 
+ 1)

3
; V: x

2 
+ y

2 
+ z

2 
= 1, z = 0 

(z  0). 

2.3.12. f(x, y, z) = 1; V: x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= a

2
, x = 0, 

y = 0, z = 0 (в I октанте). 

Путем надлежащей замены переменных вычислить тройной ин-

теграл ,),,( dxdydzzyxf

V

  где f(x, y, z) – заданная ниже функция, 

область V ограничена указанными поверхностями: 

2.3.13. f(x, y, z) = 
z

xy
;  V: y

2 
= 4x, y

2 
= 5x, x

2 
= y, x

2 
= 3y, y

2 
= z, y

2 
= 2z. 

2.3.14. f(x, y, z) = xyz;  V: z = x
2 
+ y

2
, z = 

2

22 yx 
, xy = 1, xy = 4, 

y = x, y = 2x (x  0, y  0, z  0). 

 

2.4 Самостоятельная работа  

 

В задаче 1 заменить тройной интеграл dxdydzzyxf
V

 ),,(  по-

вторным, если область V ограничена указанными поверхностями.  

В задаче 2 вычислить тройной интеграл ,),,( dxdydzzyxf

V

   

где f(x, y, z) – заданная ниже функция, область V определяется ука-

занными неравенствами. В задаче 3 перейти в тройном интеграле 

dxdydzzyxf
V

 ),,(  к цилиндрическим или сферическим координа-

там и расставить пределы интегрирования, если область V ограни-

чена указанными поверхностями. 
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Вариант 1 Вариант 2 

1. V : x + y – z + 1 = 0,  x = 0,  

y = 0,  z = 0. 

1. V : –2x + y + z – 4 = 0,  x = 0, 

y = 0,  z = 0. 

2. f(x, y, z) = xyz;  V : x
2 
+ y

2 
+ z

2 
 1, 

x  0,  y  0,  z  0. 

2. f(x, y, z) = 6x + 8y + 4z + 5;  

V : 0  x  1,  0  y  1,  0  z  1. 

3. V : x
2 
+ y

2 
= 1,  z = 0,  z = 1,  

y = x,  y = 3x . 

3. V : x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= 1,  z = 0 (z  0). 

    

Вариант 3 Вариант 4 

1. V : x
2 
+ y

2 
= 4z,  z = 5. 1. V : –x + y – 5z + 1 = 0,  x = 0, 

y = 0,  z = 0. 

2. f(x, y, z) = 2x + 3y – z;  

V : 0  x  1,  0  y  1 – x, 

0  z  3. 

2. f(x, y, z) = 1;   V : 0  x  2, 

0  y  3 – 3
2

x
, 0  z  1 –

2

x
–

3

y
. 

3. V : 4z = x
2 
+ y

2
,  z = 4. 3. V : x

2 
+ y

2 
+ z

2 
= 25,  z = 0 (z  0). 

Вариант 5 Вариант 6 

1. V : x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= 4,  x = 0,  y = 0,  

z = 0 (x  0,  y  0,  z  0). 

1. V : x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= 2z. 

2. f(x, y, z) = x;   V : 0  x  3,  

1  y  3,  0  z  
2

3 x
. 

2. f(x, y, z) = x
2 
+ y

2 
+ z

2
;  

V : 0  x  1,  0  y  2,  0  z  3. 

3. V : z = 
3

22 yx 
,  z = 3. 

3. V : x
2 
+ y

2 
= 2x,  z = 0,  z = x

2 
+ y

2
. 

Вариант 7 Вариант 8 

1. V : x – 3y – z + 9 = 0,  x = 0,  

y = 0,  z = 0. 

1. V : 3x + 4y + z – 24 = 0,  x = 0,  

y = 0,  z = 0. 

2. f(x, y, z) = y;  V : 0  y  1, 

y2   x  y2 ,  

1 – y  z  2(1 – y). 

2. f(x, y, z) = x + y + z;  V : 0  x  2, 

0  y  2,  0  z  2. 

3. V : x
2 
+ y

2 
= 4,  x

2 
+ y

2 
= 1,  z = 0,  

y + 4z = 2. 

3. V : x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= 9,  x = 0,  y = 0,  

z = 0 (x  0,  y  0,  z  0). 
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Вариант 9 Вариант 10 

1. V : x
2 
+ z

2 
= y

2
,  y = 4. 

1. V : 1
2594

222


zyx

,  x = 0,  

y = 0,  z = 0 (x  0,  y  0,  z  0). 

2. f(x, y, z) = x;  V : 1  x  3,  

0  y  3,  0  z  
2

3 x
. 

2. f(x, y, z) = z;  V : 0  x  6,  

0  y  4 – 2
3

x
,  0  z  

2

2y
. 

3. V : x
2 
+ y

2 
= 2x,  y = 0,  z = 0,  

z = 5. 
3. V : x

2 
+ y

2 
= 16,  z = 0,  z = 3,  

y = x,  3 y = x. 
 

2.5 Вычисление величин посредством тройного интеграла  
 

Следующие формулы выводятся аналогично соответствующим 
формулам в случае двойных интегралов. 

Пусть некоторое тело занимает область V и  = (x, y, z) – объем-
ная плотность распределения массы в точке (x,y,z) тела, представ-
ляющая собой непрерывную функцию. 

Объем тела выражается формулой .

V

dxdydzV  

В цилиндрических координатах объем тела , 

V

dzddV  в 

сферических координатах объем тела .sin2
 

V

dddV  

Масса тела определяется по формуле .),,( 

V

dxdydzzyxm  

Координаты центра масс тела вычисляются по формулам 

m

dxdydzzyxx

x V

 



),,(

, 
m

dxdydzzyxy

y V

 



),,(

, 
m

dxdydzzyxz

z V

 



),,(

, 

где m – масса тела. 
Величины 

,),,( 

V

yz dxdydzzyxxM  ,),,( 

V

xz dxdydzzyxyM  

 
V

xy dxdydzzyxzM ),,(  
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называются статическими моментами тела относительно коорди-
натных плоскостей Oyz, Oxz, Oxy соответственно. 

Если рассматриваемое тело однородно, т. е. (x, y, z) = const, то 
выражения для координат центра масс упрощаются: 

V

xdxdydz

x V


 , 

V

ydxdydz

y V


 , 

V

zdxdydz

z V


 , 

где V – объем тела. 

Моменты инерции тела относительно координатных плоско-
стей Oxy, Oxz, Oyz вычисляются соответственно по формулам  

,),,(2
 

V

xy dxdydzzyxzI  ,),,(2
 

V

xz dxdydzzyxyI  

.),,(2
 

V

yz dxdydzzyxxI  

Моменты инерции тела относительно координатных осей Ox, 
Oy, Oz определяются по формулам  

,),,()( 22
 

V

x dxdydzzyxzyI  ,),,()( 22
 

V

y dxdydzzyxzxI  

.),,()( 22
 

V

z dxdydzzyxyxI  

Момент инерции тела относительно начала координат выра-
жается формулой 

.),,()( 222
0  

V

dxdydzzyxzyxI  

Пример 1. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностя-
ми x + y + z – 4 = 0, x = 0, y = 0, z = 0, x = 3. 

Решение. Тело представляет собой пятигранник V (рису-
нок 2.9), проекция V на плоскость Oxy есть четырехугольник OABC, 

задаваемый неравенствами 0  x  3, 0  y  4 – x. Сверху тело огра-
ничено плоскостью z = 4 – x – y, снизу – z = 0. Тогда объем 

 
 xyxx
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dyyxdxdzdydxdxdydzV
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Пример 2. Найти объем тела, ограниченного сферой 

x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= 2z и конусом x

2 
+ y

2 
= z

2 
(внутри конуса). 

Решение. Проекцией тела на плоскость Oxy есть круг x
2 
+ y

2 
 1 

(рисунок 2.10). Граница x
2 
+ y

2 
= 1 круга получается исключением z 

из уравнений сферы и конуса. Перейдем к цилиндрическим коорди-

натам: x = cos , y = sin , z = z. Тогда 0    2, 0    1. Верх-

няя часть тела ограничена полусферой ,11 22  yxz  нижняя 

часть – частью конуса ,22 yxz   поэтому в цилиндрических ко-

ординатах .11 2  z  Таким образом, объем   

 
 1

0

2
2

0

11

0

1

0

2

0

)11(

2

dddzdddzdddxdydzV
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323
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                    Рисунок 2.9                                                      Рисунок 2.10 

 

Пример 3. Найти массу тела, ограниченного цилиндрической 

поверхностью y
2 
= 2x и плоскостями x + z = 1, 2x + z = 2, если в каж-

дой его точке плотность численно равна абсциссе этой точки. 

Решение. В точке (x; y; z) тела по условию плотность 
 

(x, y, z) = x. Тогда масса тела ,

V

xdxdydzm  где V – область, за-

нимаемая телом. Так как тело определяется неравенствами  

0  x  1, x2   y  ,2x  1 – x  z  2(1 – x), то масса  

                        z                                                                z 

 

                        4                                                                              x2+y2+z2=2z 

                                   x+y+z–4=0                                      1   

                                                                                                         x2+y2=z2 

                                            C 

               A        O              4              y                              O          1             y  

                  3  B                                                            1 

   x                                                              x 
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Пример 4. Найти координаты центра масс однородного тела, 

ограниченного плоскостями x = 1, x = 3, y = 0, z = 0, y + 2z = 3. 

Решение . Данное тело есть призма (рисунок 2.11), которая задает-

ся неравенствами 1  x  3, 0  y  3, 0  z  
2

3 y
. Найдем объем тела 
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Итак, координаты центра масс (2; 1; 0,5).  

 

Пример 5. Найти координаты центра масс нижней половины од-

нородного шара V радиуса a с центром в начале координат. 

Решение . Данное тело (рисунок 2.12) ограничено поверхностями 

z = 0 и .222 yxaz   В силу симметрии полушара координаты 

центра масс x = y = 0. Для нахождения координаты z воспользуемся 

формулой объема полушара 
3

2 3a
V


  и перейдем к сферическим 

координатам: x = sin cos , y = sin sin , z = cos . Тогда нера-

венствами 0    2, 
2


   , 0    a. Найдем сначала  
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                  Рисунок 2.11                                                       Рисунок 2.12 

 

Пример 6. Найти момент инерции относительно оси Oy одно-

родного тела, ограниченного поверхностями x
2 
+ z

2 
= 4, x

2 
+ z

2 
= 1, 

y = 0, y + z = 2. 

                         z                                                                  z    

 

                                  y+2z=3 

                   1      O                             y                                   O         a           y   

            3                                                                          a 

   x                                                                 x 
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Решение. Данное тело V есть полый усеченный цилиндр (рису-

нок 2.13). Для нахождения момента инерции тела My введем цилин-

дрические координаты. Так как образу-

ющая цилиндра параллельна оси Oy, 

имеем x = cos , z = sin , y = y. Тогда 

в цилиндрических координатах тело 

определяется неравенствами: 0    2, 

1    2, 0  y  2 – sin . Ввиду одно-

родности тела обозначим его плотность 

(x,y,z) = c. Тогда  

 
 sin2
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Задачи  
 

В задачах 2.5.1–2.5.6 вычислить объем тела, ограниченного ука-

занными поверхностями: 

2.5.1. x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= 4, x

2 
+ y

2 
= 3z (z  0). 

2.5.2. z = 22 yx  , z = x
2 
+ y

2
. 

2.5.3. x
2 
= y, x

2 
= 4 – 3y, z = 0, z = 9. 

2.5.4. x
2 
+ y

2 
= 3x, x

2 
+ y

2 
+ z

2 
= 9. 

2.5.5. 6x + 4y + 3z = 12, x = 0, y = 0, z = 0. 

2.5.6. y = 1 – x
2
, y = – 21 x , z = 0, z = 6. 

2.5.7. Показать, что поверхность конуса x
2 
+ y

2
 – z

2 
= 0 делит объ-

ем шара x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= 2z в отношении 31.  

2.5.8. Найти массу куба 0  x  2, 0  y  2, 0  z  2, если в каж-

дой его точке объемная плотность численно равна сумме ее рассто-

яний до координатных плоскостей. 

Рисунок 2.13 
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2.5.9. Найти массу пирамиды, образованной плоскостями 

x + y + z = 2, x = 0, y = 0, z = 0, если объемная плотность в каждой ее 

точке равна аппликате z этой точки.  

Найти массу тела, ограниченного указанными поверхностями, 

при заданной плотности (x, y, z): 

2.5.10. x
2 
+ y

2 
= 1,  z = 0,  z = 2,  (x, y, z) = (x

2 
+ y

2 
+ z

2
)

2
. 

2.5.11. x
2 
+ y

2 
= z,  z = 4,  (x, y, z) = x

2 
+ y

2 
+ z. 

2.5.12. x
2 
+ y

2 
= a

2
,  z = 0,  z = h,  (x, y, z) = 2(x

2 
+ y

2
). 

2.5.13. x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= 9,  (x, y, z) = .222 zyx   

2.5.14. x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= 4, x

2 
+ y

2 
+ z

2 
= 4z (общая часть шаров), 

(x, y, z) = 3z. 

2.5.15. x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= a

2
,  x

2 
+ y

2 
+ z

2 
= 4a

2
,  (x, y, z) =

222

1

zyx 
.  

Найти координаты центра масс тела, ограниченного указанными 

поверхностями, при заданной плотности (x, y, z): 

2.5.16. x = 2,  y = 0,  y = 1,  z = 0,  z
2 
= 6x,  (x, y, z) = 2z.  

2.5.17. x + y + z = 15,  x = 0,  y = 0,  z = 0,  (x, y, z) = x + y + z. 

2.5.18. x
2 
+ y

2 
= 4z,  z = 0,  z = 4,  (x, y, z) = x

2 
+ y

2 
+ z. 

2.5.19. z = (25 – x
2
 – y

2
)

1/2
,  z = 0,  (x, y, z) = (x

2 
+ y

2 
+ z

2
)

1/2
. 

2.5.20. 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 (в I октанте),  (x, y, z) = const. 

2.5.21. a
2
 – x

2
 – y

2 
= az,  z = 0,  (x, y, z) = const. 

Определить моменты инерции относительно координатных 

плоскостей однородного тела ((x, y, z) = 1), ограниченного следу-

ющими поверхностями: 

2.5.22. 1
c

z

b

y

a

x
, x = 0, y = 0, z = 0 (a  0, b  0, с  0).  

2.5.23. .1
925

2
22

 z
yx

  

2.5.24. ,
1625

2
22

z
yx

  z = 1.  

2.5.25. 2x + 3y = 6, x = 0, y = 0, z = 0, z = 4.  

2.5.26. y
2 
+ z

2 
= 6x, x = 6.  

2.5.27. y
2 
+ z

2 
= 4, x = 0, x = 6.  



 48 

      

Определить моменты инерции относительно оси Oz однородного 

тела ((x, y, z) = 1), ограниченного следующими поверхностями: 

2.5.28. x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= 2, x

2 
+ y

2 
= z

2
 (z  0).  

2.5.29. x
2 
+ y

2 
= a

2
, z = 0, z = h.  

2.5.30. x = 0, x = 3, y = 0, y = 3, z = 0, z = 3. 

Определить момент инерции относительно начала координат од-

нородного тела ((x, y, z) = 1), ограниченного следующими поверх-

ностями: 

2.5.31. x + y + z = 2, x = 0, y = 0, z = 0. 

2.5.32. x
2 
+ y

2 
= z

2
, z = 2. 

2.5.33. z
2 
= x

2
 – y

2
, x

2 
+ y

2 
+ z

2 
= 25. 

 

2.6 Самостоятельная работа  
 

В задаче 1 найти с помощью тройного интеграла объем тела, 

ограниченного указаными поверхностями; сделать чертеж данного 

тела. В задаче 2 найти координаты центра масс тела, ограниченного 

указанными поверхностями, при заданной плотности (x, y, z). 

Вариант 1 Вариант 2 

1. z = 0, z = y
2 
+ 1, x = 0,  

y = 0,  x + y = 1. 

1. z = 0, z = x
2
, x + y = 1,  

y = 0. 

2. x
2 
+ y

2 
= a

2
, z = 0, z = c  

(c  0), (x, y, z) = x
2 
+ y

2
. 2. 1

4916

222


zyx

 (z  0), 

(x, y, z) = 1. 

Вариант 3 Вариант 4 

1. y
2 
= x, z = 0, z = 1 – x. 1. x

2 
+ y

2 
= 4, z = 0, x

2 
+ y

2 
= z. 

2. x
2 
+ y

2 
= z

2
, z = 4, 

(x, y, z) = const. 

2. x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= 4, 3z

2 
= x

2 
+ y

2 
(z  0) 

(внутри конуса), 

(x, y, z) = const. 

Вариант 5 Вариант 6 

1. x = 0, x + y = 4, z = 0, 

z = 4 y . 

1. x
2 
+ y

2 
= 4, z = 0, x + z = 2. 

2. z = 0, az = a
2
 – x

2
 – y

2
, 

(x, y, z) = const. 

2. x = 0, y = 0, z = 0,  

1
c

z

b

y

a

x
,   (x, y, z) = 1. 
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Вариант 7 Вариант 8 

1. x = 0, y = 0, x + y = 1, z = 0, 

z = x
2 
+ y

2
. 

1. y = ,1 2x  z = 0, z = y. 

2. z = 0, z = c, x
2 
+ y

2 
= cz, 

(x, y, z) = x
2 
+ y

2 
+ z. 

2. x
2 
+ z

2 
= 4, y = 0, y = 2, 

(x, y, z) = x
2 
+ z

2
. 

Вариант 9 Вариант 10 

1. x
2 
+ y

2 
= 4, z = 0, z = 4 – x – y. 1. x = y

2
, x = 2y

2 
+ 1, z = 0,  

z = 1 – y
2
. 

2. z = c, x
2 
= z

2
 – y

2
, (x, y, z) = 2. 

2. z = 0, 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 (z  0), 

(x, y, z) = const. 

 

 

3 КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
 

3.1 Криволинейные интегралы первого рода (Кри-1)  

 

Рассмотрим функцию ),;;( zyxfu   которая определена на ку-

сочно-гладкой  пространственной  кривой AB. Разобьем дугу АB 

произвольно на n элементарных дуг точками A = A0, A1, A2, …,  

Aп = B (рисунок 3.1). Обозначим через li длину дуги у дуги Ai–1Ai,  

i = 1, 2, …, n. На каждой дуге Ai–1 Ai выберем произвольно одну точ-

ку );;( iiii zyxP  и составим сумму 

,);;(
1





n

i

iiii lzyxf  которая назы-

вается интегральной суммой для 

функции );;( zyxf пo длине дуги 

кривой AB. 

Если функция );;( zyxf  непре-

рывна в точках дуги АВ, то суще-

ствует предел интегральной суммы 

  при 0max  il , не зависящий от  

способа разбиения дуги AB на эле-

ментарные и выбора точек Pi. Он 

O 

 x 

 z 

 y 

A = Ao 

A1 

Ai – 1 

Ai 

An – 1 

B = An 

Рисунок 3.1 
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называется криволинейным интегралом первого рода от функции 

f (x; у; z) по кривой АВ и обозначается ,);;( dlzyxf

AB

  т. е. 

.);;(lim);;(
1

0max






n

i

iiii
l

AB

lzyxfdlzyxf
i

 

 

Основные свойства Кри-1. 

1. dlzyxf

AB

 );;( = dlzyxf

BA

 );;( , т. е. Кри-1 не зависит от пути 

интегрирования. 

2. dlzyxcf

AB

 );;( = dlzyxfc

AB

 );;( , где const.c  

3. dlzyxgzyxf

AB

  ));;();;(( = dlzyxf

AB

 );;( + .);;( dlzyxg

AB

  

4. dlzyxf

AB

 );;( = dlzyxf

AC

 );;( + dlzyxf

CB

 );;( , где АВ есть объ-

единение дуг AC и CB. 

5. Если ,);;( Mzyxfm   то mL dlzyxf

AC

 );;(  ML , где L – 

длина дуги AB. 

6. Для непрерывной на кривой AB функции );;( zyxf  выполня-

ется равенство dlzyxf

AB

 );;( = ,)( LPf  где Р – некоторая точка на AB 

(теорема о среднем). 
 

3.2 Вычисление Кри-1  
 

1. Если функция );;( zyxf  задана параметрически уравнениями 

х = x(t), у = y(t), z = z(t), 1t   t  2t , то Кри-1 вычисляется через опре-

деленный интеграл по следующей формуле: 

.))(())(())(())();();(();;(
2

1

222
 

t

tL

dttztytxtztytxfdlzyxf  
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2. Аналогично определяется и вычисляется Кри-1 от функции 

двух переменных );( yxf по плоской кривой. Если кривая L задана 

параметрически уравнениями х = x(t), у = y(t), то  

.))(())(())();(();(
2

1

22
 

t

tL

dttytxtytxfdlyxf  

Если кривая L задана в явном виде формулой )(xу  , а  x  b, 

то 

.))((1))(,();( 2
 

b

aL

dxxxxfdlyxf  

Если кривая L задана в полярной системе координат уравнением 

)( ,       , то 

.)()sin;cos();( 22





 dfdlyxf

L

 

Пример 1. Вычислить криволинейный интеграл ,
)14(6

2


AB

dl
x

yz
 

где АВ задается параметрически ,tx   
2

2t
y  , 

3

3t
z  , .21  t  

Решение .  


















2

1

42

2

23

2
1

1
2

4
3

6
)14(6

dttt
t

tt

dl
x

yz

AB

 

  )1()1(1)24( 24

2

1

2

1

24

2

1

423 ttdttdttttt  

).177(32)17(3
3

2
)321(

3

2

3

)1(2
2

3

2

3

2

3

2

3
2

1

2

3

24





tt

 

Пример 2. Вычислить  

MN

dlxy ,)3(  где MN – отрезок прямой от 

)4;3(M  до ).8;6(N  
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Решение. Прямая MN задается уравнением .
3

4
xу   Так как 

,
3

4
y  получаем  










6

3
9

16
1

3

4
3)3( dxxxdlxy

MN

 

.5,67)936(
2

5

2
5

3

5
3

6

3

26

3

 
x

dxx  

Пример 3. Вычислить  

L

dlyx ,)2(  где L – дуга лемнискаты 

Бернулли  2cos2a  (рисунок 3.2), расположенная в I и IV ко-

ординатных углах.  

Решение. Так как  cosx  

,cos2cos2  a   siny  






2cos

)2sin(
2,sin2cos2 aa    

 и ,
44





  то  

L

dlyx )2(  














4

4

2

2cos

2sin2
2cos2)sin2cos2cos2cos22( d

a
aaa



















4

4

4

4

.24)cossin2(2
2cos

)sincos2(2cos2 aa
d

a  

Задачи 
 

Вычислить криволинейные интегралы: 

3.2.1. ,
AB

x

ydl
 где AB – дуга полукубической параболы ,

9

4 32 xy     

.83  x  

Рисунок 3.2 
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3.2.2. ,
AB

ydl  где AB – дуга параболы xy 22  от точки (0; 0)  до 

точки (2; 2). 

3.2.3. ,2


AB

dly  где AB  –  часть  окружности  ,cos tx   ,sin ty   

.
2

0


 t  

3.2.4. ,
222 

L
zyx

dl
 где L задается параметрически ,cos tx   

,sin ty  .20,  ttz  

3.2.5. ,)( 33 dlyx

L

  где L – часть окружности ,2 .
2

0


  

3.2.6.  

L

dlyx ,)(  где L – дуга лемнискаты Бернулли  2sin , 

.
2

3
  

 

3.3 Криволинейные интегралы второго рода (Кри-2) 
 

Пусть F (x; у; z) = Р(х; у; z) i


 + Q(x; у; z) j


 + R(х; у; z) k


 – непре-

рывная вектор-функция на пространственной кривой АВ. Разобьем 

дугу АВ на n частей точками A = A0, A1, A2, …, Aп = B. 

Пусть kzjyixAA iiiii


1 . Выберем на каждой элементарной 

дуге ii AA 1  произвольную точку iM . Выражение 





n

i

ii xMP
1

)(( iiii zMRyMQ  )()(  называется интегральной 

суммой для вектор-функции ).;;( zyxF


 Если интегральная сумма 

  имеет предел при 0 , то он называется криволинейным ин-

тегралом второго рода от вектор-функции );;( zyxF


 по кривой АВ.  

 



ii

n

iAB

xMPdzzyxRdyzyxQdxzyxP )((lim);;();;();;(
1

0

).)()( iiii zMRyMQ   
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Основные свойства Кри-2. При изменении пути интегрирова-

ния Кри-2 меняет знак на противоположный, т. е.  

 dzzyxRdyzyxQdxzyxP

AB

);;();;();;(  

BА

dxzyxP );;(  

.);;();;( dzzyxRdyzyxQ   

Остальные свойства Кри-2 аналогичны свойствам Кри-1. 

 

3.4 Вычисление Кри-2 
 

Пространственный случай. Если кривая АВ задана параметри-

ческими уравнениями х = x(t),  у = y(t),  z = z(t), где x(t), y(t), z(t) – 

непрерывные вместе со своими производными функции, 1t  – зна-

чение параметра t в точке А, 2t  – значение параметра t в точке В, то 

Кри-2 выражается через определенный интеграл по формуле 

 

2

1

)())();();((();;();;();;(

t

tAB

txtztytxPdzzyxRdyzyxQdxzyxP  

.))())();();(()())();();(( dttztztytxRtytztytxQ   

 

Плоский случай. Если F (x; у) = Р(х; у) i


 + Q(x; у) j


 и кривая 

АВ задана параметрически  х = x(t),  у = y(t), то формула для вычис-

ления Кри-2 имеет вид 

 

2

1

)())();((();();(

t

tAB

txtytxPdyyxQdxyxP .))())();(( dttytytxQ   

Если кривая АВ задана в явном виде уравнением )(xy  , где  

a – значение х в точке А, b – значение х в точке В, то Кри-2 выра-

жается через определенный интеграл по формуле 

 

b

aAB

xxPdyyxQdxyxP ))(;(();();( .))())(;( dxxxxQ   

Пример 1. Вычислить  

AB

xydzxzdyyzdx  по дуге AB винто-

вой линии 
4

0,,sin,cos


 tktztaytax . 
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Решение. Так как kztaytax  ,cos,sin , имеем 

 



tatktatatakttaxydzxzdyyzdx

AB

coscoscos)sin(sin(
4

0

 

8
2sin

2
)2sin

2

1
2cos()sin

2

0

4

4

0

22 ak
t

t
kadttttkadtkta








 . 

 

Пример 2. Вычислить  

L

ydyxdxxy 22 )( , если кривая L задана 

параметрически 
6

0,2sin,2cos


 ttytx . 

Решение. Имеем ,
2cos

2sin
)2sin2(

2cos2

1

t

t
t

t
x   

t

t
t

t
y

2sin

2cos
2cos2

2sin2

1
 . Поэтому 

L

ydyxdxxy 22 )(  




















6

0

6

0
62sin

2cos
2sin2cos

2cos

)2sin(
2cos2sin dtdt

t

t
tt

t

t
tt . 

 

Пример 3. Вычислить ,
2222




AB

dy
yx

x
dx

yx

y
 если АВ – от-

резок прямой от А(3; 6) до В(1; 2). 

Решение. Составим уравнение прямой АВ: 
13

1

26

2








 xy
 или 

222  xy , т. е. xy 2 . Поскольку 2y , значение x в точке А 

равно 3, значение x в точке В равно 1, имеем  


AB

dx
yx

y
22

 

.3ln
5

4
ln

5

4

5

4
2

44

2
1

3

1

3

1

3
222222


















  x

x

dx
dx

xx

x

xx

x
dy

yx

x
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Пример 4. Вычислить ,2 

L

xdyydx  если L – контур ромба со сто-

ронами 1
23

,1
23


yxyx

, пробегаемый против часовой стрелки. 

Решение.  Изобразим ромб (рисунок 3.3).  

Уравнение АВ: 2
3

2
 xy , 

3

2
y , 3 – значение x в точке А, 

0 –  значение x для В.    

ВС: 2
3

2
 xy , 

3

2
y , 0 – 

значение x в точке В, –3 – значение x для С.  

CD: 2
3

2
 xy , 

3

2
y , –3 – значение x в точке C, 0 – значе-

ние x для D.  

DA: 2
3

2
 xy , 

3

2
y , 0 – значение x в точке D, 3 – значение x для A. 

Тогда 















  dxxdxxxxdyydx

AB

0

3

0

3

)22(
3

2
22

3
22

 

3)2(
3

02  xx . 

.3)2()22(
3

2
22

3
22

0

32
3

0

3

0














 xxdxxdxxxxdyydx

BС

 

















 



dxxdxxxxdyydx

СD

0

3

0

3

)22(
3

2
22

3
22

.3)2(
3

02 


xx

.3)2()22(
3

2
22

3
22

0

32
3

0

3

0









  xxdxxdxxxxdyydx

DA

 

Таким образом, 1233332 
L

xdyydx . 

 

А

 

 
 

 x 

y 

  
Рисунок 3.2  

   

D

 

 
 

 x 

y 

  
Рисунок 3.2  

 

С

 

 
 

 x 

y 

  
Рисунок 3.2  

 

D

 

 
 

 x 

y 

  
Рисунок 3.2  

 

В

 

 
 

 x 

y 

  
Рисунок 3.2  

 

С

 

 
 

 x 

y 

  
Рисунок 3.2  

 
2

 

 
 

 x 

y 

  
Рисунок 3.2  

 

В

 

 
 

 x 

y 

  
Рисунок 3.2  

 

С

 

 
 

 x 

y 

  
Рисунок 3.2  

 
2

 

 
 

 x 

y 

  
Рисунок 3.2  

 

А

 

 
 

 x 

y 

  
Рисунок 3.2  

 

 

 
3 x

 

 
 

 x 

y 

  
Рисунок 3.2  

y 

  Рисунок 3.3 

2 B 

A 

C 

D 
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Задачи 
 

Вычислить криволинейные интегралы. 

3.4.1.  

OA

dyyxdxyx )23()(   а) по отрезку прямой ОА; б) по 

дуге ОА параболы 
2

2x
у  , для О(0; 0), А(2; 2). 

3.4.2.  

L

xydydxy 22 , если L – окружность .sin,cos taytax      

3.4.3.  

AB

xdyydx  по дуге AB эллипса .sin,cos tbytax      

3.4.4.  

MN

dzxxydydxxyz6  по дуге MN, заданной параметри-

чески 10,
3

,
2

,
32

 t
t

z
t

ytx . 

3.4.5.  

MN

zxdzyzdyxydx  по дуге MN, заданной параметрически 

2
0,3,sin3,cos3


 tztytx . 

 

 

3.5 Приложения криволинейных интегралов 
 
 

Пусть );;( zyx  – плотность вещества, распределенного по 

дуге АВ.  

Длина дуги AB выражается формулой 

AB

dll . Масса дуги 

 

AB

dlzyxm );;( . Координаты центра масс вычисляются по форму-

лам 
m

xdlzyx

x AB

 


);;(

; 
m

ydlzyx

y AB

 


);;(

; 
m

zdlzyx

z AB

 


);;(

.  

Статические моменты дуги относительно плоскостей Oyz, Oxz, Oxy 
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соответственно равны yzM ,);;( 
AB

xdlzyx  xzM ,);;( 
AB

ydlzyx  

xyM .);;( 
AB

zdlzyx  

Если дуга однородная, т. е. const);;(  zyx , то координаты цен-

тра масс 
L

xdl

x AB


 ; 

L

ydl

y AB


 ; 

L

zdl

z AB


 . 

Моменты инерции дуги АВ относительно координатных плоско-

стей Oyz, Oxz, Oxy вычисляются по формулам yzI  ,);;( 2
 

AB

dlxzyx  

xzI  ,);;( 2
 

AB

dlyzyx  xyI  .);;( 2
 

AB

dlzzyx  

Моменты инерции дуги АВ относительно координатных осей Ox, 

Oy, Oz и начала координат соответственно равны 

xI ,))(;;( 22
 

AB

dlzyzyx        yI ,))(;;( 22
 

AB

dlzxzyx   

zI ,))(;;( 22 dlyxzyx

AB

       OI .))(;;( 222 dlzyxzyx

AB

  

Если дуга AB плоская, то  = (x; y) и статические моменты и мо-

менты инерции вычисляются для осей координат Ox, Oy: 

xM ,);( 
AB

ydlyx  yM ,);( 
AB

xdlyx  xI ,);( 2
 

AB

dlyyx  

yI ,);( 2
 

AB

dlxyx       OI .))(;( 22 dlyxyx

AB

  

Работа переменной силы kzyxRjzyxQizyxPF


);;();;();;( 
 

вдоль криволинейного пути MN вычисляется по формуле  

.);;();;();;( 

MN

dzzyxRdyzyxQdxzyxPA  

Пример 1. Найти координаты центра масс дуги циклоиды 

),sin( ttax   const.);;(,0),cos1(  zyxttay  

Решение. Найдем длину дуги циклоиды. Так как 

x ),cos1( ta   ,sin tay   имеем  
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 dttatadtyxdl 222222 sin)cos1()()(  

.
2

sin2)cos1(2 dt
t

adtta   

Тогда   




AB

dt
t

adlL

0
2

sin2 .4
2

cos4
0

a
t

a 


 

 
  











0 0
2

sinsin
2

sin
22

sin2)sin(
4

1
dt

t
t

t
t

a
dt

t
atta

aL

xdl

x AB  

3

4

3

4
4

23

2
sin4

2
sin4

2
cos2

2

0

3

aa

t

tt
t

a

































. 

 
  











0 0
2

sincos
2

sin
22

sin2)cos1(
4

1
dt

t
t

ta
dt

t
ata

aL

ydl

y AB






















0

2

2
sin1

2
cos2

2
sin

2
dt

ttta
























0

3

2
cos2

3

2
cos4

2
cos2

2

t

t

ta
 

3

4a
 . 

Пример 2. Найти массу дуги параболы 
2

0,22 p
xpxy  , если 

линейная плотность параболы равна y .  

Решение. Так как (рисунок 3.4) 

x

p

x
pypxy

22

1
2,2  , имеем      

.2

2
1)(1 2 dx

x

p
x

dx
x

p
dxydl
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Тогда    
AB AO OB

dlydlydlyxm );(

 

dx
x

p
x

px
p

22
0

2



  



  dx
x

p
x

px

p

22
2

0

 

 





















2

0

2

1
2

0
22

22222

pp

p
xd

p
xpdx

x

p
x

px

 

).122(
3

2

23

24 2
2

0

2

3











pp
x

p

p

 

 

Пример 3. Найти момент инерции окружности 222 ryx   отно-

сительно ее диаметра. 

Решение. Найдем момент инерции окружности относительно ее 

диаметра, лежащего на оси .Ox  Будем считать дугу окружности од-

нородной: .1const);(  yx  Уравнение окружности в параметри-

ческом виде: .20,sin,cos  ttrytrx  

Тогда dtyxdl 22 )()(  .)cos(sin 222 rdtdtttr   Получаем 





2

0

222 sin rdttrdlyI
L

x .
2

2sin

22

2cos1 3

2

0

2

0

3
3 r

t
t

r
dt

t
r 
















 

 

Пример 4. Найти работу упругой силы, направленной к началу 

координат, величина которой пропорциональна удалению матери-

альной точки от начала координат, если эта точка описывает в 

направлении, противоположном ходу часовой стрелки, положи-

тельную четверть эллипса 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

O 

B p 

 x 

A 

 y 

Рисунок 3.4 

 
2

p
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Решение. Из условия следует, что jkyikxF


 , где k – коэф-

фициент пропорциональности (рисунок 3.5). Уравнение эллипса в 

параметрическом виде: 
2

0,sin,cos


 ttbytax .  

Учитывая, что tbytax cos,sin  , вычисляем работу 

 




L

tatakkydykxdxA
2

0

)sin(cos(  






2

0

22 sincos)()cossin tdttabkdttbtb

2

)(
)2cos(

4

)(

2

1
)2(2sin

2

1
)(

22

0
2

222

0

22 abk
t

abk
ttdabk











 . 

 
Задачи 

 

В задачах 3.5.1–3.5.3 вычислить длины дуг указанных кривых: 

3.5.1. полукубической параболы 32

9

4
xy   от )32;3(A  до 

);2
3

32
;8(B  

3.5.2. кардиоиды ,2coscos2 ttx   ;2sinsin2 tty   

3.5.3. пространственной кривой x = 3t, y = 3t
2
, z = 2t

3
 от O(0; 0; 0) 

до A(3; 3; 2).  

3.5.4. Найти массу дуги OA кривой )(
2

22

xx

ee
a

y


 , если линей-

ная плотность в каждой точке кривой обратно пропорциональна 

ординате точки, xO = 0, xA = a. 

3.5.5. Найти массу контура L треугольника с вершинами O(0; 0), 

A(1; 0), B(0; 1), если в каждой его точке линейная плотность 

 = x + y. 

(x; y) 

a 

b 

x 

y 

O 

Рисунок 3.5 
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3.5.6. Найти массу части винтовой линии x = a cos t, y = a sin t, 

z = bt (0  t  2), линейная плотность которой в каждой точке равна 

квадрату расстояния от этой точки до начала координат. 

3.5.7. Найти координаты центра масс верхней половины окруж-

ности x
2
 + y

2
 = R

2
 ( const);(  yx ). 

3.5.8. Найти координаты центра масс дуги AB астроиды 

3

2

3

2

3

2

ayx  , если в каждой её точке линейная плотность пропор-

циональна абсциссе точки, A(0; a) до B(a; 0). 

3.5.9. Найти координаты центра масс дуги цепной линии 

2
ch2

x
y  , заключенной между точками с абсциссами 0 и 2. 

3.5.10. Вычислить статический момент первого витка кониче-

ской винтовой линии x = t cos t, y = t sin t, z = t относительно плос-

кости Oxy, если плотность  = kz
2
, k – коэффициент пропорциональ-

ности. 

3.5.11. Вычислить момент инерции относительно начала коорди-

нат отрезка прямой, заключенного между точками A(2; 0) до B(0; 1), 

если линейная плотность в каждой его точке равна 1. 

3.5.12. Вычислить работу при перемещении единицы массы по 

окружности x = a cos t, y = a sin t под действием силы 

jxiyxF


2)(  . 

3.5.13. Вычислить работу при перемещении единицы массы по 

прямой от точки от A(2; 0; 0) до точки B(2; 2; 2) под действием силы 

.kxjziyF


  

3.5.14. Вычислить работу силы jyiyxF


2)(   при перемеще-

нии материальной точки из начала координат в точку (1; –5) по па-

раболе y = –5x
2
. 

 

3.6 Формула Остроградского – Грина. Независимость Кри-2  

от контура интегрирования 

 

Если в плоскости Oxy лежит замкнутая кусочно-гладкая кривая 

L, которая ограничивает односвязную область D и функции 

P = P(x, y), Q = Q(x, y) непрерывны и имеют непрерывные частные 

производные первого порядка в D, то имеет место формула Грина 
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L

QdyPdx . 

















D

dxdy
y

P

x

Q
 

Обход контура L осуществляется в положительном направлении, 
то есть при движении по L область D остается слева.  

При выполнении отмеченных выше условий для L, D, P и Q сле-
дующие утверждения эквивалентны. 

1. 0
С

QdyPdx  по любому замкнутому контуру C, содержа-

щемуся в D. 

2.  

AB

QdyPdx  не зависит от контура интегрирования, где кривая 

AB лежит в D. 
3. duQdyPdx   – полный дифференциал функции u = u(x, y). 

4. 
y

P

x

Q









 во всех точках области D. 

Если 
y

P

x

Q









, то функцию u = u(x, y) можно найти, вычислив 

криволинейный интеграл ,),(),(),(

0

 

BA

dyyxQdxyxPyxu  где в ка-

честве наивыгоднейшего пути интегрирования следует выбрать ло-
маную, содержащую произвольную фиксированную точку A0(x0, y0) 
и переменную точку B(x, y), звенья которой параллельны осям Ox и 
Oy (рисунок 3.6). 

 

 
 
 
 
 

 
 
 

CdyyxQdxyxPyxu
y

y

x

x

 
00

),(),(),( 0  или 

.),(),(),(

00

0 CdxyxPdyyxQyxu

x

x

y

y

   

Рисунок 3.6 

O  x 

y 

A0(x0, y0) A1(x, y0) 

B(x, y) 

O  x 

y 

A0(x0, y0) 

A2(x0, y) B(x, y) 
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Если в формуле Грина 
2

),(
y

yxP   и 
2

),(
x

yxQ  , то получится 

формула для вычисления площади области D через Кри-2: 

.
2

1
 

L

xdyydxS  

Пример 1. Вычислить ,)()(3 322

 

L

dyyxdxxyx  применяя 

формулу Грина, если L – контуру треугольника с вершинами 
O(0; 0), A(3; 3), B(0; 6), пробегаемый против хода часовой стрелки. 

Решение . Здесь ),(3),( 22 xyxyxP   ,)(),( 3yxyxQ   

,)(3 2yx
x

Q





 .6xy

y

P





 Тогда ).(3 22 yx

y

P

x

Q










 По формуле 

Грина 
L

dyyxdxxyx 322 )()(3 .)(3 22
 

D

dxdyyx  Уравнения 

прямой OA: y = x, прямой AB: y = 6 – x. Тогда 
D

dxdyyx )(3 22  

 































 3

0

3
2

3

0

6
3

2
6

22
3

0
3

8
1236723

3
3)(3 dx

x
xxdx

y
yxdyyxdx

x

x

x

x

.324
3

4
418723

3

0

4
32 
















x
xxx  

Пример 2. Проверить, что данное выражение 

dyxydxyx )41()523( 2   является полным дифференциалом 

функции u(x, y), найти u(x, y).  

Решение. Пусть ,523),( 2  yxyxP  .41),( xyyxQ   Тогда 

,4y
x

Q





 .4y

y

P





 Так как P(x, y), Q(x, y), 

x

Q




 и 

y

P




 непрерыв-

ны и 
y

P

x

Q









, заданное выражение есть полный дифференциал 

некоторой функции u = u(x, y). Выберем в качестве фиксированной 
точки A(x0, y0) начало координат  O(0; 0). Получаем  
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.25
2

3
)41()53(),( 2

2

00

Cxyyx
x

Cdyxydxxyxu

yx

   

Пример 3. Вычислить площадь, ограниченную эллипсом 
x = a cos t, y = b sin t. 

Решение . 

 
L

xdyydxS
2

1





2

0

)coscos)sin(sin(
2

1
dttbtatatb

.
2

1
2

0

abdtab  


 

 

Задачи 
 

В задачах 3.6.1–3.6.3 вычислить Кри-2, применяя формулу Гри-
на, по замкнутому контуру L, пробегаемому против хода часовой 
стрелки: 

3.6.1. ,)( 22

 

L

dyyxdxy  L – контур треугольника с вершинами 

A(3; 0), B(3; 3), C(0; 3);  

3.6.2. ,)2()1( 22

 

L

dyxydxyx  L – окружность x
2
 + y

2
 = 4;  

3.6.3. ,))ln(( 2222

 

L

dyyxxxyydxyx  L – контур пря-

моугольника 0  x  3, 1  y  4.  
 

В задачах 3.6.4–3.6.6 проверить, что данное выражение есть пол-
ный дифференциал некоторой функции u(x, y) и найти u(x, y): 

3.6.4. y(1 + cos(xy))dx + x(1 + cos(xy))dy; 
3.6.5. (1 + y

2
e

xy
)dx + (3 + e

xy
 + xye

xy
)dy; 

3.6.6. (1 – e
x – y

 + cos x)dx + (e
x – y

 + cos y)dy. 
 

В задачах 3.6.7–3.6.9 вычислить площадь, ограниченную кривой 
L с помощью Кри-2: 

3.6.7. L – контур четырехугольника с вершинами A(6; 1), B(4; 5), 
C(1; 6), D(–1; 1); 

3.6.8. L – кардиоида x = 4 cos t – 2 cos 2t, y = 4 sin t – 2 sin 2t; 
3.6.9. L – астроида x = a cos

3
t, y = a sin

3
t. 
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3.7 Самостоятельная работа  
 

В задаче 1 вычислить Кри-1 по отрезку прямой AB. В задаче 2 

вычислить работу силы F


 при перемещении материальной точки 
по линии L. 

Вариант 1 Вариант 2 

1. ,)2( 

AB

dlyx  A(5; 4), B(9; 7). 1. ,)3( 

AB

dlyx  A(5; 3), B(6; 8). 

2. ,)()2( jyxiyxF


  L – 

окружность x = 2 cos t, y = 2 sin t, 
пробегаемая в положительном 
направлении. 

2. ,)1( 2 jyxixyF


  L – дуга 

эллипса x = cos t, y = 2 sin t от точ-
ки A(1; 0) до точки B(0; 2). 

Вариант 3 Вариант 4 

1. ,)2( 

AB

dlyx  A(–1; 2), B(3; 5). 1. ,)2( 

AB

dlyx  A(–2; 1), B(1; 3). 

2. ,jxiyF


  L – дуга окружно-

сти x = R cos t, y = R sin t от точки 
O(R; 0) до точки A(0; R). 

2. ,)2()( 22 jyxyixyxF


   

L – дуга эллипса x = 3 cos t, 
y = 2 sin t, пробегаемая в положи-
тельном направлении. 

Вариант 5 Вариант 6 

1. ,)3( 

AB

dlyx  A(1; 2), B(7; 10). 1. ,)22( 

AB

dlyx  A(3; 1), B(4; –6). 

2. ,)( jiyxF


  L – дуга верх-

ней половины окружности 
x = 2 cos t, y = 2 sin t, пробегаемая 
в положительном направлении. 

2. ,jxiyF


  L – дуга эллипса 

x = 3 cos t, y = 2 sin t, пробегаемая в 
положительном направлении. 

Вариант 7 Вариант 8 

1. ,)( 

AB

dlxy  A(1; 3), B(5; 6). 1. ,)2( 

AB

dlxy  A(6; 2), B(–2; 8). 

2. ,22 jxiyF


  L – верхняя по-

ловина эллипса x = 3 cos t, 
y = sin t, от точки A(–3; 0) до точ-
ки B(3; 0). 

2. ,)( jiyxF


  L – верхняя 

половина окружности x = 4 cos t, 
y = 4 sin t от A(4; 0) до B(–4; 0). 
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Вариант 9 Вариант 10 

1. ,)( 

AB

dlyx  A(2; 1), B(4; 5). 1. ,)3( 

AB

dlyx  A(–7; 1), B(1; 7). 

2. ,jxiyF


  L – дуга эллипса 

x = 6 cos t, y = 4 sin t, пробегаемая 

в положительном направлении. 

2. ,22 jxyiyF


  L – окружность 

x = 3 cos t, y = 3 sin t, пробегаемая в 

положительном направлении. 

 

 

4 ЗАДАНИЕ ДЛЯ РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКОЙ РАБОТЫ 

 

Задача 1. Изменить порядок интегрирования в следующих инте-

гралах, предварительно изобразив на чертеже области интегрирова-

ния: 

 
b

a

d

c

dyyxfdx ),(  

 

№ a b c d № a b c d 

1 0 4 
2

3 x
 225 x  9 2 4 

x

6  7 – x 

2 0 1 2x + 1 4 – x2 10 0 a ax – x2 
22 xa   

a > 0 

3 –2 1 x2 + 1 3 – x 11 1 4 x2 x3 

4 0 2 x 2x 12 0 1 e–x ex 

5 1 2 
x

1
 x 13 

2

1
  1 2x2 3 – x 

6 –1 2 x2 x + 2 14 –1 1 2x2 x + 3 

7 –6 1 x2 + 5x – 6 
7

)6( x
 15 0 4 

4

3x
 225 x  

8 0 4 24 xx   x2       
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p

l

n

m

dxyxfdy ),(  

№ l p m n № l p m n 

16 1 3 
2

1y
 y4  24 0 4 

4

5y
 29 y  

17 1 3 
y

1
 y 25 –4 0 29 y  

4

5y  

18 0 1 y  3 – 2y 26 0 3 
4

3y
 225 y  

19 2 4 2 – y y 27 –3 3 225 y  225 y  

20 2 4 ln y y 28 0 2 
4

2y  y2  

21 0 1 24 y  2 – y 29 0 2  4 – 2y2 4 – y2 

22 0 
2

3
 2y2 y + 3 30 0 4 

2
2

y
  

2
8

2y
  

23 –1 1 2y2 3 – y      

 

 

Задача 2. Вычислить двойной интеграл ,),(
S

dxdyyxf  введя по-

лярные координаты. Построить область интегрирования. 

 
№ f(x; y) S 

1 22cos yx   
222

2

4
4




yx  

2 2225 yx   922  yx  

3 x2 + y2 )()( 222222 yxayx  ,  y = 0 (x > 0, y > 0) 

4 x2 – y2 )()( 222222 yxayx   

5 xy xyayx 2222 2)(   

6 x2 + y2 xyyx 8)( 222   

7 
2

3

)(

1

22 yx 

 
x = 0, y = 0,  x + y = 1,  x + y = 2 

8 x + y x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 4 

9 xy x2 + y2  a2 
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№ f(x; y) S 

10 22sin yx   x2 + y2 = 2,  x2 + y2 = 42 

11 x2 + y2 x2 + y2 = 2ay 

12 222 yxR   x2 + y2 = R2,  y = x, xy 3  

13 222 yxR   x2 + y2  a2, a < R 

14 222 yxR   x2 + y2  Rx, y  0 

15 222 yxa   )()( 222222 yxayx  ,  a2 > x2 + y2 

16 222 yxa   x2 + y2 = a2 

17 )( 22 yxae   x2 + y2 = R2 

18 y x2 + y2 = ax,  x = 0,  x = a 

19 22sin yx   x2 + y2 = 2,  x2 + y2 = 42 

20 x2 + y2 x2 + y2 = x,  x2 + y2 = 2x 

21 ax x2 + y2 = 2ax 

22 
22 yx

y


 222322 )( yxayx   

23 
22 yx

x


 yxayx 32322 )(   

24 xy 24322 )( yayx   

25 x2 + y2 24322 )( xayx   

26 xy )2()( 222222 yxayx   

27 )(
1 22 yx
a

  x2 + y2 = 2ax,  a > 0 

28 
22 yx

y


 3222 4)( ayyx  ,  a > 0 

29 x 42322 )( xayx   

30 
x

yx 22 
 

3222 2)( axyx  ,  a > 0 
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Задача 3. Найти объем тела, ограниченного поверхностями. 

Сделать чертеж.   
 

№ Поверхности № Поверхности 

1 

x + 2y – z = 0,   

2x + 3y – 18 = 0,  

x – 2y – 2 = 0,  x = 3,  z = 0 

16 
6x – 9y + 5z = 0,  3x – 2y = 0,  

4x – y = 0, x + y – 5 = 0, z = 0 

2 2y2 = x, 1
424


zyx
, 4z = 0 17 y = 0,  y = 3 – x2 – z2 

3 x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 4 – z, z = 0 18 z = 4 – x2, y = 5, y = 0, z = 0 

4 z = 0,  y + z = 2,  y = x2 19 x2 + y2 = 2y,  z = 4 – x2 – y2,  z = 0 

5 z = 4 – x2 – y2,  2z = 2 + x2 + y2 20 z = 4 – x2 – y2,  z = 0 

6 1
c

z

b

y

a

x
, x = 0, y = 0, z = 0 21 x2 + y2 = 4z,  z = x,  z = 2x 

7 x2 + y2 = 9,  z = 5x,  z = 0 22 
z = a2 – x2,  x + y = a,  

y = 2x,  z = 0,  y = 0 

8 
x2 + y2 – z = 0,  x = 0, y = 0, z = 0 

x = a,  y = b  (a > 0, b > 0) 
23 x2 + y2 + z – 4 = 0,  z = 0  

9 2 – x – y – 2z = 0,  y = x2,  y = x 24 xy  , xy 2 , x + z = 4,  z = 0 

10 z = 0,  z = 3 – x2 – y2 25 z = x2 + y2,  y = x2,  y = 1, z = 0 

11 
z = 4x2 + 2y2 + 1,  x + y – 3 = 0,   

x = 0,  y = 0,  z = 0 
26 22 yxz  ,  z = 6 – x2 – y2 

12 x2 + y2 = 1,  x + y + z = 3,  z = 0 27 x2 + y2 = R2, Rz = 2R2 + x2 + y2, z = 0 

13 
z = xy,  xy  ,  x + y = 2,  

y = 0,  z = 0 
28 

x = 0,  y = 0,  z = 0,  x = 4,  y = 4,  

z = x2 + y2 + 1 

14 
z = x2 + y2,  x = 1,  y = 0,   

z = 0,  y = x 
29 x2 + y2 + z2 = R2 

15 x2 + y2 = 1,  x + y + z = 3,  z = 0 30 
x2 + y2 – z + 1 = 0,  

x2 + y2 + 3z – 7 = 0 
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Задача 4. Найти центры масс однородных пластинок, ограни-

ченных данными линиями. 
 

№ Линии № Линии 

1 y2 = ax,  y = x 11 ax = y2,  x = 2  (a > 0) 

2 x2 + y2 = a2,  y = 0  (y  0) 12 1
2

2

2

2


b

y

a

x
,  y = 0  (y  0) 

3 y = x2,  x + y = 2 13 y2 = 2px,  y = 0,  x = x0 

4 
y – x = 0,  x + y – 4 = 0,   

x – 2y – 4 = 0 
14 3

2
3
2

3
2

ayx  ,  x > 0,  y > 0 

5 1 yx ,  x = 0,  y = 0 15 x2 + y2 = a2,  x > 0,  y > 0 

6 y = x2,  y = 2x2,  x = 1,  x = 2 16 1
2

2

2

2


b

y

a

x
,  y  1 

7 y2 = ax,  x = 0,  x = a,  y = 0 17 y = 2x3,  y2 = 2x, 

8 22 xxy  ,  y = 0 18 x2 + y2 = 13,  xy = 6,  x = 0 

9  = a(1+cos ) 19 ay = x2,  y = 2  (a > 0) 

10 2 = 2a2cos 2  






 





44
 20 y2 = 4x + 4,  y = –2x + 4 

 

Найти моменты инерции относительно осей координат однород-

ных площадок, ограниченных линиями. 
 

№ Линии № Линии 

21 1
b

y

a

x
,  x = 0,  y = 0 26 (x2 + y2)2 = 2a2(x2 – y2), 

44





  

22 xy 4 ,  x + y = 3,  y = 0 27  = 2a cos    

23 220 xRy   28  = a(1–cos ) 

24 
x2 + y2 = a2,   x = 0,   y = 0    

(x > 0, y > 0) 
29 x = 0,  y = 0,  x = a,  y = b 

25 x = 0,  y = 0,  x = a,  y = b 30 x2 + y2 = a2 
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Задача 5. Применяя формулу Остроградского – Грина, вычис-

лить  

.),(),( 

l

dyyxQdxyxP   

№ P(x; y) Q(x; y) l 

1 2(x2 + y2) (x + y)2 
Контур треугольника A(1; 1), 

B(2; 2), C(1; 3) 

2 22 yx

x


 

22 yx

y


 (x – 1)2 + (y – 1)2 = 1 

3 xy + x + y xy + x – y 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

4 xy + x + y xy + x – y x2 + y2 = ax 

5 x2 y2 x2 + y2 = 4 

6 (x + y)2 –(x2 + y2) 
Контур треугольника A(1; 1), 

B(3; 2), C(2; 5) 

7 –x2y xy2 x2 + y2 = R 

8 ex(1 – cos y) ex(sin y – y) 0  x  , 0  y  sin x 

9 22 yx   ))ln(( 22 yxxxyy   
x = 1,  x = 4,  
 y = 0,  y = 2 

10 6xy + 5y 3x2 + 5x y = 0,  x = 3,  xy   

11 
x

y
 2 ln x 

y = 0,  x = 1,   
y = 4 – 2x 

12 
x

y

x
arctg

1
 

x

y

y
arctg

2
 

x2 + y2 = 1,  x2 + y2 = 4,  y = x,  

xy 3 , y > 0 

13 22 yx

x


 

22 yx

y


  x2 + y2 = R 

14 (1 – x2)y x(1 + y2) x2 + y2 = R 

15 (y + x) (y – x) 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

16 xye xy 2cos
22   xye xy 2sin

22   x2 + y2 = R2 

17 x + y –2x x = 0,  y = 0,  x + y = 5 

18 yx3 + ey xy3 + xey – 2y x2 + y2 = R2 

19 2xy – y x2 y = x2,  x = y2 

20 x2 + y2 x2 – y2 
Контур треугольника O(0; 0), 

A(1; 0), B(0; 1) 
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№ P(x; y) Q(x; y) l 

21 y2 (x + y)2 
Контур треугольника A(2; 0), 

B(2; 2), C(0; 2) 

22 y x + y 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

23 
y

1
 

x

1
  

Контур треугольника A(1; 1), 
B(2; 1), C(2; 2) 

24 x2 – y2 x2 + y2 22 xRy  ,  y = 0 

25 (x + y)2 –(x – y)2 y = sin x,  y = 0,  0  x   

26 (x + y)2 –(x2 + y2) 
Контур треугольника O(0; 0), 

A(1; 0), B(0; 1) 

27 2xy2 2x2y – x 
Контур треугольника O(0; 0), 

A(3; 1), B(2; 1) 

28 2xy2 2x2y + x y = x2,  x = y2 

29 2xy3 + y 3x2y2 – x x2 + y2 = R2 

30 y x + 5y2 y = x3,  x = 0,  y = 8 
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1.6.6. 144.   1.6.7. 3a
3
.   1.6.8. 45/32.   1.6.9. (e – 1)/e.   1.6.10. 36.   

1.6.11. a
3
/3.   1.6.12. 8 ln 2. 1.6.13. 1/2.   1.6.14. 1/16.   1.6.15. 36.   

1.6.16. 3/4.   1.6.17. .   1.6.18. 211/66. 

1.7.1. 2 2  
.   1.7.2. 14/3.   1.7.3. 9 3 .   1.7.4. a

2 3 /4.   1.7.5.  4.   

1.7.6. 2 2 .   1.7.7. 16( 8 – 1)/3.   1.7.8. 2 2 .   1.7.9. 32arcsin(1/2).    

1.7.10. 24 2 .   1.7.11. 2a
2
. Проектировать на плоскость Oyz.  

1.7.12. R
2
sin/180; R

2
/6. 

1.8.1. a
2
(2 + 2 ln(1 + 2 ))/3.   1.8.2. 2a

2
.   1.8.3. 2k ln(b/a).   

1.8.4. (–1; 0).   1.8.5. (8/3; 8/5).   1.8.6. (26/25; 7/25).   1.8.7. (0; 4a/3).    

1.8.8. (4; 8/3).   1.8.9. (3; 15/8).   1.8.10. (10/3; 2).   1.8.11. (5a/6; 0).   

1.8.12. (128/7; 128/7).   1.8.13. Ix = 4/3; Iy = 13/3.   1.8.14. 16 – 5.   

1.8.15. 18; 18.   1.8.16. ab
3
/4;  a

3
b/4.   1.8.17. 8/3;  2/3.    

1.8.18. /4;  /4. 

2.2.5. 18,5.  2.2.6. 8.  2.2.7. 1/12.  2.2.8. 4/3.  2.2.9. 4/3.  2.2.10. 11.   

2.2.11. 156.   2.2.12. 
2
/16 – 1/2.   2.2.13. 2e – 5.   2.2.14. 11/486.  
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2.3.1. a
2
b(a

2
/2 + b

2
/3).   2.3.2. 60.   2.3.3. 753,3.   2.3.4. 16/3.   

2.3.5. 64.   2.3.6. 4/9.   2.3.7. a
8
/2.   2.3.8. 4a

5
/15.   2.3.9. 1.     

2.3.10. 8(2 2 – 1)/9.   2.3.11. 496/315.   2.3.12. a
3
/6.   2.3.13. 6 ln 2. 

2.3.14. 765(15+16 ln 2)/512. 

2.5.1. 19/6.   2.5.2. /6.   2.5.3.  16.   2.5.4. 6(3 – 4).   2.5.5. 4.   

2.5.6. 3 + 8.   2.5.8.  24.   2.5.9. 2/3.   2.5.10. 16/3.   2.5.11. 32.   

2.5.12. ha
4
.   2.5.13. 81.   2.5.14. 4.   2.5.15. 6a

2
.   

2.5.16. (4/3, 1/2, 16 3 /15).   2.5.17. (4, 4, 4).   2.5.18. (0, 0, 3).    

2.5.19. (0, 0, 2).    2.5.20. (3a/8, 3b/8, 3c/8).    2.5.21. (0, 0, a/3).    

2.5.22. Ixy = abc
3
/60; Iyz = a

3
bc/60; Ixz = ab

3
c/60.   2.5.23.  Ixy = 4; 

Iyz = 100; Ixz = 36.   2.5.24. Ixy = 4; Iyz = 25; Ixz = 16.    

2.5.25. Ixy = 64; Iyz = 18; Ixz = 8.   2.5.26. Ixy =  Ixz = 648, Iyz =1944. 

2.5.27. Ixy = Ixz = 24; Iyz = 288.  2.5.28. 4(4 2 – 5)/15.    

2.5.29. ha
2
(a

2
/4 + h

2
/3).   2.5.30. 162.   2.5.31. 8/5.   2.5.32. 48/5.   

2.5.33.  1250(2 – 2 ). 

3.2.1. 
45

2152
.   3.2.2. ).155(

3

1
    3.2.3. 2 .   3.2.4. 2arctg .   

3.2.5. 0.  3.2.6.  –2.    

3.4.1. а) 6; б) 
3

1
7 .   3.4.2. 0.   3.4.3. ab2 .   3.4.4. 

40

39
.   3.4.5. 4,5. 

3.5.1. 28,5.   3.5.2. 16.   3.5.3. 5.   3.5.4. k.   3.5.5. 1 + 2 .   

3.5.6. )43(
3

2 22222 baba 


.   3.5.7. 










R2
;0 .   3.5.8. 







 

256

15
;

8

5 aa
.   

3.5.9. 






 

1sh2

22sh
;

1sh

)11ch1(sh2
.   3.5.10. )1)13()21((

15

28 22

3


k

.   

3.5.11. 
3

55
.   3.5.12. a

2
.   3.5.13. 4.   3.5.14. 

6

163
.    

3.6.1. 18.     3.6.2. 8.     3.6.3. 63.     3.6.4. xy + sin(xy) + C.     

3.6.5. 3x –ye
xy

 + C.   3.6.6. x –e
x – y

 + sin x + sin y + C.   3.6.7. 22,5.   

3.6.8. 24.   3.6.9. 
8

3 2a
.  
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