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I. A. Vorojun. Estimation of dynamic forces in elements of fastening of pipes on a railway platform. 
In paper the circuit design of fastening of four pipes of the big diameter on the flat-car with use of wire ropes and the tensioning de-

vices surveyed, allowing to create prestressing ropes of a cross binding and fastening of intermediate support. The method of mathemati-

cal modelling investigates agency of prestressing of ropes of fastening of pipes to the flat-car on magnitude of dynamic forces during a 

collision of carriages. Agency of prestressing of ropes of a cross binding and fastening of intermediate support on magnitude of dynamic 

affectings as on a platform and carriages is established during their collision. The executed calculations show, that the increase in 

prestressing of ropes of a cross binding and fastening of intermediate support is accompanied by decrease of dynamic forces in ropes of 

longitudinal fastening pipes to a platform. 
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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ТРЕХСЛОЙНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

ТРАНСПОРТНЫХ КОНСТРУКЦИЙ, СВЯЗАННЫХ С УПРУГИМ ОСНОВАНИЕМ 
 

Рассмотрен изгиб упругой прямоугольной трехслойной пластины с жестким заполнителем, покоящейся на упругом основа-

нии, как элемента транспортной конструкции. Для описания кинематики несущих слоев приняты гипотезы Кирхгофа. Реакция 

основания описывается моделью Винклера. На контуре пластины предполагается наличие жесткой диафрагмы, препятствующей 

относительному сдвигу слоев. Для получения дифференциальной системы уравнений равновесия использован вариационный 

принцип Лагранжа. Аналитическое решение выписано в определителях. Его численная апробация проведена с помощью обрат-

ной матрицы. Проведен числовой параметрический анализ напряженного состояния материалов слоев в зависимости от жестко-

сти упругого основания. 

 

омпозитные, в том числе слоистые, эле-

менты конструкций широко используют-

ся в транспортном машиностроении: в качестве 

обшивки вагонов, корпусных элементов авиаци-

онных аппаратов, космических объектов, строи-

тельных панелей и т. д. Трехслойные пластины в 

условиях деформации изгиба оказываются наи-

более рациональными с точки зрения прочности 

и жесткости. В работах [1–4] исследованы трех-

слойные элементы конструкций, не связанные с 

упругим основанием. В статье [5] исследованы 

перемещения в трехслойной прямоугольной пла-

стине, связанной с упругим основанием. Здесь 

приводится математическая постановка задачи по 

определению напряженного состояния подобной 

пластины, ее аналитическое решение и числен-

ный параметрический анализ зависимости на-

пряжений на поверхностях слоев от жесткости 

упругого основания. 

Несимметричная по толщине упругая трех-

слойная прямоугольная пластина с жестким за-

полнителем покоится на упругом основании. Для 

описания кинематики пакета приняты гипотезы 

ломаной нормали: в несущих слоях справедливы 

гипотезы Кирхгофа, в несжимаемом по толщине 

заполнителе нормаль остается прямолинейной, не 

изменяет своей длины, но поворачивается на неко-

торый дополнительный угол, составляющий с ко-

ординатными осями величины ψx(x, у), ψy(x, у). 

Деформации считаем малыми. Реакция основания 

qr соответствует модели Винклера 

 qr = –κw, (1) 

где κ – коэффициент жесткости основания; w – прогиб 

пластины; знак минус указывает на то, что реакция 

направлена в сторону, противоположную прогибу. 

Система координат х, у, z связывается со сре-

динной плоскостью заполнителя. На пластину 

действуют внешние распределенные поверхност-

ные нагрузки q(x, у), px(х, у), ру(х, у) и реакция ос-

К 
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нования (рисунок 1 а, б). Через w(x, у) и их(х, у), 

иy(х, у) обозначены прогиб и осевые продольные 

перемещения срединной поверхности заполните-

ля. На контуре пластины предполагается наличие 

жесткой диафрагмы, препятствующей относи-

тельному сдвигу слоев. В дальнейшем все пере-

мещения и геометрические параметры пластины 

считаем отнесенными к ее длине a вдоль оси х. 

 

Рисунок 1 – Расчетная схема трехслойной пластины на упругом основании 

 
Обозначим через hk толщину k-го слоя, при 

этом h3 = 2с (k = 1, 2, 3). Используя введенные гео-

метрические гипотезы, продольные перемещения в 

слоях u(k) можно выразить через искомые пять 

функций их, uу, ψx, ψу и w: 

xххх zwcuu ,)1( −ψ+= , 

уууу zwcuu ,
)1( −ψ+=  )( 1hczc +≤≤ ; 

 xххх zwzuu ,)3( −ψ+= , (2) 

уууy zwzuu ,
)3( −ψ+=  )( czc ≤≤− ; 

xххх zwcuu ,)2( −ψ−= , 

уууy zwcuu ,
)2( −ψ−=  )( 2 czhc −≤≤−− , 

где z – расстояние от рассматриваемого волокна 

до срединной плоскости заполнителя; и + сψ – ве-

личина смещения внешнего несущего слоя за счет 

деформации заполнителя, для второго несущего 

слоя это смещение будет (и – сψ); запятая в ниж-

нем индексе обозначает операцию дифференциро-

вания по следующей за ней координате. 

Компоненты тензора деформаций выражаются 

через пять искомых функций с помощью соотно-

шений Коши и выражений (2): 

xxxхxхxх zwcu ,,,(1) −ψ+=ε , 

)(,,, 1

(1)
hczczwcu уууууууу +≤≤−ψ+=ε ; 

xxxхxххx zwzu ,,,(3) −ψ+=ε , 

)(,,,
(3)

czczwzu уууууууу ≤≤−−ψ+=ε ; 

xxxхxхxх zwcu ,,,(2) −ψ−=ε , 

 )(,,, 2

(2)
czhczwcu уууууууу −≤≤−−−ψ−=ε ; (3) 

),,,,,,(
2
1)1(

ухxуxуxуухухxу zwсuzwсu −ψ++−ψ+=ε = 

= xуухxyух zwсuu ,),,,(
2
1 −ψ++ ; 

),,,,,,(
2
1)3(

ухxуxуxуухухxу zwzuzwzu −ψ++−ψ+=ε = 

= хууххуух zwzuu ,),,,(
2
1 −ψ++ ; 

),,,,,,(
2
1)2(

ухxуxуxуухухxу zwсuzwсu −ψ−+−ψ−=ε = 

= xуухxyух zwсuu ,),,,(
2
1 −ψ−+ ; 

хxzxzxz ψ=ε=ε=ε
2
1(3)(2)(1)

;0 ; 

yуzуzуz ψ=ε=ε=ε
2
1(3)(2)(1) ;0 ; хуух ε=ε . 

Введем внутренние усилия и моменты следу-

ющими соотношениями: 

∑ ∫
=

σ=
3

1

)()(

k h

k

xх

k

xx

k

dzN ; ∑ ∫
=

σ=
3

1

)()(

k h

k

xх

k

xx

k

dzzM ; 

∫σ=
3

(3))3(

h

xzxz dzQ ; ∑ ∫
=

σ=
3

1

)()(

k h

k

уу

k

yy

k

dzN ; 

∑ ∫
=

σ=
3

1

)()(

k h

k

уу

k

yy

k

dzzM ; ∫σ=
3

(3))3(

h

уzyz dzQ ; 

 ∑ ∫
=

σ=
3

1

)()(

k h

k

ху

k

xy

k

dzzM ; ∑ ∫
=

σ=
3

1

)()(

k h

k

хy

k

xy

k

dzQ . (4) 

где )(k

xxσ , (3)

xzσ , 
)(k

yуσ , 
(3)

уzσ  – компоненты тензора 

напряжений в слоях пластины; интегралы берутся 

по толщине k-го слоя. 
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Уравнения равновесия следуют из вариацион-

ного принципа Лагранжа: 

 δА + δW = 0. (5) 

Здесь вариация работы внешних поверхност-

ных сил 

 ∫∫ δ++δ+δ=δ
S

rух dSwqqирupA ))(( . (6) 

Вариация работы внутренних напряжений учи-

тывает работу заполнителя в тангенциальном 

направлении 

 [{ ( ) ( ) ] ( ) ( ) ( ) ( )( ) }∫∫ ∫∑ ∫ δεσ+δεσ+δεσ+δεσ+δεσ=δ
=S h

уzуzхzхz

k h

k

ху

k

ху

k

уу

k

уу

k

хх

k

хх dxdydzdzW

k 3

3333
3

1

)()()()( 2)2( . (7) 

Вариации перемещений в слоях 

xххx wzcuu ,)1( δ−δψ+δ=δ , уууy wzcuu ,
)1( δ−δψ+δ=δ  )( 1hczc +≤≤ ; 

 xххx wzzuu ,)3( δ−δψ+δ=δ , уууy wzzuu ,
)3( δ−δψ+δ=δ  )( czc ≤≤− ; (8) 

xххx wzcuu ,)2( δ−δψ−δ=δ , уууy wzcuu ,
)2( δ−δψ−δ=δ  )( 2 czhc −≤≤−− . 

Вариации деформаций следуют из соотноше-

ний (3) с учетом (8). 

Рассмотрим интегралы по толщине слоев, 

входящие в выражение (7). Для первого слоя с 

учетом деформаций (3) и внутренних усилий (4) 

получаем 

( )∫ ∫ δ−δψ+δ=δ−δψ+δσ=δεσ
1 1

,,,,,,
)1()1()1()1()1()1(

h h

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx wMcNuNdzwzcudz . 

Аналогично для слоев 2 и 3 

∫ δ−δψ−δ=δεσ
2

,,,
)2()2()2()2()2(

h

xxxxxxxxxxxxxxxx wMcNuNdz ; ∫ δ−δψ+δ=δεσ
3

,,,
)3()3()3()3()3(

h

xxxxxxxxxxxxxxxx wMMuNdz ; 

( )∫ ∫ δ−δψ+δ=δ−δψ+δσ=δεσ
1 1

,,,,,
)1()1(

,

)1()1()1()1(

h h

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy wMcNuNdzwzcudz ; 

∫ δ−δψ−δ=δεσ
2

,,,
)2()2()2()2()2(

h

yyyyyyyyyyyyyyyy wMcNuNdz ; ∫ δ−δψ+δ=δεσ
3

,,,
)3()3()3()3()3(

h

yyyyyyyyyyyyyyyy wMMuNdz ; 

( )

( ) хухууххуxyxyyxxy

h h

хуухxyyxxyxyxy

wМсQuQuQ

dzwzсuudz

,,,,
2

1

,, ,,
2

1

)1()1()1()1(

)1()1()1(

1 1

δ−δψ+δ+δ=

=







δ−δψ+δ+δσ=δεσ∫ ∫

; 

( ) хухууххуxyxyyxxy

h

xyxy wМсQuQuQdz ,,,,
2

1 )2()2()2()2()2()2(

2

δ−δψ−δ+δ=δεσ∫ ; 

( ) хухууххуxyxyyxxy

h

xyxy wММuQuQdz ,,,,
2

1 )3()3()3()3()3()3(

3

δ−δψ+δ+δ=δεσ∫ ; 

 ∫ ∫ δψ=







δψσ=δεσ

3 3

)3()3()3()3(

2

1

2

1

h

xxz

h

xxzxzxz Qdzdz ; ∫ ∫ δψ=







δψσ=δεσ

3 3

)3()3()3()3(

2

1

2

1

h

yyz

h

yyzyzyz Qdzdz . (9) 

Суммируя выражения для приведенных инте-

гралов (9), подставляя их в (7) и приводя подоб-

ные, получим вариацию работ сил упругости в ви-

де
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[∫∫ +δψ−++δ++−δ++=δ
S

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx cNcNMwMMMuNNNW ,)(,)(,)( )2()1()3()3()2()1()3()2()1(  

+δψ−++δ++−δ+++ yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy cNcNMwMMMuNNN ,)(,)(,)(
)2()1()3()3()2()1()3()2()1(

 

+δ++−δ+++δ+++ xyxyxyxyxyxyxyxyyxxyxyxy wMMMuQQQuQQQ ,)(2,)(,)(
)3()2()1()3()2()1()3()2()1(

 

 ]dxdyQQcQcQM yyzxxzyxxyxyxy ),)(2
)3()3()2()1()3( δψ+δψ+δψ+++ . (10) 

Введем обобщенные внутренние усилия 

и моменты: 

∑
=

=
3

1

)(

k

k

xxxx NN ; ∑
=

=
3

1

)(

k

k

xxxx MM ; )3()2()1( )( xxxxxxхх MNNсН ++= ; )3(

xzx QQ = ; 

 ∑
=

=
3

1

)(

k

k

yyyy NN ; ∑
=

=
3

1

)(

k

k

yyyy MM ; 
)3()2()1(

)( yyyyyyyy MNNсН ++= ; 
)3(

yzy QQ = ; (11) 

∑
=

=
3

1

)3(

k

xyxy QQ ; ∑
=

=
3

1

)(

k

k

xyxy MM ; 
)3()2()1(

)( xyxyxyxy MQQсН ++= . 

 

Подставив выражения (11) в формулы (10) и при-

равняв к нулю коэффициенты при независимых 

вариациях, получим систему дифференциальных 

уравнений равновесия прямоугольной трехслойной 

пластины на упругом основании в усилиях 

xyxyxxx pQN −=+ ,, , yxxyyyy pQN −=+ ,, , 

0,, =−+ xyxyxxx QHH , 

0,, =−+ yxxyyyy QHH , 

 )(,,2, ryyyyxyxyxxxx qqMMM +−=++ . (12) 

Для связи напряжений и деформаций в слоях 

используем соотношения закона Гука в девиатор-

но-шаровой форме 

)()(
2

k

ijk

k

ij эGs = ; 

 ),,,;3,21,(,3 )()(
zyxjikK

k

k

k ==ε=σ , (13) 

где Gk, Kk – модули сдвиговой и объемной де-

формаций, 
)()(

,
kk

ijs σ  – девиаторная и шаровая час-

ти тензора напряжении, 
)()(

,
kk

ijэ ε  – девиаторная и 

шаровая части тензора деформаций, 

)(
)()(

3
1)( k

y

k

x

k ε+ε=ε , ij

kk

ij

k

ij ээ δε−= )()()(
 (k = 1, 2, 3). 

Компоненты тензора напряжений в слоях с 

учетом выражений (4) и (13) 

)()()()()()()()()(

3

2

3

4 k

yyk

k

xxk

k

yy

k

yy

k

xx

k

xx

kk

x

k

xx KKKGKGs ε+ε=ε+ε−ε+ε=σ+=σ −+ ; 

 
)()()( k

yyk

k

xxk

k

yy KK ε+ε=σ +−
; 

)()(
2

k

xyk

k

xy G ε=σ ; xzxz G ε=σ 3

)3( 2 ; yzyz G ε=σ 3

)3(
2 , (14) 

где 
kkk

GKK
3

4+=+
; 

kkk
GKK

3

2−=−
. 

Используя соотношения (3), (4) и (14), выразим внутренние усилия и моменты через искомые функ-

ции их, иу, ψx, ψу и w: 

( ) ( ) ( )∑
=

−−++−+ −ψ−+ψ−++=
3

1
22112211 ,,,,

k

yyxxyykxxkkxx hKhKcKhKhcuKuKhN  

−















+−








+− ++

xxwK
h

chK
h

ch ,
22

2
2

21
1

1 yywK
h

chK
h

ch ,
22

2
2

21
1

1 















+−








+ −− ; 

( ) ( ) ( )∑
=

++−−+− −ψ−+ψ−++=
3

1
22112211 ,,,,

k

yyxxyykxxkkyy hKhKcKhKhcuKuKhN  



 68

yyxx wK
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h
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h
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y

h
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2

3
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h

xzxz cGdzQ ψ=σ= ∫ 3
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2
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. 

Муу следует из Мxx, если параметры K+ и K– поменять местами. 

( ) ( ) ( ) +ψ





+++++−= +++−−++

xxyyxxxx cKhKhKcuhKhKcuhKhKcH ,
3

2
,,

3

32211

2

22112211  
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Величина Нуу следует из Нхх, если параметры K+ и K– поменять местами. 
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Подставляя в (7) выражения деформаций через 

искомые перемещения (3), производя интегриро-

вание по толщине каждого из слоев и используя 

выражения (6), (5) и (1), получим из (12) систему 

пяти линейных дифференциальных уравнений 

равновесия относительно искомых перемещений:

хуухyyхууxххxуxуxxхyxуxxх рaиawwaauua −=ψ+++−ψ+ψ++ ,,),,(),,(),,( 98321 ; 

yxxyyyхxxyyyyxyxyyyxyxyyy рaиawwaauua −=ψ+++−ψ+ψ++ ,,),,(),,(),,( 98321 ; 

0,,),,(),,(),,( 7109542 =ψ−ψ+++−ψ+ψ++ хуухyyхууххххухуxххyxуxxх аaиawwaauua ; 

0,,),,(),,(),,( 7109542 =ψ−ψ+++−ψ+ψ++ yxxyxxyхxyyyyухxyyyxyxyyy аaиawwaauua ; 

−++−ψ+ψ+ψ+ψ++++ ),2,,(),,,(),,,,( 6,53 ууххууууххххуууухуухуххуххххyyyуxyyхyxxуxxxх wwwaauиuиa  

 qw −=κ− , (16) 
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Принимаем граничные условия, соответст-

вующие свободному опиранию пластины по 

кромкам на неподвижные в пространстве жест-

кие опоры. Тогда для искомых перемещений 

должны выполняться при х = 0; 1 следующие 

требования: 

 их = uу = ψx = ψу = w = 0. (17) 

Для автоматического удовлетворения услови-

ям (17) решение системы дифференциальных 

уравнений (16) принимается в виде разложения в 

двойные тригонометрические ряды: 

b

my

a

nx
Ww

mn

mn

ππ
= ∑

∞

=

sinsin
1,

; 
b

my

a

nx
Uи

mn

mnх

ππ
= ∑

∞

=

sincos
1,

1 ; 
b

my

a

nx
Uи

mn

mnу

ππ
= ∑

∞

=

cossin
1,

2 ; 

 
b

my

a

nx

mn

mnу

ππ
Ψ=ψ ∑

∞

=

cossin
1,
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1 , (18) 

 

где U1mn, U2mn, Ψ1mn, Ψ2mn, Wmn – неизвестные 

амплитуды перемещений. 

Положим продольную нагрузку рх ≡ 0, ру ≡ 0. 

Поперечную нагрузку q представим в виде разло-

жений в следующий ряд: 

 
b

my
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nx
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; ∫ ∫
ππ
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a b

mn dxdy
b

my

a

nx
yxq

ab
q

0 0

sinsin),(
4

. (19) 

 

После подстановки перемещений (18) и нагруз-

ки (19) в уравнения (16) получим систему линей-

ных алгебраических уравнений для определения 

искомых амплитуд перемещений: 
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0129182716 =+Ψ+Ψ++ mnmnmnmnmn WbbbUbUb ; 022121921117 =+Ψ+Ψ++ mnmnmnmnmn WbbbUbUb ; 

032141132918 =+Ψ+Ψ++ mnmnmnmnmn WbbbUbUb ; 0421011421219 =+Ψ+Ψ++ mnmnmnmnmn WbbbUbUb ; 

 mnmnmnmnmnmn qWbbbUbUb =+Ψ+Ψ++ 524132211 , (20) 

где коэффициенты bj выражаются через величины ai и зависят от параметра m и n. 
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Решение системы (20) можно выписать в оп-

ределителях или получать численно с помощью 

обратной матрицы. После определения амплитуд 

U1mn, U2mn, Ψ1mn, Ψ2mn, Wmn искомые функции 

вычисляются по формулам (18). Перемещения в 

несущих слоях и заполнителе следуют из соот-

ношений (2). 

Численный счёт производился для трех-

слойной пластины, пакет которой составлен из 

материалов Д16Т-фторопласт-Д16Т, механиче-

ские характеристики которых приведены в [1]. 

Относительные толщины слоев принимались: h1 = 

= 0,02, h2 = 0,04, с = 0,09; соотношение сторон 

пластины а = 1, b = 1. Интенсивность поверх-

ностной нагрузки q = 1 МПа. 

Численное исследование сходимости рядов 

(15) показало, что при их суммировании доста-

точно удерживать 30 первых слагаемых. Добав-

ление еще 70 слагаемых изменяет результат ме-

нее чем на 0,1 %. 

Распределение нормальных напряжений σxx 

по внешним плоскостям первого и второго слоев 

показано на рисунке 2 (у = 0,5). С повышением 

жесткости упругого основания напряжения 

уменьшаются, причем на внешней плоскости 

примерно на 40 %. 
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Рисунок 2 – Изменение вдоль оси пластины напряжений σхх на 

внешних плоскостях (отнесены к 108): 
1 – z = – с – h2; 2 – z = с + h1; со штрихом – κ = 1 МПа/м2, без штриха 

– κ = 100 МПа/м2 

На рисунке 3 приведены напряжения в несу-

щих слоях на плоскостях склейки с заполнителем. 

Здесь напряжения уменьшаются с увеличением 

жесткости основания подобным образом, но в го-

раздо меньшей степени. 

Изменение вдоль оси х нормальных напряже-

ний )3(

xxσ  в заполнителе на плоскостях склейки с 

несущими слоями иллюстрирует рисунок 4 (зна-

чения уменьшены в 105 раз). При увеличении ко-

эффициента жесткости основания напряжения в 

плоскостях заполнителя остаются того же знака, 

достигают максимума в нижней склейке и умень-

шаются в 1,5 раза. 
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Рисунок 3 – Изменение вдоль оси стержня нормальных на-

пряжений σхх в склейке с заполнителем: 
1 – z = – с (второй слой), 2 – z = с (первый слой); без штриха – 

κ = 100 МПа/м; со штрихом – κ = 1 МПа/м 

(все значения напряжения отнесены к 108) 
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Рисунок 4 – Изменение вдоль оси х прямоугольной трех-

слойной пластины нормальных напряжений σхх на плоскостях 

заполнителя (1 – z = – с, 2 – z = с): 
без штриха – κ = 100 МПа/м; со штрихом – κ = 1 МПа/м 

(все значения напряжения отнесены к 105) 

Таким образом, учет жесткости упругого осно-

вания приводит к существенному уточнению на-

пряженного состояния, возникающего в трехслой-

ной пластине при внешнем силовом воздействии. 

Приведенная в работе методика теоретического 

исследования напряженно-деформированного со-

стояния трехслойных элементов транспортных 

систем может быть применена в дальнейшем при 

различных видах внешнего воздействия, включая 

термосиловое. 
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Е. Р. Dorovskaya. Stress state of transport construction sandwich elements connected with elastic foundation. 

Bend of elastic rectangular sandwich plate with uncompressible filler resting on elastic foundation as, a transport construction ele-

ment is examined. Kirchhoff's hypotheses are accepted for description of base layers kinematics. The foundation reaction is described by 

Winkler’s model. The presence of rigid diaphragm impeding the relative shift of layers is presumed on the contour of the plate. The varia-

tional Lagrange’s principle is used for receiving differential system of equilibrium equations. Analytical solution is written in determi-

nants. Its numerical approbation is carried out by means of inverse matrix. Numerical parametric analysis of stress state of layers material 

depending on elastic foundation rigidity is carried out. 


