
ВШНИСТЕРСТВО ТРАНСПОРТА И КОММУНИКАЦИЙ
РЕСПУБЛИКИ БЕЛАРУСЬ

УЧРЕЖДЕНИЕ ОБРАЗОВАНИЯ

“БЕЛОРУССКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ТРАНСПОРТА”

Кафедра высшей математики

Е. Е. ГРИБОВСКАЯ, Е. А. ЗАДОРОЖНЮК,

С. П. НОВИКОВ

ОПРЕДЕЛЕННЬіЙ ИНТЕГРАЛ

Учебно-методическое пособие

Гомель 2016



МИНИСТЕРСТВО ТРАНСПОРТА И КОММУНИКАЦИЙ
РЕСПУБЛИКИ БЕЛАРУСЬ

“БЕЛОРУССКИЙ ГОЁЗЁЁ№ЁЁ№ТЕТ ТРАНСПОРТА”

Кафедра высшей математики

Е. Е. ГРИБОВСКАЯ, Е. А. ЗАДОРОЖНЮК,

С. П. НОВИКОВ

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

Одобрено методической комиссией электротехничгского факультета

Бел] У 2 а в качестве учебно-методичгского пособия по курсу

«Математика»

Гомель 20 16



УДК 517.987.1(075.8)
ББК 22.161.1

Г82

Р е ц е Н 3 е Н т * канд. физ.-мат. наук, доцент кафедры высшей матема-
ТИКИ С. А. Дудко (УО «БелГУТ»)

Грибовская, Е. Е.

Г82 Определенный интеграл : учеб.-метод. пособие / Е. Е.

Грибовокая, Е. А. Задорожнюк, С. П. Новиков; М-во трансп. И

коммуникаций Респ. Беларусь, Белорус. гос. уН-т трансп. * Гомель :

БелГУТ, 2016. 7 71 с.

ШВП 978-985-554-580-5

Пособие содержит краткие теоретические сведения, описание свойств

и приложений определенного интеграла, а также индивидуальные задания

ДЛЯ расчетно-графической работы. Разобрано большое количество

примеров с подробными пояснениями по указанной тематике.

Предназначено для студентов всех специальностей.

УДК 517.987.1(075.8)
ББК 22.161.1

[ЭВМ 978-985-554-580-5 © Грибовская Е. Е., Задорожнюк Е. А.,

Новиков С. П., 2016.

© Оформление. УО «БелГУТ», 2016





ВВЕДЕНИЕ

Мощным средством исследования в математике, физике, механике И других

дисциплинах является определённый интеграл * одно из основных понятий

математического анализа. Вычисление площадей, длин дуг, объёмов, работы‚

скорости, пути, моментов инерции, координат центра масс И т.д. сводится к

вычислению определённого интеграла.

Целью настоящего пособия является выработка у студентов прочных

навыков нахождения определённых интегралов И использования ИХ прИ

решеНИИ различных прикладных задач. Пособие состоит из трех разделов. В

первом рассмотрены определение, свойства И методы вычисления

определённых интегралов. Второй раздел посвящён различным приложениям

определённого интеграла. Каждый раздел содержит необходимый

справочный материал, большое количество типовых задач с подробными

объяснениями. В конце каждого раздела приведены задачи для

самостоятельного решения, ответы на которые даны в конце пособия. Кроме

того, в каждом разделе имеется большое количество вариантов для

проведения контрольных И самостоятельных работ. В третьем разделе

приведены индивидуальные задания для расчетно-графической работы‚

которые также могут быть использованы И для индивидуальных домашних

заданий.

1 понятИЕ И СВОЙСТВА
ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

1.1 Определение и условия существования

определённого интеграла

Пусть функция у : ](х) определена И ограничена на отрезке [а; 17], а < Ь .

РаЗОбЬёМ отрезок [а; 17] произвольным образом на п частичных отрезков

а=х0 <х1<…<х„ =!) [%;-Еда]ТОЧКЗМИ . На КЕЮКДОМ ЧаСТИЧНОМ отрезке

произвольным образом выберем точку Е" И составим сумму



2лещ :лащ + +лещ
:

Ахгде ‚(:х-х
;( Ь'і * ДЛИНЗ ]С-ГО ЧаСТИЧНОГО отрезка. Эта сумма НЗЗЫВЗСТСЯ

?ь =тах{ Ахё}
интегральной. ПУСТЬ * максимальная ДЛИНЗ ЧаСТИЧНЬТХ

отрезков. Если существует конечный предел интегральной суммы прИ )* —› 0

„ [ а' 17]
, не зависЯЩИИ от способа разбиения отрезка ’ на частичные отрезки И

выбора точек Е", то этот предел называют определённым интегралом от
Ь

Ь родах
х |а- ] х

функции {( ) на отрезке ’ И обозначают “ . ПрИ этом {( )

… … {(хшх
называют подьштегральнои функциеи, _ подынтегральным

выражением, а И [77 соответственно НИЖНИМ И верхним пределами

интегрирования.

Итак,

Ь И

родах =11т2 {(ЕдАхЬ.
№0 _а и

… {(х)
Если указанныи предел существует, то функция называется

„ а' 17]
интегрируемои на отрезке ’
Пример 1 . Доказать, что функция Дирихле

1, если х - рациональное число,
/(Х)=

0, если х ' иррациональное ЧИСЛО

і0' Цне интегрируема на отрезке ’ .

Решение. Выберем сначала прИ составлении интегральных суММ точки

% 69. Тогда

Хлады,‘ :21 Ах,; :1.
16:1 №11

Затем составим интегральную сумму, в которой точки %* * иррациональные

числа:

Ёладщ =Ё0 Ах,; =0.



Таким образом, интегральные СУММЫ МОГУТ ПРИНИМаТЬ КЗК ЗНЗЧСНИС, равное

1, так И ЗНЗЧСНИС, равное 0. СЛСДОВЗТСЛЬНО, предел интегральных СУММ НС

х
существует, т. е. функция {( ) не интегрируема на отрезке [О; 1], хотя И

ограничена на всей числовой осИ.

Как показывает пример 1, не все функции интегрируемы на отрезке

[аз И[а; 17]. Однако, если функция {(х) непрерывна на всюду, кроме, может

быть, конечного числа точек разрыва первого рода, то она интегрируема на

этом отрезке.

Геометрический смысл определённого интеграла (рисунок 1.1) от

… … ЛМ шднепрерывнои неотрицательнои функции на отрезке состоит в

том, что он численно равен площади криволинейной трапеции, ограниченной

графиком функции у 21006) И прямыми х =а, х :Ь’ х :0:

 

17

$=Ущщ

у ‚@у %

0 | а Ь х
Рисунок 1.1

Замечание 1. Определённый интеграл не зависит от переменной

рщш=ртш=р@ш…
ИНТСГРИРОВЗНИЯ: “ ‘1 а

1700606 =- 1700606
!>

Замечание 2. Если а < 17, то положим Если а : 17, то

%щщщ.
::

будем считать

1.2 Свойства определённого интеграла
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„'Их =Ь- а.

1 Если {(х) 21’ то а

2 ПОСТОЯННЫЙ МНОЯСИТСЛЬ МОЖНО ВЫНОСИТЬ за ЗНЗК ОПРСДСЛЁННОГО

интеграла:

Ь

ус/(хих :о родах,
где 06 К _

З Определённый интеграл от алгебраической суммы конечного числа

а' Ь} … …интегрируемых на [ ’ фуНКЦИИ равен алгебраическои сумме

ОПреДеЛёННЬГХ ИНТеГраЛОВ СЛаГаеМЬГХ:

ЛЛЫМХ і... і/„(х))сіх =Ц|у1(х)сіх $.. і[Д(х)сіх.

[№№ [№№
4 Если существуют интегралы & ,

[№№ = ]“!(хшх росии
& и + с

И, се(а;Ь)’ то

5 Если интегрируемые на [щи функции {(х) И 306) удовлетворяют

{(х) $806) хе Ка; Ь]неравенству ДЛЯ ВССХ

[№№ $ умах

‚то

6 Если т ИМ * соответственно наименьшее И наибольшее значения функции

ЛХ) „ [а' 17]
, непрерывнои на отрезке ’ , то

т(Ь- а) $З‘лхшх $М(Ь- а)

7 Тгарема о среднем. Если функция {(х) непрерывна на отрезке [а; Ь]

(а < 17) ЕЕ [а; 17]
, то существует такая точка , что

1)

родах
„‚_—а:!(Ё).



родах
Ь-а {(х)ПрИ этом число

[%%
НЗЗЫВЗСТСЯ СРСДНИМ ЗНЗЧСНИСМ фУНКЦИИ на

отрезке

8 Формула Ньютона * Лейбница. Если функция {(х) непрерывна на

И И
отрезке , ТО

1700656 =Р(17)- Па)
:

 

 

  

 

  

 

где РОС) * любая первообразная фуНКЦИИ {(х) на отрезке [а; Ь] . Число

_ Р Ь
Рф) РШ) удобно обозначать (х) “. Тогда формула Ньютона *

Лейбница принимает ВИД
17

Т(306136 : Ь! №№ _
п/2 „Д Л:

зіпхсіх =- созх =- соз—+с050 =1

Пример 2. 0 О 2 .
1 1

[(М +3)сіх : 2%+3х : %+3 - 0 =%.
Пример 3. ° О

6

]% =1п|х|і =1п6-1п1=1п6.

Пример4. 1 х

9 Замена переменной (подстановка) в определённом интегралг. Если

функция {(х) непрерывна на отрезке [аф] ‚ а функция х ЦРО) непрерывно

дифференцируема на отрезке [тіл’ причём ФИ) :а’ Фи) :Ь

[№№ =]“/(‹р(г))ср'‹г>аг.
:

9 сіх _ Сделаем замену «5 =1. Тогдах =і2‚

1+Л _ сіх=2ісіі; прих=0 1:0; прих=9 1:3
 

Пример 5. °



3 3
2

ф _!2ф- ;Г:;ф*_
_3 ш:_3(2г+2)-2

О1+і 0 1+1

Сделаем во втором интеграле замену 1 +! : у.Тогда [ =у - 1, с!! :сіу.

Если 110, то у:1. Если 113, то у:4.

 

 

 

  

3 4 4

=2: - @ =2 .3- 2 .0- 2111|у|` =6- 21114.
0 1

1 у

„„ зіпх =і. Тогда с!! =сі(5і11х) =созхсіх
созхсіх _ `/_ _

„„ зіп3 х Если х :Ъ, то [ =і. Если х :Ъ, то [ =—3
Пример 6. б 2 3 2

«5/2 -2 Л/2 43/2
211461121— 2-і2 =-#+#=-_+2=—_

1/2 ' 2 1/2 21 1/2 2 З 2 $ 3
4 4

ах 2$,

1-12В примере 6 нам было удобнее не находить х 281051111 И а
созхсіх =сі(5і11х) :сіі. ..

заметить, что ПрИ вычислении определенного
интеграла можно использовать приём “подведения” функции под знак

дифференциала, как И прИ нахождении неопределённого интеграла. ПрИ этом

не требуется заменять пределы интегрирования. Так, например, интеграл из

примера 6 можно найти следующим образом:

‚1/3
: [5іп'3 хсі(5і11 х) =

‚1/5

пЁ…созхсіх № 1

‚1/5 зіп3 х
 

зіп'2 х
 

  „„ 25і112 х „,5 3

10Интггрированиг по частям в определённом интегралг. Пусть и(х)

И УФС) йдИфференцируемые на отрезке [а; Ь] фуНКЦИИ. Тогда
17

“[исім 2…) 2- [}\/ст.
 

П

хзіп хсіх :

О

и 2х, 5111 хсіх 26111

сіи :сіх‚\1 =- созх 0

 

„
=- хсозх\л ]`(- созх)сіх :

О

 

Пример 2
. ТБ . .

=-7гсоз7г+0с050 +5111х|О =л+51117т- 51110 шт.



„ сіх „/4 хсіх _и=х 61112— /4
 

 

  

! 2 — ’ соз2х :хіёх № - ііёхсіх :
0 005 х сіи :сіх \) =Ёёх О 0

Пример 8. ’

л 71 № зіпхсіх 71 № #(созх) 71 №
:_.Ё%_ _ @@@- 1_:—+1_=—+Ш|созх —
4 4 О созх 4 созх 4 °

4 2

Задачи

Вычислить определённые интегралы по формуле Ньютона * Лейбница:
2 п/2

“"(х2 +2х- 3)сіх. `[(25і11х- созх)сіх.

1.2.1 1 1.2.2 0
1 4

сіх х
Ё. ]‘(1 + в „ )СЬС.

1.2.3 ох 1.2.4 с
7 ф 2 362666

 

125-149”. 1.2.6 !“”?
ВЫЧИСЛИТЬ интегралы ПОДСТаНОВКОЙ:

 
11.3 фс № сіх х

где“ * — у2+созх [Ё— :!
1.2.7 Ш (замена @ _! ). 1.2.8 0 (замена 2 ).

Вычислить интегралы по частям:
3 4
х- 3)5і112хсіх. 1111 хсіх.

1.2.9 0 1.2.10 2

Самостоятельная работа №9 1

ВЫЧИСЛИТЬ интегралы:

 

Вариант 1 Вариант 2

1! 6136 ].хсіх

1.0(2х' ЗУ . 1.о 362“ .
Э.Лфс ЫЫЫ

2.45'1. 2.01”.
  



„п

`[він3 хсоз2 хсіх

3. 0
„п

`[(Зх +2) созхсіх

4. 0

2 сіх
»Гх +х3

5.1

 

Вариант 3
1/2

`[№11- х2сіх

1. 0

8 хсіх

231141” .
„п

`[він3 хсоз4 хсіх

 

Вариант 5
д/з

[гёхсіх
1_„/3

хсіх

2.0114}.
д/з

' 23 сіх3. 613111 х

2

1 сіх.ГГх 032х

1-2х

5.5|ц()с+2)(х2 +1)

 

Вариант 4

Г/111х

1.1 " .

2;|ч\/г—_Хсіх
еХ+гХ

д/з сіх

зіпх
 

3_„/3

„п

хсозхсіх

4. 0

1 2- 6х

„ х3 +8

Вариант 6

1

[созП- 2х)сіх

1. °
„? сіх

2 „ 2созх+3_

е-1

011111 х+1)сіх

4_

1 2х- 6

5.011)? +3)(х+1)фс



Вариант 7
1

Рх4х2 +1сіх

1.о

} ‹и
2_02х+\/3х+1_

„п
' 5 3`[5111 хсоз хсіх

О3
1

[х2гхсіх

4. ° .

“ 5х+2

55'1х- 2)(х2 +х)

Вариант 9
„п

5111 х
@ созхсіх

1. 0

9 & сіх

2$Д+45 .
1

11х+3)г`2хсіх

3. 0
„п

`[зіпдхфс

4. 0 .

3 3-7х

55'1х+3)(х2- х)

Вариант 8
1

х - хфс1.01% 51118

9 у_1

_СЁ’
2.11;+1 .

„п
`[зіпЭ хсоз4 хсіх

3. 0
„п
[1х +3)5і11хсіх

Вариант 10
№
[от}; хсіх

1 . "“ .

5 хсіх
 

д/г
1х2 зіп хсіх

3. ° .
д/з
[132 хсіх

4. 0 .

2 7х+4

5.1“|ц()с+4)(х2 +х)

1.3 Несобственные интегралы

Несобственными интегралами называются интегралы с бесконечными

пределами И интегралы от неограниченных функций.



Рассмотрим интегралы с бесконечными пределами (несобственные

х
интегралы первого рода). Пусть функция Л ) непрерывна на интервале

(а; + 00) . Тогда

?](хуіх 21711131оо 3/(х)сіх.

ЕСЛИ ВЫШСУКЗЗЗННЫЙ предел СУЩССТВУСТ И КОНСЧСН, ТО НССОбСТВСННЫЙ

интеграл НЗЗЫВЗСТСЯ СХОДЯЩИМСЯ. ЕСЛИ ЖС предел НС СУЩССТВУСТ ИЛИ

бесконечен, ТО интеграл НЗЗЫВЗСТСЯ раСХОДЯЩИМСЯ. ГСОМСТРИЧССКИ

х > 0
сходимость несобственного интеграла первого рода прИ {( ) означает,

что площадь фигуры, ограниченной графиком функции у =/(х)’ прямыми

х :“ И осью Ох, * конечное число (рисунок 1.2).
Аналогично определяются несобственные интегралы:

Ь ](х)сіх : 11111 Ь ](х)с!х;1 [… .… ;
ЁЁ/(хуіх =і[/(х)сіх + +Ё/(х)сіх 20111111оо ]](хуіх + [7111110 !?!/(хуй.

!](хМх

НССОбСТВСННЫЙ интеграл -оо НЗЗЫВЗСТСЯ СХОДЯЩИМСЯ, ССЛИ СХОДЯТСЯ

оба интеграла В правой части ПОСЛСДНСГО равенства.

уъ/(Ж)

  
Рисунок 1 ‚2



№ атсгё х

… О 1 + х2
Пример 9. Вычислить несобственныи интеграл

“„а—„%х 211111 “;и—382612х = 11111 Уатт}; хсі(агс13 х) =
1+Х2 аа +000 аа +00

Решение. 0 О
2 и 2 2

:]іт№ :НШ ідгс[%2 Ц“ іШСЁЁ2 О 23 . Е - 0 :л__
„а ш [… … 2 2 2 8 

 

Пример 10. Вычислить несобственный интеграл ИЛИ установить его

Ю 2хс1х

1х2+1
раСХОДИМОСТЬ: ' °°

 

 

°° ‘Осі 2+1 ”с] 2+1
Решение. [МЫ =1іш 1Щ+1іш Щ=1іп11111х2 +1)|О +

_„х2+1 ….“ х2+1 ….0 х2+1 №: “

ЁЁЪЫЁ +1)“; =[(0- оо)+(оо- о)},

0 +00
! хсіх ! хсіх

… _ х2 +1 0 х2 +1
ИСХОДНЫИ интеграл расходится, т.к. расходится °° ( также
расходится).

Рассмотрим теперь несобственные интегралы от неограниченных функций

(несобственные интегралы 2-го рода). Если функция у 21006) непрерывна на

а; Ь)
, а В ТОЧКС Х :Ь ИМССТ беСКОНСЧНЫЙ разрыв, ТО полагают

!](хМх =СЁ1Ё103](х)сіх.

ИНТСРВЗЛС [



ЕСЛИ ВЫШСУКЗЗЗННЫЙ предел СУЩССТВУСТ И КОНСЧСН, ТО НССОбСТВСННЫЙ

интеграл НЗЗЫВЗСТСЯ СХОДЯЩИМСЯ, если же предел НС СУЩССТВУСТ ИЛИ

бесконечен, ТО интеграл НЗЗЫВЗСТСЯ раСХОДЯЩИМСЯ. ГСОМСТРИЧССКИ

… х >О …
несобственныи интеграл в случае {( ) представляет собои площадь

 
 

фигуры, ограниченной кривой у =/(х)’ прямыми х =а, у 20 И

у

@@
//

“3

0 а Ь х 
вертикальной асимптотой х =!) (рисунок 1.3).

Рисунок 1.3

(01171х _
Если функция Л ) непрерывна на интервале И в точке х _а имеет

бесконечный разрыв, то
17 17
!](хМх : 11111О !](хМх.

… се а'Ь
Если функция Лх) имеет бесконечныи разрыв в точке ( ’ )

[а;С) 1410,51,непрерывна на интервалах
Ь 1 Ь

„ПОСМХ 211113101/(хшх + „1141310 !](хуіх.

Вышеуказанный интеграл называется сходящимся, если оба упомянутых

выше предела существуют и конечны.

Пример 11. Вычислить несобственный интеграл или установить его

расходимость.

ТО ПО ОПРСДСЛСНИЮ



     
в сіх . ЗЁПП х) . 111'2 х
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111 х 041… _ 2  

е-1і111[- 1 + 1
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Р 1361113 х очно
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т.е. интеграл расходится.

Задачи

ВЫЧИСЛИТЬ НССОбСТВСННЫе интегралы ИЛИ УСТаНОВИТЬ ИХ раСХОДИМОСТЬ.
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145 дгх2- 5х+6

Самостоятельная работа №9 2

Каждый вариант состоит из 7 примеров. Необходимо: в примерах 176

вычислить определённые интегралы с точностью до двух знаков после

запятой; в примере 7 вычислить несобственные интегралы или доказать их

расходимость.
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2 ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЁННОГО ИНТЕГРАЛА

2.1 Вычисление площадей плоских фигур

в прямоугольной системе координат

Из геометрического смысла определённого интеграла следует, что если
](х)20 Чхеи; 121, „ „ „

то площадь криволинеинои трапеции, ограниченнои

кривой у 22006) ипрямыми х =а;х =Ь;у 202 может быть вычислена по формуле

3 =?!(906136,

, 111
у у/і

 

0 а 11 х

причём $ 20 (рисунок 2.1).
Рисунок 2.1



Если надо вычислить площадь фигуры, ограниченной прямыми х 22; х =!)

: : > '
и кривыми у 2006), у 306), где 100—806) Чхе 101,121 (

то можно воспользоваться формулой
17

$ : рсс)- з<х>>ах
а

у «192

рисунок 2.2),

 

 

  & %@   У

Рисунок 2.2

№)- з<х> 104191
ЕСЛИ ЖС раЗНОСТЬ НС сохраняет знак на ОТРСЗКС , ЭТОТ

ОТРСЗОК разбивают на ЧЗСТИЧНЫС ОТРСЗКИ, на КЗЖДОМ ИЗ КОТОРЫХ фУНКЦИЯ

{(х) _ 306) сохраняет знак. Например, для случая, изображённого на рисунке

2.3, площадь заштрихованной фигуры

17 с с!

8 =1з(х>- /(Х)1сіх+5[(/(Х)- 3<х>>1х+ 1300- №№.

\ ©«5116 „>   
 

*
У

Рисунок 2.3



Пример ]. Вычислить площадь фигуры, ограниченной косинусоидой

 

у =СОЗХ и осью Ох, при условии О $х $75 (рисунок 2.4).

у1 }) ч 00
8 (Г)

Е
2 Л

0 у : 0 х

- 1

Рисунок 2.4

Решение. Так как СОЗХ 20 №6610.” Л/Д и СОЗХ $0 НХЕ1Л/2; 251

  

, то
11/2 11

$:!(созх-0)сіх+ 110-созх)с!х=зі11х”/2-зі11х2‘[/2=1-0-0+1=2
0 71/2

=сЕсли требуется вычислить площадь фигуры, ограниченной прямыми у

у :о! И КРИВЫМИ х =Ф11у1 х =ср21у1 Где ср1(у12ср2(у1 №610; 611
э

:

(рисунок 2.5), то можно воспользоваться формулой

 

$=1сму11у11сіу

у

61 ______

№№ х=‹р1<у>

с ‚„

О | х

Рисунок 2.5



2 _
Пример 2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями у —2х ,

у —х- 4 (рисунок 2.6).
Решение. Найдём точки пересечения линий:

х =8;

1)! =4;

у2 =2х; х2 - 8х+16 =2х; (х- 8)(х- 21:0; х =2;

1у=х- 4. 1у=х- 4. 1у=х- 4. 1322'2-

Площадь заштрихованной фигуры можно найти как сумму площадей двух

5 5115. 1127114541. 4111.
фИГУР Однако площадь в

данном случае удобно вычислять, считая х функцией от у (если у :х- 4,
2

_ 2 _ х =—
тох—у+4‚аеслиу —2х‚то 2 ):

4 2 2 3 4
32 4$: ( +41-у— =у—+4 -у— =8+16-—-2+8-—=18.

„11 у 2 ду 2 у 6 _2 3 3 

 

 

 

 
Рисунок 2.6



Пример 3. Вычислить площадь фигуры, заключенную между параболой

2у :х … … М(1;1)
, КЗСЗТСЛЬНОИ К НСИ В ТОЧКС И ОСЬЮ ОРДИНЗТ. СДСЛЗТЬ

чертеж.

Решение. Найдем уравнение касательной к параболе. Известно, что

уравнение касательной имеет вид у _ уд =у (хо )(х- хо )’ где (3922,0)7 точка

касания. Так как у =2х‚у(1)=2‚

у- 1=2(х- 1)

ТО уравнение КЗСЗТСЛЬНОЙ ИМССТ ВИД

ИЛИ у 3236" 1.

Построим параболу и касательную (рисунок 2.7). Найдем площадь

криволинейной фигуры (она заштрихована на чертеже). Воспользуемся

17

$ = рсс)- з<х>>ах

 

 

 

 

 

формулой а ‚где 806) 3236" 1‚ {(х) 2х2.

1 1 3 1

$ =]‘(х2 -(2х-1))сіх=](х2 - 2х+1)сіх= % х2 +х =--1+1=-
0 О 0 (ед. кв.).

х

\ - 1
_/

//
а

Рисунок 2.7

2.2 Вычисление площадей плоских фигур,

заданных в параметрическом виде



Если криволинейная трапеция ограничена линией, заданной уравнениями в

параметрической форме 262260), у =))“), где [1 $! $12, осью Ох и

прямыми х 222 х 217, причём 3501) =“, 3502) =]? , то её площадь 3 при

у(1)20 116111-м21
вычисляется по формуле

[2

$ : іу([)х (061!

Пример 4 Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными

=3 [

1342223; 1 =2 (у 22)
уравнениями (рисунок 2.8).

Решение. Найдем значения параметра [ , при которых пересекаются эллипс и

прямая:

)))/$3211”, 45і111=2‚5і111=‚і1= ‚12 :

 

5—11
6

л

6. Искомая площадь равна
11 11

м
і
—

%
$=Ц|ц(4зі111-2)(3созі)’сіі=—Л45і111-2)(- 35і111)сіі=- ](125іп2і- 65і111)сіі=

:"
561156 6

Д5 % .
__ -соз2і - =_ _511121 11 1- л 511 1 511_ 12511_2сіі+6542511іісіі 6(і 2 )

Ё _

-6 Дэб ___ ___ _созіъё3 6(6- 25і113- 6+25і113)- 

 @5

-6(с05%- соз5Ёл) =- 6

   

Е
6

 

\

О
\
ю
і
і
ш

;

„

|| М
><`

1/

 
Рисунок 2.8



Задачи

2 _ _
2.1.1 Найти площадь фигуры, ограниченной линиями у —9х‚ у —3х.

_ 2
2.1.2 Найти площадь фигуры, ограниченной равнобокой гиперболой ху —а 2

х =а х =2а.
осью Ох и прямыми ’

_ _ 2
2.1.3 Найти площадь фигуры, заключённой между кривой у —4 х и осью
Ох.

х2/3 + у2/3 =а2/3.
2.1.4 Найти площадь фигуры, ограниченной астроидой

_ 3 _
2.1.5 Найти площадь фигуры, ограниченной кривой у —х ’ прямой у —8 и

О .
осью у

2.1.6 Найти площадь фигуры, ограниченной одной полуволной синусоиды

у —5111х и осью абсцисс.

у =Ё;у =2х;у =)с-2.1.7 Найти площадь фигуры, ограниченной линиями

2.1.8 Найти площадь области, заключённой между параболами у

=2рх, х2 =2ру.

2.1.9 Найти площадь фигуры, ограниченной одной аркой циклоиды

х =а(і- 5і111), у =а(1- созі) и осью абсцисс.

— 3
2-1-10 НаЙТИ ПЛОЩадЬ фигуры, ограниченной астроидой х _“ 005 [:

у =015і113 :

2.3 Вычисление площадей плоских фигур

в полярной системе координат



Пусть требуется вычислить площадь фигуры, ограниченной линией ] э

… … 0‚ 7, Ф ? =71Ф)
ЗаДаННОИ В ПОЛЯРНОИ СИСТСМе КООРДИНаТ уравнениеМ И

    Р=Р(ч>)

 () ”'

лучами Ф 201, Ф 26 (рисунок 2.9).
Рисунок 2.9

В этом случае можно воспользоваться формулой

_12 28 _а!!! ((та/ср.

Пример 4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кардиоидой

„ =а(1+созср) (рисунок 2.10).

Решение. Ввиду симметричности кардиоиды относительно полярной оси ее

площадь равна

8 22% 72614) 22% 01211 +соэср12сіср =а20|(%+2соэср+%соз2ср сіср :

=а2 “(%Ф+25і11ср+ізі112срцп :а2 %д 2311014

0

 
4 2



Рисунок 2.10

Пример 5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной окружностями

# =ЗЛасоэф И 7 =3а5іпср.

Решение. Очевидно, что окружности пересекаются в точке О * полюсе.

Найдём ещё одну точку пересечения окружностей:

? =3х/5асозср 1 1
: г =Л; :агсг Л; 005 =_=—; ? :ах/Ё.

? =3а5іпср ЗФ Ф % Ф `/1+гд‹;2ср Л

Итак, А(агсг3 Л; "`/Б) Построим окружности (рисунок 2.11).

7:3а5іпср

    г:З`/Ёасозч›

 

Рисунок 2.11

    

Искомая площадь 5 равна сумме площадей криволинейных секторов

ОАС И ОАЕ:

1 ……л 1 % 2 ……л
8 =— [ (3а5іпср)2с!ср+— [ (Здасозср) сіср =—а2 [ (1- соз2ср)с!ср+

2 О 2 д 4 0
шт;

л/г №45 2 №
+—а2 „[ (1+соз2ср)сіср =2а2 ср- ізіп2ср +% ср+і$іп2ср =

ашщЛ 4 2 О 2 2 ашщл  



3

2_\Г
5іп2ср =25іпср созср—_

если ср :агспёх/Е, то {%ср :х/Е', созср 21/5; зіпср =г15ср 'созср =\];

    

3

_9а2 1_Г92л_ _1№_92_ _—4—а агсгёд- 2 3 +501 2 агсгёд 2 3 _Еа (л агсгёл Л).

Задачи

… … # =а`/соз2 .
2.2.1 Вычислить площадь фигуры, ограниченнои лемнискатои ср

2.2.2 Вычислить площадь фигуры, ограниченной одной петлей кривой

г =а зіп 2 ..
ср (четырехлепестковая роза).

2.2.3 Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой ;» —а СОЗФ'

… … г =соз 3 .
2.2.4 Вычислить площадь области, ограниченнои кривои ср

2.2.5 Вычислить площадь, описываемую полярным радиусом спирали

Архимеда ;» :аср

вует ср 20'

ПРИ ОДНОМ СГО обороте, ССЛИ началу ДВИЖСНИЯ СООТВСТСТ-

2.4 Вычисление дтшны дуги кривой

: Л' Ь
а) Если функция у {(х) имеет на отрезке [ ’ } непрерывную произ-
водную, то Длина Дуги графика этой функции, заключённой между точками

А(„-‚№)) И Вима)» вычисляется по формуле
[7

!=},‚1+(/'(х))2сіх.

2 2 _ 2х + у —К .
Пример 6. Вычислить Длину окружности

Решение. Найдём сначала длину четвёртой части окружности, лежащей в

первом квадранте. Уравнение дуги этой окружности, лежащей в первом

‚ х
у :"_-_! 2_ 2 2 2

квадрант, имеет ВИД у _ В х ’ О ЁХ ЁК' Отсюда К ' х

Следовательно,

1}

—1=б[ 1+— — Нах_=Кагсзіп—К =}? 5- 0 =Ё.
' х2 —б[\/К2 - х2 о 2 2

Итак, Длина всей окружности [ 2275}?-



б) В случае, когда плоская кривая задана параметрическими уравнениями

х =х(1)‚у =у(1)‚ 16 [д; 12}, Где х(і) И

х'(г) ;&0 #16 [д; 12}, „ „
ПРОИЗВОДНЫМИ И ДЛИНЗ ДУГИ такои КРИВОИ ВЫЧИСЛЯ-

ется по формуле

1——Ё…хП 2+ у(

УО) * фуНКЦИИ С НСПРСРЫВНЫМИ

Пример % Вычислить Длину Дуги циклоиды х 2610- ЗПП),

у =а(1- созі)’ 0 $1 $2” (рисунок 2.12).

21! 21!

Решениг.1=[‚‘(а(1- сов!”2 +(а5іпі)2сі =а \)1- 2созі+соз2і+5іп2 1611 =

О О

21! 21! [ 21! [ [ 21!

=а `‚2(1- создай :ау 45і11256й =а1`25іп541 =-4асозэ =4а +4а =8а.

О О О О

 

() | эш 2э'ш х

Рисунок 2.12

в) Если же кривая задана в полярной системе координат уравнением

? :? Е ог 7, ог „ „
(Ф)’ Ф [ ’ Ві И (Ф) непрерывна на [ ’ Ві , то Длина Дуги этои кривои

может быть вычислена по формуле

1 261472 +(г')2сіср.

Пример 8. Вычислить Длину кардиоиды у :“ (1 + 005$) (рисунок 2.13).

Решение. ВВИДУ СИММСТРИИ КЗРДИОИДЫ ОТНОСИТСЛЬНО ПОЛЯРНОЙ ОСИ

1:2 "72 +(г')2сіср =2[‚‘а2(1+созф)2 +а2 зіп2 срсіср :
О О



=2а "1 + 2созср + 0052 ср + зіп2 срсіср =2а[1‚2(1 + созср)сіср :
О О

=2ап 4соз2Ёсі =2ап созЁсі =8а5іпЁл=8а.
! 2 Ф „Р 2 Ф 2 О

 

Рисунок 2.13

Задачи

2/3 2/3 : 2/3
2.3.1 Найти всю Длину астроиды х +у а '

“ а 2 2х3
2.3.2 Вычислить Длину ДуГИ полукубическои параболы у от начала

(5а; 5а\Б).
координат до точки

? =а5іп3 ((р/3) .
2.3.3 Найти всю Длину кривой

: 3 = ' 3
2.3.4 Вычислить Длину кривой х асов [’ у азш ['

_ (ХФ . .

2.3.5 Найти Длину спирали 7 —е от полюса ДО ТОЧКИ (% ’ р)

2.5 Вычисление объёмов тел

а) Объём тела, заюуо "Нного между двумя плоскостями х :“ И х :Ъ , в случае,

  



Рисунок 2,14

х2 +у2 +22 211“.

х:]/1 ЙЕі-К‚К}.

Пример 9. Вычислить объём сферы

Решение. Пересечём сферу плоскостью = где В сечеНИИ

х =И; 2 2
у2+22 =К2-И2. Л…? -И).

получим круг Площадь такого круга равна

Искомый объём сферы
К И3 к 123 КЗ 4

— 2 _ 2 — 2 _ _ = 3 _ _ 3 _ _ =_ 3У—ілпг И)сЙ—Л(КИ ЗЦЖ „(к 3 +12 3) Злк.

6) Если тело образовано вращением вокруг оси Ох криволинейной трапеЦИИ

аАВЬ, ограниченной кривой у 21006) И прямыми х =а, х =Ь’ у =0 (рисунок

2.15), то в сечениях тела плоскостями х :И будут получаться круги, И объём

такого тела можно вычислить по формуле

у

; і @ В
У   
 

›‹м
/



Рисунок 2.15

Пример 10 Вычислить объём тела, образованного вращением эллипса

  

 

 

2 2х
_2 + у_2 21

а Ь вокруг оси Ох.

Решение Ввиду симметричности тела относительно плоскости УО искомыи
объём

2 2 а 2 а 4 2
У =26Гду сіх=2бГл1-Ь2сіх=2л17 х- — =2лЬ а- — =—лаЬ .

За2 0 3

   

Пример ]] Вычислить объём тела, образованного вращением вокруг оси
_ Х

Ох фигуры, ограниченной крИВОИ у —е (х < 0) (рисунок 2.16).

Рисунок 2.16

Решение ТСЛО беСКОНСЧНО ВЫТЯНУТО ВДОЛЬ ОСИ Ох' ПОЭТОМУ ПРИ Н8Х0>КДСНИИ

его объёма используем несобственный интеграл.

2=—1іше2х о—Т—Е1іт(г°- @“ )=5
О

2

У— ‘ сіх=1' дві… —— 1-0
№438) ППЛ} х) 2.19… и 2.19… ( )д„_

5'

а—А-ш

в) Если кривая у =/(х)’ хеш" Ь] задана в параметрическом виде

х :хо); у =У(1)‚ЁЁ[’1З’2Ъ причём х(і ) =“, 3602) =]), то объем тела

вращения вокруг осИ Ох криволинейной трапеции определятся равенством

У 25: ]у2(1)х’(г)аг.



О … …
г) Если тело образовано вращением вокруг оси у криволинеинои

трапеЦИИ ССПС] (рисунок 2.17), то его объём вычисляется по формуле

У =л31ф1у))2сіу.

 

 

Рисунок 2.17

… … … … : Е (1;
Д) ЕСЛИ криволинеИНЫИ сектор, образоваННЫИ крИВОИ ? КФ)’ (р 1 [51

=а : …
И лучами Ф ’Ф В, вращается вокруг полярнои оси, то объем тела

вращения может быть вычислен по формуле

2 В 3 .
У —Зл&[г зшсрсіср.

Задачи

2.4.1 Вычислить объём пирамиды площадью основания 3 И высотой Н-

(аф)
2.4.2 Отрезок прямой, соединяющей начало координат с точкой ,

О . … ..
вращается вокруг оси у НаИТИ объем полученного конуса.

2.4.3 Найти объём тора, образованного вращением окружности

2 2 _ 2

х +(у_ Ь) —а (12201) вокругоси Ох.

у2 =2рх х2.4.4 Фигура, ограниченная ЛИНИЯМИ И =а, вращается вокруг

оси Ох. Найти объём тела вращения.



2.4.5 Фигура, ограниченная одной аркой циклоиды х =а(і- …”),

у =а(1- сов!) Ох,
И осью вращается вокруг оси Ох. Найти объём тела

вращения.

2.6 Вычисление площади поверхности тела вращения

у =/(Х)а) Пусть нам дана поверхность, образованная вращением кривой

Ох,вокруг оси И функция {(х) имеет на отрезке 1“; [71 непрерывную

производную. Тогда площадь этой поверхности на участке и $х $5 можно

вычислить по формуле
Ь

$ =2л!](х)1‘1+(/'(х))2йх.

6) Если кривая у 21005), хеш; 17],

х 2360); у =У([)‚ЁЕ[Ё1'‚Ё2]‚

поверхности тела вращения вокруг оси Ох криволинейной трапеции

определятся равенством

задана В параметрическом ВИДС

3501) :“ 3602) 217причём то площадь

12

$ =2л№) (хи)? +(у'(г>)2сіг-
11

в) Если криволинейный сектор, образованный кривой ? :КФ)’ Феіа; 61 И
:(1 : …

лучами Ф ’ Ф В , вращается ВОКРУГ ПОЛЯРНОИ ОСИ, ТО ПЛОЩЗДЬ

ПОВСРХНОСТИ тела вращения МОЖСТ бЫТЬ ВЫЧИСЛСНЗ ПО фОРМУЛС

@

$ 22:5 11” зіпсрф”2 + (г')2сіср.

Пример 12. Определить площадь поверхности параболоида, образованного

=2рх,2
вращением вокруг оси Ох дуги параболы у соответствующей

изменению х от х =0 ДО х :“ (рисунок 2.18).
2 _2 . _— х —+`/2 х.

Решение. у р ’ у р Можно считать, что поверхность образо-

вана вращением ДуГИ параболы у : " 217х вокруг оси Ох. Поэтому

‚ _ 2р

у —2`/2рх'



$ =2л;|;/2рх/1+—сіх =2л2|11р2+2рхсіх =2:гсб|1р2+2рх)1/2 сдр2+2рх)'ё—
217—

л 3/2 2 255 )3/2_ _2_ртв\/_ )3/2_
;(р2+2рх) 3|: =3—р11р2+2ра) 1731— 2711(№ 173”)-

У

 

 

Рисунок 2.18

Задачи

2.5.1 Найти площадь поверхности, образованной вращением ДуГИ параболы

2 =4ах 010' 0) А13а;2а«/Ё)
от точки ’ до точки вокруг оси Ох.

2.5.2 Найти площадь поверхности конуса, образованного вращением отрезка

… у =2х 0(0-‚ о) А(2-‚ 4) _
ПРЯМОИ ОТ ТОЧКИ ДО ТОЧКИ ВОКРУГ.

Ох;

б) оси Оу'

2.5.3 Найти площадь поверхности тора, образованного вращением круга

2 2 2+ - : >
х (у Ы и (Ь а) вокруг оси Ох.
2.5.4 Найти площадь поверхности тела, образованного вращением одной арКИ

х =а([- 5і111), у =а(1- 0051)

а) оси

циклоиды вокруг оси Ох.

х =а5іп31‚ у 20100531
2.5.5 Астроида вращается вокруг оси Ох. Найти

ПОВСРХНОСТЬ тела вращения.

2.7 Вычисление работы переменной силы

и силы давления жидкости



ПУСТЬ материальная ТОЧКЗ ДВИЖСТСЯ ПО ПРЯМОЙ .ГШНИИ ПОД ДСЙСТВИСМ НСКОТОРОЙ

переменной силы В Рассмотрим случай, когда сила Р сохраняет постоянное

направление, но меняется по модулю. За ось Ох примем прямую, вдоль которой
х = а

движется точка. Пусть начальная И конечная точки имеют абсциссы И

х=Ь (а<Ь) … _
соответственно. В каждои точке отрезка [а, 17] модуль силы

Е(х). Е(х)
прршимает некоторое значение Если функция непрерывна, то

работа силы Р прИ перемещении из точки а в точку 17 может быть вычислена по
формуле

А =%(х)сіх.

Пример 13. Вычислить работу, затраченную на растяжеъше пружтишы на 0,1 м,

если известно, что ДЛЯ удлинеъшя её на 0,05 м нужно приложить силу в 2 Н.

 

Решение. По закону Гука модуль силы Р’ растягивающей пружину,

1121210“ хпропорционален растяжению пружины, т. е. где + величина рас-

1с= 2 :
тяжения. Из условия 2 212 '0’ 05 ' Следовательно, 0’05 (Н/м). По-

0,1

|Ё| 24035 211706) И А 23140336136 220х2|оё 20,2

этому (Дж).

П А1АЁВ2ВР … …
усть пластина имеющая ВИД криволинеинои трапеции (рисунок

92.19), погружена вертикально в жидкость плотностью таким образом, что

её основания параллельны поверхности жидкости И находятся на расстояниях

Ц И Ь ОТ ПОВСРХНОСТИ ЖИДКОСТИ СООТВСТСТВСННО. Требуется ОПРСДСЛИТЬ СИЛУ

ДаВЛСНИЯ ЖИДКОСТИ на ПЛЗСТИНУ.

Сила ДаВЛСНИЯ ЖИДКОСТИ на ПЛЗСТИНУ МОЖСТ бЫТЬ ВЫЧИСЛСНЗ ПО фОРМУЛС

Р :; !рх1у2(Х)- у1(х))сіх‚

ГДО 3 * УСКОРСНИС СВОбОДНОГО ПЗДСНИЯ.

 

 



Рисунок 2.19

Пример 14. Вычислить силу, с которой вода Давит на пластину, имею-

щую форму равнобочной трапеции, верхнее основание которой а :70 м,

нижнее Ь :50 м, а высота И :20 м. Плотность воды р —1000 кг/м3.

Решение. Выберем систему координат так, как показано на рисунке 2.20.

 

 

  

0 70 У

С

20 _
А 50 В

х

Рисунок 2.20

К А, В, С .оординаты точек легко вычисляются из чертежа.

х- 0 _ У" 0 .

А(20’ 10)’ В(20’ 60)’ С(0’ 70)' Уравнение ЛИНИИ ОА: 20" 0 10" 0,

х- 0 У" 70
_ . : ;у=-0‚5х+70.

у —0‚5х. Уравнение ЛИНИИ 20" 0 60" 70 Поэтому

Р =3 урхЦ- 0,5х +70) - 0,5х)сіх 293136”… хМх :
ИСКОМОС Давление ° °

=р3(35х2 - 36%) ? :р3(35 .400- №300) №115(Н).

Пример 15. Котёл имеет форму параболоида вращения. Радиус его ос-

нования В :3 м, глубина Н :5 м (рисунок 2.21). Котёл наполнен жидко-

 

стью, плотность которой р —800 кг/м3. Вычислить работу, необходимую ДЛЯ

того, чтобы выкачать воду из котла.



_ 2
Р 0ху у —ах ‚
ешгниг. ССЧСНИС КОТЛ21 ПЛОСКОСТЬЮ ССТЬ парабола ПРОХО-

5. _ 2 а =—.
Дящая через точку №(3’ 5)' Поэтому 5 _а '3 ’ т. е. 9 Уравнение пара-

5 2
=—х .

болы 9

РаЗДеЛИМ ПарабОЛОИД На СЛОИ ПЛОСКОСТЯМИ, ПараЛЛеЛЬНЬ1МИ ПОВерХНОСТИ

П 6 5 ' у 60”- ТЖИДКОСТИ. УСТЬ ТОЛЩИНа СЛОЯ На ГЛУ ИНС равна огда, ПрИНИМаЯ

№2сіу :лёусіу.
приближённо слой за цилиндр, получим, что его объём

. _ 5_
Масса слоя будет равна 5 Работа по поднятию слоя на высоту у

ф4=л%уфя '9315' у). ОЁу $5

ОПРСДСЛИТСЯ КЗК Учитывая, что ’ получаем

 

 

5 5 5 2 3 5

9 9 5у уА : № : _ 5- =_ 5- =_ __ _(ЗГ (Ё… Ирэсіу 55593601 уШу 55593 2 3 ] о

=2№(Щ- @) :ащщ№№ …Ё .… .800 9,8 2294300
5 2 3 5 6 2 2 (дЖ)_

Рисунок 2.21

Задачи



2.6.1 Вычислить работу, которую нужно затратить на сооружение кони-

ЧССКОГО кургана, радиус ОСНОВЗНИЯ КОТОРОГО В :2 М, а высота Н =3

однородного строительного материала плотностью р —2500 кг/м3.

2.6.2 Вычислить силу давления воды на прямоугольник, вертикально по-

гружённый в воду, если известно, что его основание равно 8 м, высота + 12

м, верхнее основание параллельно поверхности воды и находится на глубине

5 м. Плотность воды р 21000 кг/мз.

2.6.3 Вычислить работу, которую нужно затратить на выкачивание воды из

полушара радиусом 5 м.

м, из

2.8 Вычисление статических моментов,

моментов инерции и координат центра масс

дуги плоской кривой

у:}(х)= гдеа) Если дуга плоской материальной кривой задана уравнением

хЕ[Ц;Ь1‚ р=р(х)‚ …И имеет плотность то статические моменты этои дуги

М Му " Ох Оух И ОТНОСИТСЛЬНО КООРДИНаТНЬ1Х осеИ И наХОДЯТ ПО фОРМулаМ

М,. =Ёр(х›/(х› „(…))ъх; Му =1р(х›х 1+(/'<х>>2ах-

] ‚ [у … Ох ОУМоменты инерции * относительно осеи и можно вычислить по
формулам

[х =3р(х)/2(х) 1+(/'(х))22х9 [у 2171913038 1+1/1х112сіх.

КООРДИНЗТЫ центра масс:

Му М
х =_. у : Х

СМ’СП’
где М + масса дуги, вычисляемая по формуле

М =3р(х)`/1+(/'(х))2ах.

6) Если однородная кривая задана параметрически х =х(і); у =у(і)‚

[& [212 [2 ]’ то ее координаты центра масс находятся по формулам



Ът>оУ+оУш Ът>оУ+оУш
11 ; ус _ 11
 

[2 [2

уоУ+оУш уоУ+оУш
‘1 ‘1

в) Если однородная кривая задана в полярной системе координат

1” =7(Ф)‚ Ф61а№1
ураВНСНИеМ , ТО, СОВМССТИВ ДекаРТову СИСТеМу И

полярную, координаты центра масс кривой находят по формулам
15 15

[90059492 +(р')2сіср [рзіпчж/Ы +(р')2сіср
х _“ В ; ус _“ в

№92 +(р')2сіср [492 +(р')2сіср
С

Пример 16. Вычислить координаты центра масс однородной Дуги

: к2_ Х2

полуокружности у и момент инерции полуокружности

 

относительно оси Ох (рисунок 2. 22).

  

 

 

у

Ус

>
-К 0 В х

Рисунок 2.22

Р 9136) = .
гшгниг. Так КаК Дуга ОДНОРОДНаЯ, ТО МОЖНО СЧИТаТЬ, ЧТО

В 2 К Е
МХ : “кд х2 111+ } 2сіх=К [фс=1?х =2К2.

_ К К ' х _ К ‚н

1
М =— 2551? :лК

Так как М + Длина Дуги полуокружности, то 2 Значит,

у _МХ _2іе2 _2К

с М ЛК Л: & хе :о, Т.К. ЦеНТр Масс НаХОДИТСЯ На ОСИ СИММеТрИИ,

О .
а ПОЛУОКРУЖНОСТЬ СИММСТРИЧНЗ ОТНОСИТСЛЬНО ОСИ у



 
К 2 К К

А =Л1е2- х2)‚/1+К2х 2сіх=К \ікі- х2сіх=2К жд); :
-1г ' х -1г (›

д/2 д/2
=1 х =]? зіпі; сіх =]? 00516111 =2К [4122 - 122 5іп2і 'В 005161! =2К3 1200521611 =

О 0

„п л/2 3
 

  

 

 

 

=К3 111+соз2і)сіі=1?3 г+ізіп2г :}?3 Ё+0-0-0] =“К .
о 2 о 2 2

3

(ходе) =[0;Ё]; 1. =ЛК .
Ответ: л 3

2.9 Вычисление статических моментов,

моментов инерции и координат центра масс

плоской фигуры

… у =31х) ‚
а) Если плоская фигура ограничена снизу линиеи

у 2/(26) на отрезке [а; Ь (см. рисунок 2.2), поверхностная плотность

р =р(х)‚

сверху + линией

М М
фигуры то статические моменты фигуры * и у относительно

осей Ох и Оу находят по формулам
17 17

М,. :; ;рЫ/чхъ шлиц Му =ур(х›х(/(х›- ;о))ах.
] 1 О -

Моментыинерции "’ у относительно осеи Ох и у '

_1Ь 3 - 3 х - —Ь хх2 х - х12—2!Р(Х)(/(Х) 31 ))сіх, [у —;|“р() (Л) 3111656-

Координаты центра масс фигуры вычисляют по формулам

М М
х=_у; С= ",

С М у М

где масса М фигуры вычисляется по формуле

М =}…» .(иы- дыши

 

6) Если плоская фигура ограничена линией, заданной в полярной системе

?” =1‘1Ф) ср =а, ср 26
КООРДИНЗТ уравнением И лучами , ПОВСРХНОСТНЗЯ



р=р(ср)‚ МХ Муплотность фигуры то статические моменты фигуры и
… О …

ОТНОСИТСЛЬНО ОССИ Ох И у ДСКЗРТОВОИ СИСТСМЫ НЗХОДЯТ ПО формулам

@ @

МХ % урксрщстзіпсраср; Му :; ;рксрисржозсраср.

Моменты инерции ["’ [у относительно осей Ох и Оу :

_15 2 . 2 _ _15 2 2
12 —Е;|Ъ(Ф)г (905111 Фата 1у —Е!Р(Ф)7 (90005 Файр-

Координаты центра масс фигуры вычисляют по формулам

М М
У Х

хе =—'‚ Ус =—‚
М М

где масса М фигуры находится по формуле
В

М =%!р(ср) °72(ср)сіср.

Пример 12 Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры,
2… у =6- х ; у =2.

ограниченнои линиями

Решение. Из однородности и симметричности данной фигуры следует, что

хб =О (рисунок 2.23).

/
%
|  



Рисунок223

2

]1(6- х2)2 - 22)сіх 41132 12х2 +х4)гіх :
2 2-2

2-2- 2 - 22$—2(64 32+5 +64 32+5) 5.

 Ю
|
›
—
-

2 :8- $…. 8 _16_ 16 :322

М:](б-х2-2)ьіх=_!(4-х2)ьіх=(4х-%3) 3 5_ ??.
 

 

Задачи

… х =асозЗі; у =а5іп3 !.
2.7.1 Наити координаты центра масс Дуги астроиды

… … =5іпх
2.7.2 Наити статическии момент синусоиды у относительно оси

Ох (0 $х $55).

… … 9 х Е1 …
2.7.3 Наити координаты центра масс однороднои плоскои фигуры,

2 2

ограниченной дугой эллипса а Ь лежащей в первом квадранте, и

осями координат.

Самостоятельная работа №9 3

Каждый вариант состоит из четырех заданий, в которых необходимо

вычислить:

1 + площадь фигуры, ограниченной указанными линиями;

2 + длину дуги данной линии;

3 + объём тела, полученного вращением фигуры Ф вокруг указанной оси
координат;

4 + площадь поверхности, образованной вращением дуги кривой Ь вокруг

указанной оси.

Вариант 1 Вариант 2

1_ р 231/соз2ср. 1_ у =2х2‚у 23" х.



2 х =200531‚ у =25іп31.

3 Ф:у2 =4- х, х=0‚ Оу.

у_х_3
4. Д: 3 (_1/2 іхі1/2), Ох.

ВариантЗ

1_ у =л‚у :хз.
2 р =5іп3(ср/3) (0 $$ $л/2).

3 Ф:х2/9+у2/4 =1‚Оу.

4. Д: х =10(і- 5іпі)‚у =10(1- сов!)

(0 $1 $255), Ох.

Вариант 5
1_ р =4созЗср.

2 гц? №.
3. Ф: х=6(і- 5іпі), у=6(1- созі)‚Ох.

4.1: 3у=х2(0$х$2)‚ Ох.

Вариант 7

1 р =2(1- созср).

2. у2 =(Х+1)3’ отсечённой прямой
х 24.

3 Ф:у2 =х, х2 =у, Ох.

4. Д: х =2(і- 5іпі), у =2(1- сов!)

(0 $1 $255), Ох.

Вариант9

1 х =4(і- 5іпі), у =4(1- 0051).

2. р 260053 ((р/3) (0 $$ $л/2).

3.Ф:х=1-у2‚ у=\/Ёх‚у=0‚ Ох.

2. х =2(созі +ізіпі)‚

у =2(5іпі- 10051), (0 $1 $55).

& Ф:\Б+`/у=\/2‚х=0‚у=0‚0х.

42: 922%“?
Вариант 4

1 х =700531‚у =75іп3 [.

, ПОЛЯРНЗЯ ОСЬ.

2 р =25іп3(ср/3) (0 $$ $л/2).

& Ф:у3 =х2‚ у =1‚Ох.

4.Ь:у=х2/2‚ …
отсекаемая прямои

у =3/2, Оу.

Вариант 6
1 р =30052ср.

х2/3 +,))2/3 _42/3

2. _ '

3. Ф: х =30052 [, у =45іп2 [,

(0 $1 $д/2), Ох.

4. Д: у=`Б
у=х‚ Ох.

’ отсекаемая прямой

Вариант 8

1_ р2 =25іп2ср.

2. у =1-1псозх (0 $х $л/6).

& Ф:у2 =(х-1)3‚ х 22, Ох.

4_ Д: х =созі, у =3+5іпі‚ Ох.

Вариант 10

1 р =2(1+созср).

2 х=400531‚ у =45іп31.

3 Фіу=5іг1Х‚у=0(0$х$л)‚Ох.

4 Д: у=х3/3 (-1$х$1)‚ Ох.



Ь: 3х =у3 (0$у $2), Оу.4

Вариант 1]

1_ р =25іп3ср.

2.у2 =(х- 1)3 от т.А(1'‚0) До т. В(б'‚\/125)

3.Ф: у2 =4х, х2 =4у, Ох.

4 Д: х=созі‚ у=1+5іпі‚ Ох.

Вариант 13

1. У 21/(1’гх2), у =х2/2-
2 р =3005ср.

3 Ф:у=х2‚ 8х =у2‚ Оу.

4. Д: х=3(і- 5іпі), у =3(1- сов!)

(0 $1 $255), Ох.

Вариант 15

1 у2 =х3‚ х=0‚ у=4.

2 х =400531‚ у =45іп31.

3 Ф:у2 =4х/3, х =3, Ох.

4. Ь: р :чсоз2ср‚ полярная ось.

Вариант 17

1 х =30051, у =25іпі.

2. 93,2 =4(3_ х)3 между точками

пересечения с осью Оу.

3 Ф:р =2(1+созср)‚

4_ Д: у2 =2х,

2х 23, Ох.

Вариант19

1. х =3(созі+15іпі)‚

ПОЛЯРНЗЯ ОСЬ.

ОТССКЗСМаЯ ПРЯМОЙ

у =3(5іпі- 10051), (0 $1 $55), у =0.

Вариант 12
1_ р 22 +созср.

2 = 3

2. у х ’ отсечённой прямойх25-

3 Ф: х=2созі‚ у=55іпі, Оу.

Ъ:)с2
4 24 + у’ отсекаемая прямой
у 22, Оу.

Вариант 14

1 у2 =х+1‚ у2 =9-х.

2 р =3(1- созср).

3 Ф:у=е*‚х=0‚у=0‚х=1‚0х.

4 Д: х=00531‚ у=5іп31‚ Ох.

Вариант 16

1_ р =45іп2 ср.

2 х 2500521, у =55іп2і(0 $1 $тс/2).

3 Ф:у=2х- #, у=0, Ох.

4_ Д: у2 =4+х‚

х=2‚ Ох.

Вариант 18

1 у2 =9х, у =х.

отсекаемая ПРЯМОЙ

2 р =35іпср.

3 Ф:х=700531‚ у=75іп31‚ Оу.

4 Д: Зу 2х3 (0 $х$1)‚ Ох.

Вариант 20

1_ у2 =4х, х2 =4у.

2 х =9(і- 5іпі), у =9(1- 0051),



2 у=1115111х (л/З $х$л/2). (0 $1 $215).

Ф:х2/16+у2/1 =1, Ох. Ф:ус3 =(у-1)2‚ х=0‚ у=0, Ох.
3 3

4. Ь: р2 =4СОЗ2Ф’ полярная ось. 4. Ь: р =65і11ср, полярная ось.

Вариант 2] Вариант 22

1 у2 =х3‚ х =2. 1 у =х2‚ у =2- #.

2 р =2(1- созср). 2 у2 =(х-1)3 отА(2;-1)ДоВ(5;- 8). 3_

& Ф:ху=4‚ 2х+у-6=0‚ Ох. Ф:х: 3созі, у=25іпі, Оу.

42: х=і- 5і111‚у=1- созі(0$і$2л)‚0х. 4_ Л: 9 =25іПФ‚ полярная ось.

Вариант 23 Вариант 24
1 у2 :4- 352, х=0_ 1 р =35іП4Ф.

2. х=7(і- 5іпі)‚у=7(1- 0051), (2л3э4л). 2 у =г№ +8…2 (0 $х $2).

3 Ф:у=2- #, у=х2‚ Ох. 3 Ф:у=-х2+8‚ у=х2‚ Ох.

' : 3 : . 3Ь:р=2005ср‚ 4_ Д. х 30051, у 35111 [, Ох.

4. 3 полярная ось.

Вариант 25 Вариант 26

1 у=х3‚ у=1, х=0. 1_ху=6‚ х+у-7=0

2 р =2созЗ(ср/3) (0 $$ $л/2). 2 х =5созі, у =55і111.

3 Ф:у2 =(х+4)3‚ х =0, Ох. 3 Ф:у =х3‚ х=0‚ у =8, Оу.

4_ Д: х =2созі, у =3+25і111‚ Ох. 4_ Д: р2 =9соз2ср, полярная ось.

Вариант 27 Вариант 28

1.у =2Х‚ у =2х- х2‚ х =0, х =2. 1_ х2 =4у, у =8/(х2 +4).

2 р =55і11ср. 2 р =4созср.

3 Ф:х=00531‚ у =5і1131‚ Ох. 3 Ф:2у =х2‚ 2х+2у- 3 =0, Ох.

. = 3 = ' 3

Д: у=х3 междупрямымих=і%‚ Ох. 4. [' х 2005 [’ у 25111 [’ Ох.

Вариант 29 Вариант 30

1_ у =х+1‚ у =005х‚ у =0. 1 х =200531‚ у =2511131.

2 р =5(1+созср)- 2. № :” отт.А(0;0)До т.В(4;8).
3 Ф:у=х-х2‚у=0‚Ох. 3 Ф:у=2-х2/2‚х+у=2‚Оу.

4_ Д: х =созі, у =2+5і111‚ Ох. 4_ Д: р =45і11ср, полярная ось.



Самостоятельная работа №9 4

В задаНИИ 1 вариантов 1+23 вычислить работу, которую необходимо

затратить на выкачивание воды ИЗ резервуара Р. Удельный вес воды принять

равным 9,81 КН/МЗ, т: : 3,14. (Результат округлить ДО целого числа.). В

задаНИИ 1 вариантов 24+30 вычислить работу, затрачиваемую на преодоление

силы тяжести прИ построении сооружения @ ИЗ некоторого материала,

удельный вес которого у.

В задаНИИ 2 вычислить силу давления воды на пластину, вертикально

погруженную в воду. Форма, размеры И расположение пластины указаны на

рисунке.

В задаНИИ 3 вариантов 1+15 найти координаты центра масс однородной

плоской кривой Ъ. В задаНИИ 3 вариантов 16+30 найти координаты центра

масс плоской однородной фигуры Ф, ограниченной даННЫМИ ЛИНИЯМИ.

Вариант 1 Вариант 2

1. Р: правильная четырёхугольная 1. Р: правильная четырёхугольная

пираМИда со стороной основания 2 М пираМИда, обращённая вершиной

И высотой 5 М. ВНИЗ. Сторона основания пираМИды

равна 2 М, высота + 6 М.

2. ПараллелограММ 2. Равнобочная трапеция

 

 

 

     
   

  котёл, имеющий орму

сферического сегмента, высота которого 1 М, длина 5 М.

которого 1,5 М И радиус 1 М.

2. Равнобочная трапеция 2. Равнобочная трапеция

 
  11334113213-чтз,

шпр-
   
   

  3.1725?_____

 

 —1—. —Р:— жейебЁ—М жрнендикуъчярное

радиус верхнего основания 1 М, НИЖ- сечение которого является

него 2 М, высота 3 М. параболой. Длина желоба 5 М,

ширина 4 М, глубина 4 М.



2. Фигура, ограниченная параболой 2. Полуэллипс

3. Д: Дуга кардиоиды  

 

3. Д: Дуга цепной ЛИНИИ

у =а сЬ(х- а) (- а $х $а).

Вариант 7 Вариант 8

1. Р: цилиндрическая цистерна, 1. Р: правильная треугольная

радиус основания которой 1 М, пираМИда с основанием 2 М И

Длина высотой

5 М. 5 М.

2. Равнобочная трапеция 2. Четверть кольца

32: Дуг лога ИфМИЧ ской спирали Зі: одна

” . х=30т

  

 

   
  

Варйш—п И
?нльная- —т льная 1. Р: _КоЁуЁо'брЙёЁНЬ ЁТеЁшйнбй

вёдращённая— вершиной ВНИЗ, радиус основания которого

ВНИЗ, сторона основания которой 3 М, высота 5 М.

4 М, высота 6 М.

2. Равнобедренный треугольник 2. Равнобедренный треугольник

„ _а „…]/г А\

 

    
1 .ёгусечёнггый— конусгу-которого 1+Р:—Кенуе с—радиуеом ееневаНИЯ—2—М

радиус нижнего основания 3 М, И высотой 5 М.

верхнего + 1 М, высота 3 М. 2. Круг



 

 

31: карДИОИДа р 220 + созср).

Вариант 13

1. Р: правильная четырёхугольная

усечённая пираМИда со стороной

верхнего основания 8 М, нижнего +

4 М, высотой 2 М.

 

 

р =25111ср
31: кривая

(Л; л/4).

от ТОЧКИ (0,0)

ДО ТОЧКИ

Вариант 14

1. Р: параболоид вращения, радиус

основания которого 2 М, глубина 4

М.

 

 

 

2. Полукруг 2. Полукруг

___—___—_—_ _\____________
______ … — — — — —

3. _Д: Дуга рИЗВёЩКИ 01<ружности Ь: кривая р =21Бсозср,

х —а(созі + 151111), у — а(5111 [ - ісозі) заключённая между лучаМИ

(0 $1 $313). Ф=ОИФ=ТЕ/4

Вариант 15 Вариант 16

1. Р: половина эллипсоида 1. Р: усечённая четырёхугольная

вращения, радиус основания пираМИда, у которой сторона

которого 1 М, глубина 2 М.

2. Полукруг
 

верхнего основания 2 М, нижнего + 4

М, высота 1М.

2. Эллипс

 



х =Лг2,у =:- 13
31: кривая

(0 $1 $1).

Вариант17

1. Р: правильная шестиугольная

пираМИда со стороной основания 1 М

И высотой 2 М.

 

3 Ф ограничена эллипсом
2 2

х_ +У_ :
а2 172 И ОСЯМИ координат

(х 20, у 20).

Вариант 19

1. Р: ЦИЛИНдр с радиусом основания

1 М И высотой 3 М.

2. Полукруг

 

3. Ф ограничена крИВЫМИ у _

Вариант 21

1. Р: желоб, в перпендикулярном

3. Ф: треугольник, стороны которого
лежат на прямых х + у : а, х : 0 И

у:0.

Вариант 18

1. Р: правильная шестиугольная

пираМИДа с вершиной, обращённой

ВНИЗ, сторона основания которой 2 М,

высота 6 М.

2. Равнобедренный треугольник

 

 

   
___—__:ім1Ё ШЁ——
_ _ _ _ _ _111 _ __
_ _ _ _ _4`_ _ _

1 м

3. Ф ограничена первой аркой

циклоиды

х =а(і- 51111), у =а(1- сов!)

И осью Ох.

Вариант 20

1 . Р: правильная усечённая

шестиугольная пираМИда, у которой

сторона верхнего основания 1 М,

нижнего + 2 М, высота 2 М.

2. Равнобедренный треугольник

|<—2м—>|

 

3. 'Ф ЁгрЕИЧЗНТ ‚ЕЁГЙ- ЙНЁОИ—ды

у =5111 х Ох
И отрезком оси

(0 $х $15).

Вариант 22

1 . Р: правильная усечённая



ССЧСНИИ КОТОРОГО ЛСЖИТ

радиусом 1 М,полуокружность

Длина желоба 10 М.

2. Прямоугольный треугольник

 

1.75: ЁЛУСфЁра—раЁиу—СОМ2—М.

 

3. Ф ограничена Дугой параболы

у #42 (а>0, Ь>0),
а осью Оу И

прямой у : 17.

Вариант 25

1. @: правильная шестиугольная

пираМИда со стороной основания 1 М

И высотой 2 М', «{ : 24 КН/МЗ.

2. Полуэллипс

3. Ф ограничена ОСЯМИ координат И

дугой астроиды, расположенной в

ПСРВОМ квадранте.

Вариант 27

 

шестиугольная пираМИда, у которой
сторона верхнего основания 2 М,

нижнего + 1 М, высота 2 М.

2. Прямоугольный треугольник

  

   

3- ФЗШЖЕЧЕНШУЗ Мизгаітэ
у =Ь№ .д….о
И пртой—зг: ТГ _

(ЁЫЁ ОЭС

Вартнтд _

1. @: ПЫВЁЬЪя—усёёйічёьйээ
угольная пираМИда, сторона верХ+

него основания которой 2 М,

нижнего + 4 М, высота 2 М', «{ : 24 КН/

2.ПараллелограММ

 

 

3. Ф ограничена замкнутой линией

у2 =ах3 - х4.

Вариант 26

1. @: правильная четырёхугольная

пираМИда со стороной 2 М И высотой

4 М', «{ : 24 КН/МЗ.

2. Прямоугольный треугольник



1. @: правильная шестиугольная
усечённая пираМИда, сторона

верхнего основания которой 1 М,

нижнего + 2 М, высота 2 М', «{ : 24 КН/

М3.

2. Прямоугольный треугольник

1. @: правильная треугольная
пираМИда со стороной основания 3 М

И высотой 6 М', «{ : 20 КН/МЗ.

2. Фигура, ограниченная параболой

 

3. Ф ограничена кардиоидой

р =а(1 + созср).

Вариант 29

1. @: конус, радиус основания

которого 2 М, высота 3 М', «{ : 20 КН/

 

 

3. Ф ограничена ОСЯМИ координат И

мым;
параболой

3. Ф ограничена первой петлёй

лемнискаты Бернулли

р2 :а2 005 2ср.

Вариант 30

1. @: усечённый конус, радиус

верхнего основания которого 1 М,

нижнего + 2 М', «{ : 20 КН/МЗ.

2. Фигура, ограниченная параболой

 

3. Ф ограничена полукубической

… а 2 2х3
параболои у

(а > 0).

И прямой х : а

3 ЗАДАНИЯ ДЛЯ РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКОЙ РАБОТЫ



Задание 1

а) Найти площадь, заключенную между параболой, касательной к ней в точке

МОСУ) И ОСЬЮ ОРДИНЗТ. СДСЛЗТЬ ЧСРТСЖ.

у :. 3х2 - іх- Ц, Ш- з;- &) 2 у =х2 +8х+16‚ М(-4;0).
1_ 3 3 3

у =- 3›? +4х- 3, М(3;4,5). у =іх2 +3х+Ё, М(-2;- 3).
3. 2 4. 2 2 2
5 у =х2- 4х+7,М(3',4). 6 у =-х2 - 4х- 1, М(-4;- 1).

7 у=-х2+6х- 7, М(3;2). з у=-х2+5,М(-З',-4).

9 у=-х2+10х- 21,М(6;3). 10 у=х2+6х+6,М(-2',-2).

11 у =3х2 +9х+5, М(-2;- 1). 12 у =2х2 +5х+6, М(- 3,9).

13 у =-2х2 +4х+6, М(1;8). 14 у =х2 +5х, М(-2;-6).

15 у =- х2 +3х, М(1;2). 16 у =3х2 - 9х- 1, М(2;- 7).

17_ У “2 +4Х+2› М(' 1'›' 1)- у =іх2 +6х+3, М(-9;-24).
18. 3

у =- 3х2 +4, М(- зд). у =іх2 - 6, М(- 3-‚- 3).
19. 5 5 20. 3

21 у =4х2 +16х, М(- 1, 5,- 15). 22 у =х2 +8х+16, М(-4,6; 0,36).

_ 2 .у =_ 3х2 +4, МВД). 24 у —х +6х+8, М(-3,5,- 0,75).
23. 5 5

25 у =- 4х2 +16х, М(1;12). 26 у =х2 - 8х+16, М(4,3; 0,09).

_ 2 .у =іх2- 6, М(4-‚- %) 28 у —х +6х+8‚ М(-2‚0).
27. 3 3

29 у =х2 +8х+16, М(-3;1). 30 у =- х2 - 4х- 1, М(-2;3).

б) Вычислить площадь фигуры, ограниченной ЛИНИЯМИ, заданными

уравнениями. Сделать чертеж.



Р'

13.

21.

 

х =4\/500531‚

у =2\/5 51113 [,
х =2 (х 22).

х =4(і- 51111),

у =4(1- 0051),

у =4 (0<х<8п, у 24).

  

х =2созі,

у :бзіпі,

у =3 (у 23).

х =1600531,

у =511131,

х =6\/5 (х 2645).
х =3(і- 51111),

у =3(1- 0051),

у =3 (0<х<6т:, у23).

   

х =2х/20051,

у =3\/55і111‚

у =3 (у 23).

х =3200531,

у =511131,
х =4 (х 24).

х =6(і- 51111),
у =6(1- 0051),

   

у =6 (0<х<12т:, у 26).

х :бсозі,

у =4зіпі,

у =2х/5 (у 2275)-

х =2х/5 0053 [,

у =\/2511131,
х =1 (х 21).

  

х =і- 51111,

у =1- 0051,

у =1(0<х<2т:, у21).

.">

20.

22.

     

х =х/20051,

у =2\/55і111‚

у =2 (у 22).

х =1600531,

у =2511131,
х =2 (х 22).

х =2(і- 51111),

у =2(1- 0051),

у =3 (0<х<4т:, у23).

   

х :бсозі,

у =2зіпі,

у =\Б (у 2х5)-

х =8х/200531,

у =\/2511131,
х =4 (х 24).

х =6(і- 51111),

у =6(1- 0051),

у =9 (0 <х< 1215, у 29).

   

х =30051,

у =851111,

у =4 (у 24).

х =800531,

у =4511131,

х =3\/5 (х 2375).
х =10(1 - 51111),

у =10(1- 0051),

у =15 (0 < х < 2011, у 215).

х =\/20051,

у =4\/55і111‚

у =4 (у 24).

х =800531,

у =8511131,

х =1 (х 21).



23- х =9созі,

у =4зіпі,

у =2 (у 22).

х =14 0053 [,

 

25.

 

у =2511131,

х =9\/5 (х 2975).
х =2(і- 51111),

у =2(1- 0051),

у =2 (0<х<41:, у22).

27.

 

29' х =2х/20051,

у =5х/251111,

у =5 (у 25).

 

в) Вычислить площадь фигуры,

24- х =8(і- 51111),

у =8(1- 0051),

у =12 (0 < х < 1611, у 212).

х =30051,

у =851111,

у =4х/5 (у 2475)-

х =4х/200531,

у =х/2511131,

х =2 (х 22).

х =4(і- 51111),

у =4(1- 0051),

у =6 (0<х<81:, угб).

 

26.

 

28.

  

ограниченной ЛИНИЯМИ, заДаННЫМИ

ураВНСНИЯМИ В ПОЛЯРНЬіХ КООРДИНЗТаХ. СДСЛЗТЬ ЧСРТСЖ.

1. ? =4созЗср, ? =2(г 22).

3. ? :х/Зсозср, ? =5111ср

(0 $ср $1п/2).
5. ? =2созср,

? =2х/55111ср(0 $ср $1п/2).

7. ? =651113ср, ? =3(7 23).

9. ? =созср,

?= 2соз(ср- 11/4)

(- 11/4 яр $1п/2).

11. ? =60053ср, ? =3(7 23).

13. ? =созср,

? =5111ср (0 $ср $1п/2).

15. ? :созср, ? =2созср.

17. ? =1+\/2005ср.

19. ? =1+ 25111ср.

2. ? :соз 2ср.

4. ? =451113ср, ? =2(г 22).

6. ? =51113ср.

8. ? :соз 3ср.

10. ? =5111ср,

? : 2соз(ср- 11/4)

(0 яр $31п/4).

12. г 21/2 + 5111 ср.

14. ? :х/2005(ср- 1: 4),

? =1/25111(ср- 11/1)

(11/4 яр $311/4).
16. ? =5111ср, ? =25111ср.

1
18. =—+ .г 2 созср

5 . 3 .
20. ? =—5111 , ? =—5111 .

2 ср 2 ср



21. ? =Ёсозср, ? =Ёсозср. 22- ” 340054СР.
2

23_ ‚„ =51116ср. 24. ? =2созср, ? =3005ср.

25. ? =созср + 5111 ср. 26. ? =251114ср.

27. ? =2созбср. 28. ? =созср- 5111 (р.

29. ? =35111ср, ? =55111ср. 30. ? =25111ср, ? =45111ср.

Задание2

а) Вычислить длину дуГИ кривой, заданной уравнением в прямоугольной

системе координат. Сделать чертеж.

2х _111х
1 у=111х, 3 $х $х/Б. у=— ,1$х$2.

- 2. 4

у= 1- х2 +агсзіпх,0$х$1. у=1пі,\/З$х $78.
3. 9 4_ 2х

5_ у=-1псозх,0$х $1п/6. 6 у=ех +6, 111% $36 $1п`/Б_

у =2+агсзіщБ+Чх- х2, 496 $1.
7. & у =111(х2 - 1), 2 $х $3.

_ 2 8 _ 2 1
у— 1- х +агссозх, 0$х $—. у—111(1- х ), 0$х $—.

9. 9 10. 4
“_ у=2+с11х,0$х$1. 12 у=1-1псозх,0$х $1п/6.

13 у =г" +13,111\/1—5 $х $1П\/2—4. у =- агссозд+ х- х2, 0 $х $Ё.
' 14.

15. у =2- гх,111\Б $36 $1П`/8_' у =агсзіпх- 1/1- х2, 0 $х $Ц.
16. 16

”_ у =1-1115111х, 11/3 $х $1п/2. 18. у =1-111(х2 - 1), 3 $х $4.

у : х- х2 - агссозхБ+5, $$$. у =- агссозх +41- х2 +1, 0 $$$.
19. 9 20. 16
21_ у=1115111х, 11/3 $х $1п/2. 22 у=1117- 111х,\/З$х $@_

23 у =СЬХ+3‚ 0 $26 $1- у=1+агсзіпх- 1- х2,0$х$%.
24.



25 у 2111 созх +2, 0 $х $1п/6. 26 у =гх+26, 1111/23 $х $111Ы.

у =Ш+3‚ 0 $5 $2 у2агссозхГ- т/х- х2 +4, 0$х $$.
„_ 2 28. 2

2 -2
=Щ, 0 $х $2. 30 у =гх +в, 1111,5 $х $1щ/Б.

29. 4 '

б) Вычислить длину дуГИ кривой, заданной параметрическими уравнениями.

Сделать чертеж.

1- х 25(1- 51111), 2- {Х23(2созі+соз2і),

у 25(1- 0051), у23(251111+51112і),

0$! $11. 0$і$21ц

3- х:4(созі+ізіпі), 4- х:(і2+2)зіпі+2ісозі,

1у24(зіпі+ісозі), {у:(2+і2)созі+2ізіпі,

099. 0<1<ть

5- х21000531, 6- х:г’(созі+зіпі),

1у210511131, {у:г’(созі+зіпі),

0 < : < 11/2 0 < : < 11.

7. {х:3(і+зіпі), & х2ісозі+ісоз2д
у:3(і+созі), 21 ?

д$1$2д у2—51111+—51112і,

л/2<1<2л/3.

9- х:3(созі+ізіпі), 10- х:(і2+2)зіпі+2ісозі,

1у23(зіпі+ісозі), {у:(2+і2)созі+2ізіпі,

09983. 0<1<п/3.

11- х26соззі, 12- х:г’(созі+зіпі),

{у:бзіИЗі, {у:г’(созі+зіпі),

0<1<л/3. п/2<1<п.

13- х22,5(і+51111), 14- х23,5(2созі+соз2і),

{у: 2,5(1+созі), 1у23,5(251111+511121),

л/2<1<п. 09982.



17.

21.

23.

25.

27.

29.

В)

- {ЖЗ: 6(созі +ізіп1),

у:6(зіпі+ісозі),

0$і$1ц

х2800531,

у28511131,

0<1<л/6.

х 24(1- 51111),

у 24(1- 0051),

11/2 9 $211/3.

    

х 28(созі +[5111 1),

у 28(51111- 10051),

0 $1 $1с/4.

х 2400531,

у 24511131,

11/6 $1 $1п/4.

х 22(1- 51111),

у 22(1- 0051),

0 $1 $1с/2.

х 22(0051 +[5111 1),

у 22(51111- 10051),

0 $1 $1с/2.

 

х 22 00531,

 

у 22511131,

0 $1 $1с/4.

Вычислить длину дуГИ кривой,

КООРДИНЗТаХ. СДСЛЗТЬ ЧСРТСЖ.

1_ ? 2ЗгЗФ/4, - 11/2 $ср $1п/2.

3. ? 2х/28Ф, - 11/2 $ср $1п/2.

5_ ? 36812Ф/5, - 11/2 $ср $1п/2.

16- х: ([2 +2)зіпі+2ісозі,

у:(2+і2)созі+2ізіпі,

   

0<1<п/2.

18' х 2г’(созі +51111),

у 2г’(созі- 51111),

0 $1 $211.

20- х 22(20051- 00521),

у 22(2 51111- 5111 21),

0 $1 $1с/3.

22' х 2([2 - 2)51111 +2ісозі,

у 2(2- [2 )созі +2ізіпі,

0 $1 $211.

24. х 2г’(созі + 51111),

 

у 2г’(созі- 51111),

0 $1 $31п/2.

26- х 24(20051- 00521),

у 24(251111- 511121),

0 $1 $11.

х 2([2 - 2)51111 +2ісозі,

у 2(2- і2)созі +2ізіпі,

0 $1 $311.

28.

 

30' х 2г’(созі + 51111),

 

у 2г’(созі- 51111),

11/6 $1 $1п/4.

заданной уравнением В ПОЛЯРНЫХ

2 ? 22г4Ф/3, - 11/2 $ср $1п/2.

4_ ? 25гЭФ/12, - 11/2 $ср $1п/2.

6 ? 2ЗгЗФ/4, 0 $ср $1п/3.



7 ? 24г4Ф/3, 0 $ср $1п/3.

9 ? 25гЭФ/12, 0 $ср $1п/3.

“ г 21- зіпср, - 11/2 $ср $- 11/6.

13 у :3(1+зіпср)‚ - тп/б $ср $0.

15 7 :5(1- созСР)‚ - тс/З $ср $0.

17.

19 ? 22ср, о $ср $3/4.

21 ? 22ср, о $ср 9/12.

23 ? 24ср, о $ср $3/4.

25 ? 25ср, о $ср $12/5.

27 ? 28005ср, 0 $ср $1п/4.

29 г 225і11ср,0 $ср $1п/6.

? =7(1- зіпср), - л/б $ср ы/б.

& 7 2728$, 0 $ср $1п/3.

10 г =12е12Ф/5, 0 $ср $1п/3.

12 ? =2(1- созСР)‚ - т: $ср $-1:/2.

14 ? =4(1- 5111ср),0 $ср $1п/6.

16 у 26(1+зі11ср)‚- тп/2 $ср $0.

18 7 28(1- созСР)‚ - 21:/3 $ср $0.

20 ? 22ср, о $ср $4/3.

22 ? 22ср, о $ср $12/5.

24 ? 23ср, о $ср $4/3.

26 ? 22созср, 0 $ср $1п/6.

28 ? 2бсозср, 0 $ср $1п/3.

30 г 285111ср, 0 $ср $1с/4.

Задание 3

Вычислить объеМ тела, образованного вращением фигуры, ограниченной

графиками функций. В вариантах 1+15 ось вращения Ох, в вариантах 16+30

ось вращения Оу. Сделать чертеж.

1 х 21100531, у 211511131.

3. х 2а(і- 51111), у 2а(1- 0051),

у 20 (0 $1 $211).

2 2 2‚,А „А .„/
7 у 235111х, у 25111х (0 $х $11).

9 х 2`3‘у- 2, х 21, у 21.

11 у 22х- х2, у 2-х+2, х 20.

13 у 2х2, у2 - х 20.

2 х2 +(у- 17)2 $112 (а<Ь).

4_ ху 24, у 20, х 21, х 24.

6. у 2-х2 +5х- 6, у 20.

& у 25созх, у 2созх, х 20, х 20.

10_ у 22х- х2, у 2-х+2.

12 у 21- х2, х 20.

14_ у 2х2, у 21, х 22.



15 у 2г1'х, у 20, х 20, х 21.

Л+Л =\]; х 20, у20.
17.

19 у 2х2 +1, у 2х, х 20, х 21.

21 у 2х2, х 22, у 20.

23 у 21,35" ], у =0‚ у =], х 20,5.

25 у 2(х-1)2, у =1-

27 у =х3’ у 2х2-

29 у 2х2 - 2х+1, х22, у 20.

16.

18.

20.

у 25іпх, у 21, х 20.

у 2х2, х 22, у 20.

у 2агсзіпі у 2агсзіпх у 25
5’ ’ 2.

у2х2 +1, у2х, х20, х21.
22.
24 у 21пх, х 22, у 20.

26 у2 =х- 2‚у=0‚у=х3‚у=1-

у 2агссозі, у 2агссозі, у 20.
28. 5 3

30. у 2х3, у 2х.

Задание 4

Найти центр тяжести плоской однородной фигуры, ограниченной кривыми.

Сделать чертеж.

у 22х, у 25іпх, х 20.
1. ”

3 у2 220х, х2 220у.

5_ (у- х)2 2х3, х 21.

7 4х2 +9у2 236, х2 +у2 29
:

расположенной в 1 четверти.

9 у 2х2, у 22х2, х 21, х 22.

11 у2 24х+4, у2 2-2х+4.

13 у2 24х, у 20, х 24.

2 2 _ 2
15.полукругах +3) _а ’

раСПОЛОЖСННОГО НЗД ОСЬЮ Ох'

2. {;и/5:5, х20, у20.

10.

12.

14.

16.

Е ?
у2 2х3- х2, х 22.

у 242х- х2, у 20.

у 2х+1, у 2созх, у 20.

2
х_2+У_= Ё+Х=Ъ
25 9 ‚5 3

у22х- х2, у20.

х2 +4у- 16 20, у 20.



2 2

х—2+Ё—2$1,х20,у20. 18 у2х2,у2\/;.
17. а '

19 у2созх, х2- %, х2%, у 20. 20 ау2 2х3, х 2а (а > 0).

у 2созх, у 23, х 2- 5, х 25. у 2созх, у 20, х 20, х 25.

21. 2 2 2 22. 2
23 у25іпх, у20, х20, х2тп. 24. у 2(х- 4)2‚ у- 16 :- ‚62, у:0_

х2 2 х2
2—, 24- —х2. 2х2, 2—, 22х.

25.у Зу 3 26.у у 2у
2 2 : 2 2 :

27. х +4у 4,х +у ’ 28. у 21пх, у 20, х 28.

расположенной в 1 четверти.

29_ х+у2а,х20,у20. —Ь х/а(а>0,Ь>0),у20,х2Ь.30. у _

Задание 5

1 Вычислить площадь сечения, имеющего форму эллиптического кольца

(рисунок 3.1).

2 Вычислить площадь сечения, имеющего форму прямоугольника, из

которого вырезан полуэллипс (рисунок 3.2).

3 Вычислить площадь сектора кругового тонкостенного кольца (рисунок

3.3).

4 Вычислить площадь сечения, ограниченного дугами парабол И

отрезками прямой (рисунок 3.4).

5 Вычислить площадь сечения, ограниченного дугами парабол (рисунок

3.5).

6 Вычислить площадь сечения, ограниченного дугами парабол (рисунок

3.6).

7 Вычислить площадь сечения, имеющего форму эллиптического

треугольника, где а И 17 полуоси эллипса (рисунок 3.7).

8 Вычислить площадь сечения, имеющего форму параболического

сегмента (рисунок 3.8).

9 Вычислить площадь сечения, имеющего форму прямоугольника,

Дополненного параболическим сегментом (рисунок 3.9).



10 Вычислить площадь сечения, ограниченного Дугой параболы И

полуокружностью (рисунок 3.10).

11 Вычислить площадь сечения, ограниченного Дугой параболы И

прЯМЫМИ (рисунок 3.1 1).

12 Вычислить площадь сечения, имеющего форму прямоугольника, ИЗ

которого вырезан полуэллипс (рисунок 3.12).

13 Вычислить площадь сечения, ограниченного ДугаМИ парабол (рисунок

3.13).

14 Вычислить площадь сечения, имеющего форму кругового сегмента

(рисунок 3.14).

15 Вычислить площадь сечения, имеющего форму прямоугольника,

завершенного эллипсом (рисунок 3.15).

16 Вычислить площадь сечения, ограниченного Дугой параболы И

прЯМЫМИ (рисунок 3.16).

17 Вычислить площадь сечения, ограниченного Дугой параболы И

прЯМЫМИ (рисунок 3.17).

18 Вычислить площадь сечения, ограниченного Дугой параболы И

полуэллипсом (рисунок 3.18).

19 Вычислить площадь сектора кругового кольца (рисунок 3.19).

20 Вычислить площадь сечения, имеющего форму полуокружности, ИЗ

которой вырезан полуэллипс (рисунок 3.20).

21 Вычислить площадь сечения, ограниченного полуэллипсом И прямыми

(рисунок 3.21 ).

22 Вычислить площадь сечения, ограниченного ДугаМИ парабол И

отрезками прямой (рисунок 3.22).

23 Вычислить площадь сечения, ограниченного Дугой параболы И

прЯМЫМИ (рисунок 3.23).

24 Вычислить площадь сечения, имеющего форму прямоугольника, ИЗ

которого вырезана полуокружность (рисунок 3.24).

25 Вычислить площадь сечения, ограниченного Дугой параболы И

полуэллипсом (рисунок 3.25).

26 Вычислить площадь сечения, ограниченного Дугой параболы И

полуокружностью (рисунок 3.26).

27 Вычислить площадь сечения, ограниченного Дугой параболы И

прЯМЫМИ (рисунок 3.27).



28 Вычислить площадь сечения, имеющего форму квадрата, ИЗ которого

вырезан полуэллипс (рисунок 3.28).

29 Вычислить площадь сечения, ограниченного Дугой параболы И

полуэллипсом (рисунок 3.29).

30 Вычислить площадь сечения, имеющего форму параболического

сегмента (рисунок 3.30).
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