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После применения интегрального преобразования, одномерная задача принимает вид 
 

                      (5) 

 

Её решением является функция 
 

 
= 

× 

× .            (6) 

 

Было доказано, что особая точка решения 2v  не входит в область определения решения. По-

сле обратного интегрального преобразования приходим к необходимости подсчёта ряда: 
 

 

Одним из основных результатов решения данной задачи было обнаружение существования осо-

бых решений, зависящих от соотношения площади поверхности конуса и его объёма. Эти решения 

были истолкованы с помощью аппарата дифференциальной геометрии, в частности [4] и [5], как 

необходимые для сохранения изоморфности деформации. 
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Рассматривается одномерная нестационарная задача термоупругой диффузии для однородного 

N-компонентного слоя, ограниченного поверхностями 1 0x  и 1x L  ( 1 2 3Ox x x – прямоугольная де-

картова система координат), с учётом ненулевых времён релаксации. Одномерные физико-

.                                                          (7)

http://eqworld.ipmnet.ru/ru/library/books/Rashevskij1950ru.djvu


184 

 

механические процессы в среде описываются локально-равновесной моделью связанной термо-

упругой диффузии [1–9] (штрих обозначает производную по пространственной переменной x , 
а точки – производные по времени ): 
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Здесь и далее используются следующие безразмерные величины в (1)–(3) (при одинаковом 
начертании они обозначены звёздочкой, которая в остальных формулах опускается): 
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где t  – время; 1x  – декартова координата; 1u  – компонента вектора перемещений; L  – толщина 

слоя; q – номер компоненты вещества в составе N-компонентной среды; 0
q q qn n  – прираще-

ние концентрации; 0
qn  и qn  – начальная и актуальная концентрации; tт – время тепловой релакса-

ции; qt  – время диффузионной релаксации; 1111C  – упругая постоянная;  – плотность; 11b  – тем-

пературная постоянная, характеризующая тепловые деформации; 
( )
11
q  – коэффициенты, 

характеризующие объёмное изменение среды за счёт диффузии; 
( )
11

qD  – коэффициент самодиффу-

зии; 
( )qm  – молярная масса; R  – универсальная газовая постоянная; *

0T T  – приращение тем-

пературы; T  и 0T  – актуальная и начальная температура; 11  – коэффициент теплопроводности; 

q   – коэффициент активации (для твёрдых растворов 1q ); 0c  – удельная теплоёмкость при 

постоянной концентрации и деформации. 
Решение ищется в интегральной форме, которая представляет собой свёртку по времени функ-

ций Грина с правыми частями граничных условий. Для нахождения функций Грина используется 

преобразование Лапласа по времени и разложение искомых функций в неполные ряды Фурье. 
Трансформанты искомых функций являются рациональными функциями параметра преобразования 

Лапласа. Их оригиналы находятся с помощью известных теорем операционного исчисления. Вы-
полнен тестовый расчёт. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 17-08-00663 А). 
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В последнее время значительно возрос спрос на использование слоистых тонкостенных элемен-

тов конструкций в авиа-, ракето-, машино-, приборо- и судостроении, добыче и транспортировке 

энергоносителей. Это обусловливает необходимость разработки математических моделей и мето-

дов их расчета на различные виды и типы нагрузок.  
Рассматривается упругая круговая трехслойная пластина со сжимаемым-растягиваемым запол-

нителем. Постановку задачи и ее решение проведем в цилиндрической системе координат r, φ, z.  
Систему координат свяжем со срединной плоскостью заполнителя. В тонких несущих слоях с тол-

щинами h1 h2 справедливы гипотезы Кирхгофа: нормаль остается несжимаемой, прямолинейной и 

перпендикулярной к деформированной срединной поверхности. В заполнителе, воспринимающем 

нагрузку в тангенциальном направлении, нормаль остается прямолинейной, поворачивается на не-

который дополнительный угол (r), деформируемость по толщине принимается линейной. 
На внешний слой стержня действует симметричная равномерно распределенная нагрузка с вер-

тикальной q = q(r) и горизонтальной p = p(r) составляющими. На контуре пластинки предполагает-

ся наличие жесткой диафрагмы, препятствующей  относительному сдвигу слоев и обжатию запол-

нителя (ψ = 0, v = 0  при r = r0). Через w(r) и u(r) обозначены прогиб и продольное перемещение 

срединной плоскости заполнителя, v(r) – функция, характеризующая сжимаемость заполнителя. 

Обозначим через hk толщину k-го слоя (k = 1, 2, 3 – номер слоя), при этом h3=2с. 
Продольные и поперечные перемещения в слоях u(k)(r, z) и w(k)(r, z) можно выразить через четы-

ре искомые функции w (r), u (r),  (r) и v (r) следующими соотношениями: 
– в несущих слоях 1, 2 – 
 

(1) , ,r r ru u c z w v c ,   (1)w w r v r c ,   1c z c h ; 
(2) , ,r r ru u c z w v c ,   (2)w w r v r c ,   2c h z c ; 

 

– в заполнителе 3 – 
 

(3) , ,r r ru u z z w v z ,   (3) ,w r z w r v r z ,   c z c ,                     (1) 
 

где z – расстояние от рассматриваемого волокна до срединной поверхности заполнителя; запятая 

в нижнем индексе обозначает операцию дифференцирования по следующей за ней координате. 
Компоненты тензора деформаций в слоях получим из перемещений (1), применяя соотношения 

Коши. Напряжения связаны с деформациями законом Гука: 
 

( ) ( ) ( )k k k
ij ij ijs ,                                                               (2) 

 

где                          ( ) ( )2 эk k
ij k ijs G ;   ( ) ( ) ( )э k k k

ij ij ij ;  ( ) ( ) ( )3k k k
k kK K ;  

( ) ( ) ( ) ( )1
( )

3
k k k k

r z     ( = , , ;   = 1, 2, 3)i, j r z k . 
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