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ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ МАССЫ В ДИНАМИКЕ ВИБРИРУЮЩИХ МЕХАНИЗМОВ 

 
Предлагается метод построения математических моделей для механических колебательных систем с дополнительными свя-

зями в виде механических цепей, состоящих из стержней с закрепленными на них точечными массами. Такие структуры пред-

ставляют собой двухповодковые группы Ассура. Особенность подхода заключается в оценке влияния дополнительных связей 

на вид амплитудно-частотных характеристик в задачах вибрационной защиты технических объектов. 

 

ведение. Механизмы в структурах виброза-
щитных систем чаще всего рассматриваются 

в режимах малых колебаний относительно поло-
жения статического равновесия или установившегося 
движения. В таких случаях механизмы реализуют 
функции наложения дополнительных связей, создаю-
щих определенные условия в решении специфических 
задач динамики машин [1–3]. К их числу могут быть 
отнесены задачи вибрационной защиты оборудования и 
приборов [4, 5], динамики робототехнических систем 
различного назначения [6], транспортных средств [7, 8] 
и технологических машин [9, 10]. Введение дополни-
тельных масс в структуру механизмов, как проблема 
динамического уравновешивания машин, динамиче-
ской балансировки оборудования и передач вращения, 
можно отнести к числу достаточно развитых направле-
ний современного машиноведения, что нашло отраже-
ние в работах [11–13]. В меньшей степени внимание 
уделялось исследованиям тех аспектов проблемы, ко-
торые связаны с рассмотрением особенностей динами-
ческих свойств механизмов, реализующих функции 
типовых элементов колебательных механических си-
стем. Чаще всего механизмы в таких случаях исполь-
зуются для решения задач настройки динамического 
состояния в качестве различного рода регуляторов, 
компенсаторов, успокоителей или гасителей колебаний. 
Однако функции механизмов в динамике механических 
колебательных систем существенно расширяются при 
детализации рассмотрения особенностей динамических 
взаимодействий элементов колебательных систем, 
имеющих вид твердых тел конечных размеров. К при-
меру, объекты вибрационной защиты и составные части 
виброзащитных систем могут рассматриваться как ры-
чажные механизмы. При этом динамические взаимо-
действия в такого рода системах реализуются меха-
низмами других видов, в частности, винтовыми, зуб-
чатыми и др. [14, 15]. Особенности динамических 
свойств, привносимых рычажными механизмами, 
нашли отражение в ряде работ, выполненных в по-
следние годы [16–18]. Исследования в рассматривае-
мом направлении стимулируются вниманием к зада-
чам динамики робототехнических систем в их различ-
ных технических реализациях [19, 20]. 

При всей разработанности подходов в динамике 

машин и механизмов, в том числе в теории и практике 

вибрационной защиты, созданию методологической 

основы детализации представлений о динамических 

взаимодействиях механизмов определенных видов, как 

отдельных фрагментов механических колебательных 

систем, внимание уделялось в значительно меньшей 

степени. 

В предлагаемой статье развиваются методологиче-

ские основы подходов к построению математических 

моделей механических колебательных систем, в част-

ности виброзащитных, для которых в структуре систе-

мы характерно наличие механизмов как достаточно 

независимых элементов системы. 

I Общие положения. Задачи исследования. В ра-

ботах [21–23] нашли отражение обобщенные подходы, 

связанные со структурными интерпретациями меха-

низмов в составе механических колебательных систем с 

использованием понятий об устройствах с преобразо-

ванием движения. По существу, такое определение мо-

жет быть отнесено к любому механизму, так как пере-

дача движения в механической цепи так или иначе свя-

зана с преобразованием движения. Устройством для 

преобразования движения (УПД), в частности, может 

быть назван несамотормозящийся винтовой механизм с 

функциями типового дифференцирующего звена второ-

го порядка [4, 5, 15]. На рисунке 1, а–е показаны вари-

анты расположения механизмов в базовой расчетной 

схеме (рисунок 1, а), где объект защиты массой M опи-

рается на упругий элемент жесткостью k и обобщенный 

механизм, обозначенный «УПД». В свою очередь, на 

рисунке 1, б показана одна из интерпретаций УПД в 

виде винтового механизма [4, 5, 15]. В последующих 

исследованиях используются и шарнирно-рычажные 

механизмы. 

В системе рассматриваются гармонические возму-

щения – силовое Q(t) и кинематическое z(t); использу-

ется система координат, связанная с неподвижным ба-

зисом. Предполагаются малые движения системы отно-

сительно положения статического равновесия, силы 

сопротивления отсутствуют, а система обладает линей-

ными свойствами. 

В 
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Рисунок 1 – Виброзащитные системы с устройствами для преобразования движения: 
а – базовая расчетная схема с опорным упругим элементом и устройством для преобразования движения (УПД); б – УПД в виде 

несамотормозящегося механизма; в – УПД в виде шарнирно-рычажного механизма с дополнительной массой и удлинением нижнего рычага; 

г – УПД с изогнутым нижним рычагом; д – УПД с дополнительной массой на удлиненном верхнем рычаге; 
е – УПД с изогнутым верхним рычагом 

 

Приведенные варианты виброзащитных систем от-

ражают особенности конструктивно-технических форм 

устройств, формирующих при действии на объект за-

щиты вибраций дополнительные силы инерции. Эти 

силы реализуют эффекты динамических взаимодей-

ствий элементов, что проявляется через изменения ча-

стотных характеристик систем и создание определен-

ных динамических режимов, в частности режимов ди-

намического гашения. 

В системе (см. рисунок 1, а, б) используются опор-

ный упругий элемент жесткостью k, объект защиты 

массой M, а также учитываются массоинерционные 

параметры (L и m), привносимые устройствами для 

преобразования движения. 

На рисунке 1, б показана виброзащитная система с 

устройством в виде несамотормозящегося винтового 

механизма (контур I). При относительном движении 

объекта защиты M в результате относительных движе-

ний элементов формируются упругие и дополнитель-

ные инерционные силы. В данном случае L является 

параметром, характеризующим приведенную массу 

УПД, зависящую от момента инерции гайки-маховика, 

радиуса винта и угла наклона винтовой линии [5]. Осо-

бенностью схемы на рисунке 1, б является то обстоятель-

ство, что ось вращения гайки-маховика параллельна 

вертикальной оси движения y объекта защиты. Силы 

сопротивления в винтовом механизме в данном случае 

(а также и для последующих случаев на рисунке 1, в–е) 

не рассматриваются. 

В [4, 5, 15] динамика механических колебательных 

систем с УПД по схеме на рисунке 1, б достаточно по-

дробно представлена, что, в определенной степени, ини-

циировало внимание к учету динамических особенностей, 

создаваемых другими механизмами. 

Плоские шарнирно-рычажные механизмы (см. ри-

сунок 1, в–е) отличаются тем, что оси вращательных 

шарниров располагаются перпендикулярно оси дви-

жения y объекта защиты. В контурах II–V на рисун-

ке 1, в–е показаны варианты расположения дополни-

тельных грузов массой m для обеспечения настройки 

виброзащитных систем простейшими способами, что 

достигается, например, простым изменением положе-

ния дополнительной массы m (меняется l3). 
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Кроме того, на схеме рисунка 1, г, е показаны вари-

анты использования изогнутых рычагов. Последнее 

связано с возможностью выноса в зону обслуживания 

механизмов настройки или перемещения дополнитель-

ных масс. Верхние и нижние рычаги на рисунке 1, в–е 

считаются невесомыми жесткими стержнями. Предпо-

лагается, что внешние возмущения могут быть силовы-

ми (они приложены непосредственно к объекту защиты 

M) или кинематическими, что связано с колебаниями 

основания. Рассматриваются гармонические формы 

вибраций и малые движения всех элементов виброза-

щитных систем относительно положения статического 

равновесия. 

Приведенные на рисунке 1, в–е параметры виброза-

щитных систем: углы наклона рычагов α и β, длины 

звеньев l1–l4, дополнительная масса m определяют 

конфигурацию виброзащитной системы и, следова-

тельно, её динамические свойства. Предполагается, что 

при настройке виброзащитной системы названные па-

раметры могут тем или иным способом изменяться. 

Особенности динамических свойств виброзащитных 

систем с устройством для преобразования движения 

нашли отражение в работах [15, 26–29], вместе с тем 

ряд вопросов еще не получил детализированной оцен-

ки, что, в частности, относится к изучению эффектов, 

возникающих при различных видах внешнего возму-

щения. 

II Математические модели системы. Вынужден-

ные колебания. В этом плане интерес представляет 

сравнение форм силового и кинематического внешних 

возмущений. 

1 Силовое возмущение (Q ≠ 0, z = 0). Рассматривает-

ся схема на рисунке 1, в. 

На рисунке 2 точка O1 является мгновенным цен-

тром скоростей. Скорость точки B может быть найдена 

из соотношения: 

 ayyB   , (1) 

где 
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Здесь i = l2 / l1 – отношение длин верхнего и нижнего 

рычагов. 

 
Рисунок 2 – Кинематическая схема системы, представленной 

на рисунке 1, в 

Для определения угловой скорости нижнего рычага 

относительно точки A запишем, что 
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Скорость точки B1 в данном случае определится так: 
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Обозначим 

 
 
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Если в схеме используется изогнутый рычаг, как по-

казано на рисунке 2 в связи с положением точки 1B , то 

вектор скорости точки 1B  будет направлен перпенди-

кулярно AB1. Что касается длины 1BA  , то она может 

быть определена как длина l4 из геометрических соот-

ношений 

 
 


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coscossin

cos

1

4

1 il

il
yyB
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При наличии изогнутого рычага можно ввести па-

раметр: 
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coscossin

cos

1

4
1

il
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Можно отметить, что увеличение расстояния l4 (или 

l3) приводит к увеличению параметров b1 (или b). 

Для составления уравнения движения системы, схема 

которой приведена на рисунке 1, в, запишем выражения 

для кинетической и потенциальной энергий: 

    22

12

1

2

1
BymyMT   ; (7) 

  2
2

1
П zyk  , (8) 

найдем: 

   QkymbMy  2
1

 . (9) 

Из (9) можно перейти к структурной схеме системы 

(см. рисунок 3, а–г), используя преобразования Лапласа 

[30]. 

Таким образом, УПД при силовом возмущении 

трансформируется в звено с передаточной функцией 

типового дифференцирующего элемента второго по-

рядка. Способы введения такой дополнительной связи 

соответствуют правилам преобразований в структурной 

теории виброзащитных систем [4, 5, 10, 30]. Переда-

точная функция системы может быть определена из 

уравнения (9) или непосредственно из структурных 

схем на рисунке 3, а–г: 

  
kpmbMQ

y
pW




22
1 )(

1
. (10) 

Из (10) можно найти частоту собственных колеба-

ний системы: 
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Рисунок 3 – Структурные схемы виброзащитных систем, соответствующих уравнению (9): 

а – система обладает приведенной массой );( 2
1mbM   б – УПД – является обратной дополнительной связью по ускорению 

по отношению к объекту защиты; в – УПД – как параллельное звено; г – упругий элемент и УПД – могут соединяться 

по правилам параллельного соединения пружин 

 

Из (10) следует, что введение УПД может рассмат-

риваться как способ управления частотой собственных 

колебаний. Для этих целей могут варьироваться пара-

метры рычагов, дополнительной массы m и углы уста-

новки звеньев. 

Если угол установки α будет принимать малые зна-

чения, то приведенная масса: 

 2
1пр mbMM   (12) 

может принимать большие значения за счет возраста-

ния параметра b1. 

2 Возмущение, вызываемое движением опорной по-

верхности. При кинематическом возмущении исходная 

система (см. рисунок 1, в) будет вести себя иначе из-за 

того, что движение основания (z ≠ 0, Q = 0) формирует 

дополнительные силы инерции. Эти силы можно рас-

сматривать как силы инерции переносного движения. В 

частности, скорость точки B будет представлять собой 

сумму скоростей движения, создаваемых колебаниями 

основания )(
перBy , а также перемещения объекта защи-

ты )(
отнBy . Аналогичным образом должны рассматри-

ваться и скорости точек B1 и 1B . 

Для кинематических расчетов построим принципи-

альную схему, как показано на рисунке 4. 

 

Рисунок 4 – Кинематическая схема для расчета соотношений параметров при кинематическом возмущении 

 

Найдем скорость точки B, при этом: 

 
перотн BBB yyy   . (13) 

отнBy  может быть определена из выражения (1): 

yayB 
отн

 , 

при этом a определяется из (1′): 
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coscossin

cos
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Вектор скорости 
отнBy  перпендикулярен AO1 (O1 – 

мгновенный центр скоростей при 0z , 0y ). 

В свою очередь, вектор скорости 
перBy  перпендику-

лярен A1O2 (O2 – мгновенный центр скоростей при 

0z , 0y ). Величина 
перBy  определяется выраже-

нием 
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Найдем, что: 

AO2 = (l1 cos α + l2 cos β) · tg β, BO2 = A1O2 – l2; 
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Отметим, что 
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где 
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Принимая, что 
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С другой стороны, 
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Таким образом, 
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Теперь можно найти скорость точки B, проектируя 
соотношения на оси координат y0 и x0 в соответствии с 
рисунком 4 (в проекциях на оси y0 и x0): 
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перотн0пер0отн0

 BBBBB yyyyy
xxx

  (18) 

  sinsin
перотн0

BBB yyy
y

 ; (19) 

zayB   1пер
, yayB

 
отн

, 
 




coscossin

cos

i

i
a ; 

 
.

coscossin

cos
1






i
a  

Вернемся к (18): 
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Найдем, что 

 

 

   

  ;sinsinsin2

sincos

coscos2cos

222
11

222222
1

1
222









zazyaa

yaza

zyaaya

yB







  

 
   

 .coscossinsin2 1

22
1

222





zyaa

zayaVB




 (22) 

Можно принять, что 

 coscossinsin2b . 

Тогда 
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Построим математическую модель системы при ки-

нематическом возмущении. Найдем выражения для 

кинетической и потенциальной энергий: 
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2
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Используя уравнения Лагранжа 2-го рода [4, 5], по-

лучим 

  
kpmaM

kmpbaa

z

y
pW






22

2
21

)(
. (26) 

Частота собственных колебаний не изменяется по 

сравнению со случаем силового возмущения; в системе 

может быть обнаружено два динамических эффекта. 

Первый – это режим динамического гашения колебаний: 

 
mbaa

k

21

2
дин  . (27) 

Второй – при p → ∞ ( p = jω – комплексная пере-

менная 1j  [30]) 
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Вид амплитудно-частотной характеристики будет 

соответствовать результатам исследований, например, 

представленных в [5, 10, 30]. 

Исследуем свойства b2, полагая, 

 sinsincoscos2b , 

если α = β, то: b2 = cos2α – sin2α. При α = 45° b2 = 0. 

Если α < 45°, то b2 > 0. При α > 45° b2 < 0. 

Таким образом, механизм с массой в точке B пред-

ставляет собой дополнительную связь в виде диффе-

ренцирующего звена второго порядка. Возможности 

звена определяются параметром maa1b2 дополнитель-

ного рассмотрения. 

Если точка присоединения дополнительной массы 

находится в точке B1, то скорость точки B1 определяет-

ся по аналогичной формуле (3): 

 
пер1отн11 BBB yyy   . (29) 

Если проектировать (29) на оси y0, x0, то получим 

следующие соотношения: 
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где 
пер1By  – вектор скорости  O2B1; ,cos 1
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AO . При этом 

величина O2B1 определяется по схеме на рисунке 4. 

Из выражения (26) следует, что знак b2 определяет 

вид амплитудно-частотной характеристики системы, 

которая определяется параметрами передаточной 

функции. 
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Если b2 > 0, то числитель (26) будет положительным 

при любом значении p. В системе при p → ∞ наблюда-

ется явление «запирания», которое отмечалось ранее в 

работах [4, 5, 10, 30]. При этом 
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. (32) 

Аналогичная ситуация складывается и при b2 < 0 

при p → ∞. Однако в этом случае в системе будет ре-

жим динамического гашения на частоте, определяемой 

выражением (27). 

На рисунке 5 показана зависимость между углами α 

и β при b2 = 0. 

 
Рисунок 5 – График зависимости α и β при b2 = 0 

 

Особенность зависимости между параметрами α и β на 

рисунке 5 такова, что график делит пространство пара-

метров α и β на две области, обозначенные символами I и 

II. При этом пары значений из области I соответствуют 

b2 > 0, а пары значений α и β из области II соответствуют 

b2 < 0. На самом графике, для которого выполняется усло-

вие b2 = 0, пары значений α и β определяют конфигурацию 

звеньев системы такую, что амплитудно-частотная харак-

теристика системы будет иметь такой же вид, что и при 

силовом внешнем воздействии. 

Таким образом, 
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Введем ряд соотношений: 
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и получим 
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Дальнейший вывод уравнения движения и переда-

точной функции системы с учетом особенностей рас-

положения дополнительных масс производится анало-

гичным образом, как и для расположения массы в точке 

B. Возможно рассмотрение и совместного действия 

дополнительных масс, что проводится по вышеприве-

денной методике. 

Заключение. Введение дополнительных связей, 

представляющих собой механические цепи в конфигу-

рации механизма с нулевой степенью свободы или 

двухповодковой группы Ассура, расширяет возможно-

сти виброзащитных систем. Последнее достигается вы-

бором конфигурации механической системы, завися-

щей от углов установки рычагов, а также их длин. 

Как показали исследования, выбор параметров мо-

жет существенно влиять на свойства системы через 

изменения амплитудно-частотных характеристик. 

Существенное значение для определения возможно-

стей системы имеет вид внешнего воздействия. Кине-

матическое воздействие отличается тем, что формирует 

дополнительные силы взаимодействия, определяемые 

переносным движением элементов, создаваемым виб-

рациями опорной поверхности. При определенных 

условиях влияние таких эффектов может компенсиро-

ваться конфигурацией и особенностями динамических 

взаимодействий между элементами системы. 

При силовом воздействии в системе также возника-

ют дополнительные связи по абсолютному ускорению. 

Предлагаемая методика построения математических 

моделей позволяет определять возможности конструк-

тивно-технических решений, связанных с выносом до-

полнительных масс в различные зоны, что может быть 

использовано при решении задач рационального проек-

тирования виброзащитных систем. 
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S. V. Eliseev, E. V. Kaimov, N. Zh. Kinash. Additional masses in dynamics of vibrating mechanisms. 
The method of creation of mathematical models for mechanical oscillatory systems with additional ties in the form of the mechanical 

chains consisting of rods with a dot masses fixed on them is offered. Such structures represent groups of Assur. Feature of approach 

consists in an assessment of influence of additional ties by sight amplitude-frequency characteristics in problems of vibration protection 

of technical objects. 


