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ВВЕДЕНИЕ 

Систематическое изучение полиадических операций, то есть n-арных ал-

гебраических операций, арность которых n ≥ 2, началось после опубликования 

статьи Вильгельма Дѐрнте
1
, содержащей результаты его исследований, выпол-

ненных, как отмечает сам автор, по инициативе Эмми Нетер. В этой статье 

впервые было введено понятие n-группы как множества с одной ассоциативной 

и однозначно обратимой на каждом месте n-арной операцией и получены пер-

вые результаты, показывающие, что между бинарными группами и n-группами 

при n ≥ 3 имеются существенные различия. В. Дѐрнте продемонстрировал от-

личие n-групп при n ≥ 3 от групп на примере абелевых и полуабелевых n-групп, 

которые он определил соответственно тождествами 

[x1x2  xn] = [x(1)x(2)  x(n)], 

[xx1  xn–2y] = [yx1  xn–2x], 

где  – подстановка множества {1, 2, , n}. При n = 2 оба тождества опреде-

ляют класс всех абелевых групп, а для любого n ≥ 3 класс всех полуабелевых 

n-групп оказался шире класса всех абелевых n-групп. Заметим, что в настоящее 

время n-группы В. Дѐрнте называют также n-арными группами или полиадиче-

скими группами. 

Идея изучения полиадических операций, похожих на групповые, высказы-

валась и до В. Дѐрнте. В частности, Е. Каснер в работе
2
 рассматривал в группе 

подмножества, замкнутые относительно группового умножения n элементов, 

где n ≥ 3. Указанное групповое умножение n элементов является ничем иным, 

как n-арной операцией, производной от операции в группе. Ясно, что любая 

подгруппа группы замкнута относительно производной полиадической опера-

ции любой арности. Как оказалось, подгруппами группы не исчерпываются 

подмножества группы, замкнутые относительно производных полиадических 

операций. Например, в симметрической группе множество всех нечѐтных под-

становок замкнуто относительно производной тернарной операции. В общем 

случае, если факторгруппа группы по еѐ нормальной подгруппе является цик-

лической и имеет порядок, равный n – 1, то смежный класс, порождающий эту 

факторгруппу, является n-арной группой с n-арной операцией, производной от 

операции в группе. 
________________________________________ 

1
Dörnte, W. Untersuchungen über einen verallgemeinerten Gruppenbegrieff / W. Dörnte // Math. Z. – 1928. – 

Bd. 29. – S. 1–19. 
2
Kasner, E. An extension of the Group concept / E. Kasner // Bull. Amer. Math. Soc. – 1904. – №. 10. 

 – S. 290–291. 
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Ещѐ одним предшественником В. Дѐрнте можно считать Х. Прюфера, изу-

чавшего бесконечные абелевы группы с помощью введѐнных им груд
3
, кото-

рые, как показал В. Дѐрнте, являются идемпотентными полуабелевыми тернар-

ными группами. Результаты В. Дѐрнте и Х. Прюфера ввиду их оригинальности 

и нетривиальности А.К. Сушкевич включил в свою монографию
4
, посвятив им 

заключительную главу VII. 

До появления в 1940 году фундаментальной работы Э. Поста
5
, которую 

многие считают монографией, статья В. Дѐрнте оставалась единственной ори-

гинальной публикацией, в которой n-арные группы выступали объектом само-

стоятельного изучения. С указанной работы Э. Поста началось оформление 

теории n-арных групп в самостоятельный раздел алгебры с собственной про-

блематикой, включающей задачи, не имеющие аналогов в теории групп. 

Среди большого числа замечательных результатов, полученных Э. Постом, 

отметим прежде всего его n-арный аналог теоремы Силова, который устанавли-

вает существование и сопряжѐнность в конечной n-арной группе силовских 

подгрупп в случае, когда индекс этих подгрупп в n-арной группе взаимно прост 

с n – 1. Существуют примеры, показывающие, что невыполнимость этого усло-

вия не гарантирует существование в конечной n-арной группе силовских 

n-арных подгрупп. Это ещѐ раз подчѐркивает существенное отличие n-арных 

групп при n ≥ 3 от групп. Значительное место в работе Э. Поста отведено изу-

чению n-арных аналогов симметрической группы и полной линейной группы. 

Указанные n-арные аналоги обладают рядом свойств, отсутствующих у их би-

нарных прототипов. Например, n-арная группа n-арных подстановок при n ≥ 3 

имеет более одного идемпотента, так как их число равно (k!)
n–2

, где k – мощ-

ность множеств, на которых определяются n-арные подстановки. Кроме того, в 

этой n-арной группе в отличие от еѐ бинарного прототипа нет единиц. Отсут-

ствуют единицы и в n-арной группе n-арных матриц. 

Значительным вкладом в теорию n-арных групп являются работы
6, 7

 

В.А. Артамонова, посвящѐнные свободным n-арным группам и шрайеровым 

многообразиям n-арных групп. 
___________________________________________________________ 

3
Prüfer, H. Theorie der abelshen Gruppen. I. Grundeigenschaften / H. Prüfer // Math. Z. – 1924. – Bd. 20. – S. 

165–187.
 

4
Сушкевич, А.К. Теория обобщенных групп / А.К. Сушкевич. – Харьков, Киев: Гос. научно-техн. изд-во 

Украины, 1937. – 176 с.
 

5
Post, E.L. Polyadic groups / E.L. Post // Trans. Amer. Math. Soc. – 1940. – Vol. 48, №2. – P.208–350.

 

6
Артамонов, В.А. Свободные n-арные группы / В.А. Артамонов // Мат. заметки. – 1970. – Т.8, №4. 

 – С. 499–507. 
7
Артамонов, В.А. О шрайеровых многообразиях n-групп и n-полугрупп / В.А. Артамонов // Труды семи-

нара им. И.Г. Петровского. – 1979. – Вып. 5. – С. 193–202. 
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Первой монографией по n-арным группам является изданная в 1992 году 

книга
8 

С.А. Русакова, в которой большое внимание уделено аксиоматике 

n-арных групп, а также построена законченная силовская теория конечных 

n-арных групп. Ещѐ одна монография
9 

С.А. Русакова посвящена приложениям 

n-арных групп в аффинной геометрии и к описанию обобщѐнных переходных 

систем. Отметим также монографию
10

 Я. Ушана, в которой n-арные группы яв-

ляются основным объектом изучения. 

Список книг, посвящѐнных n-арным группам и их приложениям, пополни-

ли монографии
11, 12, 13, 14

 А.М. Гальмака, которые значительно расширили тема-

тику исследований по n-арным группам. В частности, в монографии
14

 изучают-

ся свойства l-арной операции [ ]l, , k, которую автор определил для любых це-

лых k  2, l  2 и любой подстановки  множества {1, , k} на k-й декартовой 

степени A
k
 полугруппы A. Если 

k = n – 1, l = n,  = (12  n – 1), A = Sm, 

то операция [ ]l, , k совпадает с n-арной операцией Э. Поста, определенной на 

(n – 1)-й декартовой степени симметрической группы Sm. 

В своѐ время А.Г. Курош в книге
15

 обратил внимание будущих исследова-

телей на некоторые алгебраические системы, изучение которых, по его мнению, 

будет способствовать как прогрессу в самой алгебре, так и нахождению новых 

еѐ приложений. В круг таких алгебраических систем он включил и n-арные 

группы, которым посвятил отдельный раздел. 

Отдельный раздел, посвящѐнный n-арным группам, имеется также в кни-

ге
16

 Р. Брака. В книге
17

 Н. Бурбаки приведена теорема Поста о смежных клас-

сах, играющая исключительно важную роль в теории n-арных групп, так как 

она позволяет выразить полиадическую операцию n-арной группы через бинар-

ную операцию группы, тем самым давая возможность во многих случаях при 

изучении n-арных групп плодотворно использовать результаты хорошо разви-

той теории групп. Именно с помощью своей теоремы о смежных классах 
___________________________________________________________ 

8
Русаков, С.А. Алгебраические n-арные системы / С.А. Русаков. – Минск: Навука i тэхнiка, 1992. – 245 с. 

9
Русаков, С.А. Некоторые приложения теории n-арных групп / С.А. Русаков. – Минск: Беларуская наву-

ка, 1998. – 167 с. 
10

Ušan, J. n-Groups in the light of the neutral operations / J. Ušan // Mathematika Moravica. – 2003. – Special 

Vol. – 162 p. 
11

Гальмак, А.М. Конгруэнции полиадических групп / А.М. Гальмак. – Минск: Беларуская навука. –1999. 

– 182 с. 
12

Гальмак, А.М. n-Арные группы: в 2 ч. Ч. 1 / А.М. Гальмак. – Гомель: ГГУ им. Ф. Скорины, 2003. – 196 с. 
13

Гальмак, А.М. n-Арные группы: в 2 ч. Ч. 2 / А.М. Гальмак. – Минск: Изд. Центр БГУ, 2007. – 323 с. 
14

Гальмак, А.М. Многоместные операции на декартовых степенях / А.М. Гальмак. – Минск: Изд. Центр 

БГУ, 2009. – 265 с. 
15

Курош, А.Г. Общая алгебра: Лекции 1969/70 учебного года / А.Г. Курош. – М.: Наука, 1974. – 160 с. 
16

Bruck, R.H. A survey of binary systems / R.H. Bruck. – Berlin, Heidelberg, New York: Springer, 1966. –

 185 p. 
17

Бурбаки, Н. Алгебра. Алгебраические структуры, линейная и полилинейная алгебра / Н. Бурбаки. – М.: 

Физматгиз, 1962. – 516 с. 
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Э. Пост и получил многие результаты о n-арных группах, в том числе и упомя-

нутый выше n-арный аналог теоремы Силова. Отметим также найденный 

Э. Постом критерий абелевости n-арной группы, согласно которому n-арная 

группа является абелевой тогда и только тогда, когда бинарная группа, фигури-

рующая в теореме Поста о смежных классах, является абелевой. Э. Пост полу-

чил и аналогичный критерий полуабелевости n-арной группы. 

Информация по n-арным группам и близким к ним алгебраическим систе-

мам имеется в монографии
18 

Л.А. Шеметкова и А.Н. Скибы, а также в обзорах 

В.А. Артамонова
19, 20

 и К. Глазека
21

. 

Статья
22 

С.А. Чунихина «К теории неассоциативных n-групп», опублико-

ванная в 1945 году, положила начало изучению иных типов ассоциативности 

полиадической операции, отличных от ассоциативности, которую использовал 

В. Дѐрнте в своѐм определении n-группы. Соответственно возможны и другие 

полиадические обобщения понятия группы, отличные от определения 

В. Дѐрнте. Одно из таких обобщений принадлежит Ф.Н. Сохацкому
23

, который 

ввѐл понятие полиагруппы сорта (s, n), где s делит n – 1. n-Арные группы – это 

в точности полиагруппы сорта (1, n). Многие результаты для n-арных групп 

(например, результаты по аксиоматике) обобщаются на случай полиагрупп. 

На пути изучения различных типов ассоциативности полиадической опе-

рации, отличных от ассоциативности В. Дѐрнте, возникли и стали изучаться 

также позиционные оперативы Л.М. Глускина
24

 и алгебры Менгера, удовлетво-

ряющие тождеству сверхассоциативности. Результаты публикаций по алгебрам 

Менгера систематизированы в монографии
25

 В. Дудека и В.С. Трохименко. 

Если в определении n-арной группы В. Дѐрнте отказаться от требования 

ассоциативности n-арной операции, то получится определение n-арной квази-

группы. Активное изучение n-арных квазигрупп началось в 60-х годах прошло-

го столетия. Несмотря на большое число статей по n-арным квазигруппам 
___________________________________________________________ 

18
Шеметков, Л.А. Формации алгебраических систем / Л.А. Шеметков, А.Н. Скиба. – М.: Наука, 1989. – 

246 с. 
19

Артамонов, В.А. Универсальные алгебры / В.А. Артамонов // Итоги науки и техники. Сер. Алгебра. То-

пология. Геометрия. – 1976. – С. 191–248. 
20

Артамонов, В.А. Универсальные алгебры / В.А. Артамонов // Итоги науки и техники. Сер. Алгебра. То-

пология. Геометрия. – 1989. – С. 45–124. 
21

Glazek, K. Bibliographi of n-groups (poliadic groups) and same group like n-ary systems / K. Glazek // Proc. 

of the sympos. n-ary structures. – Skopje, 1982. – P. 259–289. 
22

Чунихин, С.А. К теории неассоциативных n-групп / С.А. Чунихин // Доклады АН СССР. – 1945. – Т. 48, 

№1. – С.7–10. 
23

Сохацкий, Ф.Н. Об ассоциативности многоместных операций / Ф.Н. Сохацкий // Дискретная математи-

ка. – 1992. – №4. – С. 66–84. 
24

Глускин, Л.М. Позиционные оперативы / Л.М. Глускин // Мат.сборник. – 1965. – Т.68(110), №3.  

– С. 444–472. 
25

Дудек, В. Алгебры Менгера многоместных функций / В. Дудек, В.С. Трохименко. – Кишенѐв: Гос. уни-

верситет Молдовы, 2006. – 237 с. 
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на сегодняшний день имеется пока только одна посвящѐнная им монография
26

 

В.Д. Белоусова. В этой монографии есть глава, посвящѐнная n-арным группам. 

В ней изучаются также (i, j)-ассоциативные n-арные квазигруппы – одно из 

обобщений понятия n-арной группы. 

Одновременно с изучением n-арных квазигрупп началось и изучение 

n-арных полугрупп, определение которых может быть получено также из опре-

деления n-арной группы В. Дѐрнте, если в нѐм отказаться от требования одно-

значной обратимости n-арной операции на каждом месте. Из исследователей, 

занимавшихся изучением n-арных полугрупп, выделяется своими глубокими 

результатами Л.М. Глускин
27

. 

В последнее время заметный прогресс в изучении n-арных групп связан с 

активным проникновением в теорию n-арных групп формационных методов, 

важнейшие из которых изложены в монографиях Л.А. Шеметкова
28

, Л.А. Ше-

меткова и А.Н. Скибы
18

, А.Н. Скибы
29

, М.В. Селькина
30

, М.В. Селькина и 

С.Ф. Каморникова
31

. 

В сравнении с другими n-арными алгебраическими системами n-арные 

группы являются лучше изученными, хотя и уступают в этом отношении груп-

пам. Это объясняется как тем, что n-арные группы устроены более сложно, чем 

группы, так и наличием в теории n-арных групп понятий, которые либо не 

имеют прототипов в теории групп, либо эти прототипы являются в ней триви-

альными. В связи с этим актуальна задача разработки новых методов исследо-

вания n-арных групп. 

Отставание теории n-арных групп от теории групп особенно заметно в об-

ласти приложений. На это обратил внимание А.И. Кострикин на Всесоюзной 

алгебраической конференции, проходившей в 1973 году в Свердловске, где он 

поставил вопрос о необходимости нахождения приложений теории n-арных 

групп в различных областях знания. Именно по этой причине С.А. Русаков и 

занялся исследованиями по применению n-арных групп в аффинной геометрии 

и к описанию обобщѐнных переходных систем. Оказалось, что при этом ис-

пользуются преимущественно полуабелевы n-арные группы. Стало понятно, 
___________________________________________________________ 

26 
Белоусов, В.Д. n-Арные квазигруппы / В.Д. Белоусов. – Кишинев: Штиинца, 1972. – 228 с. 

27 
Глускин, Л.М. Полиадические полугруппы / Л.М. Глускин // Теория полугрупп и еѐ приложения. По-

лиадические полугруппы.Полугруппы преобразований. – Саратов, 1983. – С. 10–19. 
18

Шеметков, Л.А. Формации алгебраических систем / Л.А. Шеметков, А.Н. Скиба. – М.: Наука, 1989. – 

246 с. 
28

Шеметков, Л.А. Формации конечных групп / Л.А. Шеметков – М.: Наука, 1978. – 272 с. 
29

Скиба, А.Н. Алгебра формаций / А.Н. Скиба. – Минск: Беларуская навука, 1997. – 240 с. 
30

Селькин, М.В. Максимальные подгруппы в теории классов конечных групп / М.В. Селькин. – Минск: 

Беларуская навука, 1997. – 145 с. 
31

Селькин, М.В. Подгрупповые функторы и классы конечных групп / М.В. Селькин, С.Ф. Каморников. – 

Минск: Беларуская навука, 2003. – 254 с. 
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что для дальнейшего прогресса в области приложений n-арных групп необхо-

димо более глубокое изучение полуабелевых n-арных групп и связанных с ни-

ми объектов, в частности, центров и полуцентров. Отметим, что исследованиям 

С.А. Русакова, посвящѐнным применению полиадических групп в геометрии, 

предшествовала статья
32

 Д. Вакарелова, в которой для этих целей применялись 

только тернарные группы. Отметим также, что частным случаем обобщѐнных 

переходных систем, которые определил и изучал С.А. Русаков, являются авто-

маты с переменной структурой, изучавшиеся ранее Дж. Гржимала-Буссэ
33, 34

. 

Таким образом, до последнего времени оставалась открытой актуальная 

проблема развития общей теории n-арных групп в таких направлениях как по-

луабелевы n-арные группы, полиадические операции на декартовых степенях 

групп, n-арные аналоги подстановок множеств произвольной мощности, а так-

же ее применение в алгебраических структурах, определяемых системами по-

лиадических операций. На реализацию этой актуальной задачи и направлено 

данное диссертационное исследование. 

 

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Связь работы с научными программами и темами 

Диссертация выполнена в рамках следующих госбюджетных тем. 

«Исследование инъективных свойств конечных групп и близких к ним ти-

пов  универсальных алгебр», Белорусский государственный университет транс-

порта, выполнялась в 2000-2002 г. (№НИР 2409). 

 «Инварианты частично разрешимых конечных групп», Гомельский госу-

дарственный университет им. Ф. Скорины. Тема утверждена Постановлением 

Совета Министров Республики Беларусь от 28.11.2005 г. №1339, выполнялась в 

2006–2010 гг. (Государственная программа фундаментальных исследований 

«Математические модели», номер госрегистрации – 20061847). 

«Разработка и применение методов локального анализа в вопросах класси-

фикации конечных групп по характеру вложения подгрупп», Гомельский госу-

дарственный университет им. Ф. Скорины. Тема утверждена Постановлением 

Совета Министров Республики Беларусь от 09.06.2010 № 886, выполняется в  

2011–2015 гг. (Государственная программа научных исследований «Конверген-

ция», подпрограмма «Математические методы»), номер госрегистрации – 

20112850) 
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Цель и задачи исследования 

Целью исследования является создание новых методов изучения свойств 

полиадических операций и алгебраических структур, определяемых системами 

таких операций. Для этого необходимо было решить следующие задачи: 

– разработать общие методы построения и описания полиадических опера-

ций на множествах функций; 

– исследовать строение центров и полуцентров полиадических группоидов 

и полугрупп функций; 

– изучить свойства полиадических групп и алгебр функций; 

– доказать тождественность в классе всех n-арных групп понятий полуабе-

левости и аффинности; 

– разработать методы распознавания полуабелевых n-арных групп в классе 

всех n-арных групп с помощью объектов аффинной геометрии; 

– развить теорию самосовмещения элементов n-арной группы. 

Объектами исследования являются полиадические операции и алгебраиче-

ски структуры, определяемые этими операциями. 

Предметом исследования являются центры и обобщенные центры полиа-

дических группоидов и полугрупп функций, а также различные n-арные анало-

ги абелевых полугрупп и групп. 

Положения, выносимые на защиту 

В диссертации разработаны новые методы исследования полиадических 

операций и их применение к исследованию алгебраических структур, определя-

емых системами таких операций, на основе которых установлены новые зако-

номерности и свойства, включающие в себя: 

1) создание общих методов построения и описания полиадических опера-

ций на множествах функций (доказательство отсутствия единиц в l-арном 

группоиде, определяемом нетождественной подстановкой  произвольного 

множества, теорема 2.3.1 [25, с. 7]; нахождение всех делителей нуля в этом 

группоиде, теорема 2.4.1 [2, с. 80]; доказательство его ассоциативности в случае 

тождественной подстановки 
l–1

, теорема 2.5.1 [2, с. 86]; описание свойств по-

лученной l-арной полугруппы для некоторых классических полугрупп, теоремы 

2.5.5–2.5.8 [2, с. 99]); 

2) исследование свойств центров и обобщенных центров полиадических 

групп и полугрупп функций (доказательство неабелевости l-арного группоида, 

определенного нетождественной подстановкой  произвольного множества, ес-

ли он содержит единицу и отличный от неѐ элемент, теорема 3.1.1 [2, с. 55]; 

нахождение достаточных условий пустоты центра этого l-арного группоида, 

теорема 3.1.2 [2, с. 60]; исследование различных l-арных аналогов абелевых по-

лугрупп, теорема 3.5.2 [2, с. 101]); 
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3) изучение свойств полиадических групп и алгебр функций (описание 

свойств l-арной группы, определяемой подстановкой  произвольного множе-

ства для некоторых классических групп, теоремы 4.4.1 – 4.4.3 [2, с. 125–127]; 

исследование свойств обертывающей и соответствующей групп для l-арной 

группы, построенной на декартовой степени смежного класса, порождающего 

циклическую факторгруппу порядка, делящего l – 1, теорема 4.6.1 [2, с. 174]; 

описание свойств (2, l)-алгебры, определяемой подстановкой  произвольного 

множества, теорема 4.7.2 [2, с. 163]); 

4) установление тождественности понятий полуабелевости и аффинности в 

классе всех n-арных групп, теорема 5.1.7 [1, с. 27]; 

5) разработку методов распознавания полуабелевых n-арных групп в клас-

се всех n-арных групп с помощью объектов аффинной геометрии, теорема 

5.2.20 [1, с. 55]; распознавание полуабелевых n-арных групп в классе всех n-

арных групп с помощью свойств объектов аффинной геометрии, построенных 

на этих n-арных группах, теоремы 5.3.7, 5.4.7 [1, с. 132, с. 145]); 

6) развитие теории самосовмещения элементов n-арной группы (критерии 

самосовмещения элементов n-арных групп, теоремы 6.1.3, 6.1.4, 6.1.7 [1, с. 184, 

с. 186, с. 196]; распознавание полуабелевых n-арных групп в классе всех 

n-арных групп через самосовмещение элементов этих групп, теоремы 6.2.3, 

6.2.6, 6.2.7, 6.3.5, 6.3.6 [1, с. 200, с. 240, с. 245, с. 278, с. 283]). 

Все результаты диссертации являются новыми, впервые получены авто-

ром. 

Личный вклад соискателя 

Диссертационная работа выполнена соискателем лично. В совместной мо-

нографии [2] результаты разделов 2.3, 2.4 и 2.6 получены соискателем самосто-

ятельно, остальные результаты получены в соавторстве. В статьях [22, 25, 26, 

27] участие соискателя составляет 50%.  

Апробация результатов диссертации 

Основные результаты исследований докладывались и обсуждались на ал-

гебраическом семинаре в Московском государственном университете им. М.В. 

Ломоносова (Москва); на алгебраическом семинаре в Киевском национальном 

университете им. Тараса Шевченко (Киев); на Международной конференции по 

алгебре и комбинаторике, посвященной 60-летию А.А. Махнева (Екатерин-

бург); на алгебраическом семинаре  Института математики Молдавской Акаде-

мии Наук (Кишинев); на семинаре «Телекоммуникации: сети и технологии, ал-

гебраическое кодирование и безопасность данных» в Белорусском государ-

ственном университете информатики и радиоэлектроники (Минск); на Между-

народной алгебраической конференции, посвященной памяти Л.А. Шеметкова 

(Гомель).  

Результаты диссертации докладывались на следующих семинарах и кон-

ференциях: 
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 научных семинарах кафедры алгебры и геометрии учреждения образо-

вания «Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины»; 

 семинарах кафедры высшей математики Белорусского государственного 

университета транспорта; 

 Международном конгрессе Конференции математики в Беларуси (Грод-

но, 29 сентября–2 октября 1992 г.); 

 Конференции «Проблемы повышения функциональности и экономики, 

устойчивости работы транспортного комплекса и его кадрового обеспечения в 

условиях рынка»  (Гомель, 2–5 октября 1993 г.); 

 Международной математической конференции, посвященной 200-летию 

со дня рождения Н.И. Лобачевского (Минск, 4–8 декабря 1993 г.); 

 Международной 51-й научно-технической конференции БГПА, посвя-

щенной 75-летию БГПА (Минск, октябрь 1995 г.); 

 Международной математической конференции «Проблемы алгебры и 

кибернетики», посвященной памяти академика С.А. Чунихина (Гомель, сен-

тябрь 1995 г.) 

 VII Белорусской математической конференции (Минск, 18–22 ноября 

1996 г.); 

 Международной алгебраической конференции, посвященной памяти 

профессора Л. М. Глускина (Славянск, 25–29 августа1997 г.); 

 Международной научной конференции, посвященной 80-летию профес-

сора Вольфганга Гашюца (Гомель, 16–21 октября 2000 г.); 

 Юбилейной научно-практической конференции УО «Гомельский госу-

дарственный университет имени Франциска Скорины» (Гомель, 3–6 июля 

2009 г.); 

 Международной научно-практической интернет-конференции, посвя-

щенной 60-летию доктора физ.-мат. наук Н.Т. Воробьева (Витебск, 21–22 июня 

2011 г.); 

 Международной математической конференции, посвященной 70-летию 

профессора В.В. Кириченко (Николаев, 13–19 июня 2012 г.); 

 Международной конференции по алгебре, посвященной    100-летию
 

С.Н. Черникова (Киев, 2012 г.); 

 Международной научной конференции (Минск, 4–9 ноября 2012 г.); 

 Х Международной конференции «Алгебра и теория чисел: современные 

проблемы и приложения» (Волгоград, 10–16 сентября 2012 г.); 

 8-й Международной алгебраической конференции на Украине, посвя-

щенной 60-летию профессора В. Усенко (Луганск,  5–12 июля, 2011 г.); 

 Международной научно-практической конференции, посвященной 

100-летию МГУ им. А. А. Кулешова (Могилев, 20–22 февраля 2013 г.). 
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Опубликованность результатов 

Основные результаты диссертации опубликованы в 2 монографиях, 25 ста-

тьях в журналах и 17 тезисах докладов. Общий объѐм опубликованных матери-

алов – 46,7 авторских листа, в том числе в монографиях – 31,4; в статьях в 

научных журналах – 11,7; в тезисах и материалах докладов конференций – 3,6. 

Структура и объем диссертации 

Диссертация состоит из перечня условных обозначений, введения, общей 

характеристики работы, шести глав основной части, заключения и библиогра-

фического списка в порядке цитирования в количестве 125 наименований ис-

пользованных источников и 44 наименований публикаций соискателя. Объем 

диссертации – 231 страница. 

Автор выражает глубокую благодарность и признательность доктору фи-

зико-математических наук, профессору М.В. Селькину и доктору физико-

математических наук А.М. Гальмаку за консультации и внимание, оказанное 

ими при написании данной диссертации. 
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ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

В диссертации используются определения и обозначения из работ
5,8,9

.
 

Диссертация состоит из перечня условных обозначений, введения, общей 

характеристики работы, шести глав основной части, заключения и библиогра-

фического списка. 

В главе 1 «Исходные понятия и результаты» приводится аналитический 

обзор литературы по теме диссертации, формулируются основные задачи дис-

сертационной работы, описываются объекты исследования и формулируются 

известные результаты, используемые в диссертации. 

Глава 2 «Операция [ ]l, , J» посвящена решению задачи обобщения кон-

струкции Э. Поста, которую он использовал при построении m-арных операций 

на конечных упорядоченных наборах подстановок и конечных упорядоченных 

наборах матриц. 

В разделе 2.1 приводятся примеры тернарных операций на бесконечных 

упорядоченных наборах элементов некоторых множеств и формулируется тео-

рема 2.1.1, обобщающая построенные примеры. 

В разделе 2.2 для произвольного множества J, любой подстановки  из SJ и 

любого целого l  2 на декартовой степени A
J
 произвольного группоида A опре-

деляется l-арная операция [ ]l, , J. 

Определение 2.2.1 [2, с. 47]. Пусть A – группоид, l  2, J – произволь-

ное множество,  – подстановка из SJ. Определим на множестве A
J
 вначале би-

нарную операцию x  y, полагая 

(x  y)(j) = x(j)y((j)), j  J, 

а затем l-арную операцию 

[x1x2 … xl]l, , J = x1  (x2  ( … (xl–2  (xl–1  xl)) … )). 

Основной в этом разделе является следующая теорема. 

Теорема 2.2.1 [2, с. 48].  Пусть A – группоид, x1, x2, , xl  A
J
,   SJ. 

Тогда 

[x1x2  xl]l, , J(j) = x1(j)(x2((j))(  (xl–1(
l–2

(j))xl(
l–1

(j)))  )),  j  J. 

Теорема 2.2.1 позволила сформулировать большое число следствий, в том 

числе для l-арной операции [ ]sk+1, , J, где σ – подстановка из SJ порядка k. Важ-

ное значение этой операции объясняется тем, что, как установлено в разде-

ле 2.5, она является ассоциативной. 

        Отсутствие единиц в l-арном группоиде < A
J
, [ ]l, , J > в случае нетожде-

ственности подстановки  гарантирует следующая теорема из раздела 2.3. 
___________________________________________________________ 

      5
Post, E.L. Polyadic groups / E.L. Post // Trans. Amer. Math. Soc. – 1940. – Vol. 48, №2. – P. 208–350. 

      8
Русаков, С.А. Алгебраические n-арные системы / С.А. Русаков. – Минск: Навукаiтэхнiка, 1992. – 245 с. 

      9
Русаков, С.А. Некоторые приложения теории n-арных групп / С.А. Русаков. – Минск: Беларуская навука, 

1998. – 167 с. 


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Теорема 2.3.1 [21, с. 8].  Если  – нетождественная подстановка из SJ, 

группоид A содержит более одного элемента, то в l-арном группоиде 

< A
J
, [ ]l, , J > нет единиц. 

Основным результатом раздела 2.4 является следующая теорема, согласно 

которой в l-арном группоиде < A
J
, [ ]l, , J > все элементы являются делителями 

нуля, если каждое из множеств J и A содержит более одного элемента. 

Теорема 2.4.1 [2, с. 131]. Если 0 – нуль группоида A, то функция 0  A
J 

такая, что 0(j) = 0 для любого j  J, является нулем l-арного группоида 

< A
J
, [ ]l, , J >. Если к тому же l  3, каждое из множеств J и A содержит более 

одного элемента, то в < A
J
, [ ]l, , J > все элементы являются делителями нуля. 

В разделе 2.5 доказывается ассоциативность l-арной операции [ ]l, , J в слу-

чае тождественности подстановки 
l–1

. 

Теорема 2.5.1 [2, с. 86]. Пусть A – полугруппа, l  2,  – подстановка из 

SJ, удовлетворяющая условию 
l
 = . Тогда l-арная операция [ ]l, , J является ас-

социативной и для всех x1, x2, , xl  A
J
 верны равенства 

[x1x2  xl]l, , J = x1   xl =  

Следующая теорема полностью описывает множество E(A
J
, [ ]l, ε, J) всех 

единиц l-арной полугруппы < A
J
, [ ]l, , J > для полугруппы A с левым (правым, 

двусторонним) сокращением. 

Теорема 2.5.4 [21, с. 10]. Пусть  – тождественная подстановка, полу-

группа A с левым (правым, двусторонним) сокращением содержит единицу. 

Элемент u  A
J 

является единицей в l-арной полугруппе < A
J
, [ ]l, ε, J > тогда и 

только тогда, когда для любого j  J справедливы условия 

u(j)  Z(A), (u(j))
l–1

 = 1, 

где Z(A) – центр полугруппы A, то есть 

E(A
J
, [ ]l, ε, J) = {u  A

J
 | u(j)  Z(A),  (u(j))

l–1
 = 1, для любого j  J}. 

В заключении раздела 2.5 приводятся результаты об операции [ ]l, , J для 

некоторых полугрупп, играющих значительную роль в алгебраических иссле-

дованиях: полугруппы 𝓕X всех преобразований множества X, полугруппы 𝓑X 

всех бинарных отношений на множестве X, полугруппы Mn(P) всех квадратных 

матриц порядка n над полем P. 

Теорема 2.5.5 [2, с. 99].  Пусть l  2, подстановка  из SJ  удовлетворяет 

условию 
l
 = . Тогда < 𝓕 , [ ]l, , J > – l-арная полугруппа. Если подстановка  

нетождественная, множество X содержит более одного элемента, то эта 

l-арная полугруппа неабелева и в ней нет единиц. 

Теорема 2.5.6 [2, с. 99].  Пусть l  2, подстановка  из SJ  удовлетворяет 

условию 
l
 = . Тогда < 𝓑 , [ ]l, , J > – l-арная полугруппа. Если подстановка  

нетождественная, множество X содержит более одного элемента, то эта 

l-арная полугруппа неабелева и в ней нет единиц. 

f

2x
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
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

lf

lx .
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121 l

f

l

f l
xxxx


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Теорема 2.5.7 [2, с. 99].  Пусть l  2, подстановка  из SJ удовлетворяет 

условию 
l
 = . Тогда < , [ ]l, , J > – l-арная полугруппа. Если подстанов-

ка  нетождественная, то эта l-арная полугруппа неабелева и в ней нет еди-

ниц. 

В главе 3 «Центры и полуцентры в < A
J
, [ ]l, ε, J >» решается задача описа-

ния центров и полуцентров l-арного группоида < A
J
, [ ]l, , J > в случае, когда 

группоид A содержит единицу. 

В разделе 3.1 доказывается следующая теорема о неабелевости l-арного 

группоида < A
J
, [ ]l, , J > для нетождественной подстановки , обобщающая из-

вестные результаты
14 

об операции [ ]l, , J для конечного множества J и полу-

группы A. 

Теорема 3.1.1 [2, с. 55]. Пусть  – нетождественная подстановка из 

SJ, группоид A содержит единицу 1 и элемент a, отличный от неѐ. Тогда 

l-арный группоид < A
J
, [ ]l, , J >  неабелев. 

В этом же разделе определяются шесть аналогов центра группоида:  

левый центр 

ZL(A, [ ]) = {z  A  [zxy1  yl–2] = [xzy1  yl–2], x, yi  A}; 

малый левый центр 

KZL(A, [ ]) = {z  A   = , x, y  A}; 

большой левый центр 

GZL(A, [ ]) = {z  A   = , x  A}; 

правый центр 

ZR(A, [ ]) = {z  A  [y1  yl–2xz] = [y1  yl–2zx], x, yi  A}; 

малый правый центр 

KZR(A, [ ]) = {z  A   = , x, y  A}; 

большой правый центр 

GZR(A, [ ]) = {z  A   = , x  A}. 

При l = 2 все шесть аналогов совпадают с центром Z(A) группоида A. 

Справедлива теорема. 

Теорема 3.1.2 [2, с. 60].  Пусть  – нетождественная подстановка из 

SJ, полугруппа A содержит единицу и элемент, отличный от неѐ. Тогда 
__________________________________________________________ 

14
Гальмак, А.М. Многоместные операции на декартовых степенях / А.М. Гальмак. – Минск: Изд. Центр 

БГУ, 2009. – 265 с. 
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1) если A – полугруппа с левым сокращением, то 

ZL(A
J
, [ ]l, , J) = KZL(A

J
, [ ]l, , J) = , 

2) если A – полугруппа с правым сокращением, то 

ZR(A
J
, [ ]l, , J) = KZR(A

J
, [ ]l, , J) = , 

3) если A – полугруппа с двусторонним сокращением, то 

ZL(A
J
, [ ]l, , J) = KZL(A

J
, [ ]l, , J) = GZL(A

J
, [ ]l, , J) = 

= ZR(A
J
, [ ]l, , J) = KZR(A

J
, [ ]l, , J) = GZR(A

J
, [ ]l, , J) = . 

Результаты раздела 3.1 конкретизируются в разделе 3.2 для подстановки , 

являющейся циклом длины l – 1.Основным результатом этого раздела является 

следующая теорема. 

Теорема 3.2.1 [2, с. 66].  Пусть  – цикл длины l – 1  2 из SJ, полугруп-

па A содержит единицу и элемент, отличный от неѐ. Тогда 

1) если A – полугруппа с левым сокращением, то 

ZL(A
J
, [ ]l, , J) = KZL(A

J
, [ ]l, , J) = GZL(A

J
, [ ]l, , J) = , 

2) если A – полугруппа с правым сокращением, то 

ZR(A
J
, [ ]l, , J) = KZR(A

J
, [ ]l, , J) = GZR(A

J
, [ ]l, , J) = , 

3) если A – полугруппа с двусторонним сокращением, то верны все равен-

ства из 1) и 2). 

В разделе 3.3 левые и правые центры одного и того же вида объединяются 

общим понятием следующим образом. Для l-арного группоида < A, [ ] > и лю-

бого i = 1, , l – 1 определим i-й центр 

Zi(A, [ ]) = {z  A  [y1  yi–1zxyi  yl–2] = [y1  yi–1xzyi  yl–2], x, yi  A}, 

малый i-й центр 

KZi(A, [ ]) = {z  A   = , x, y  A},  

большой i-й центр 

GZi(A, [ ]) = {z  A   = , x  A}. 

Для любого i = 1, , l – 1 имеют место включения 

Zi(A, [ ]) ⊆ KZi(A, [ ]) ⊆ GZi(A, [ ]). 

Ясно, что 1-е центры совпадают с левыми центрами, а (l – 1)-е центры – с 

правыми центрами. 

В следующей теореме устанавливаются достаточные условия совпадения и 

пустоты i-ых центров l-арного группоида < A
J
, [ ]l, , J >. 

][
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Теорема 3.3.1 [2, с. 74].  Пусть  – нетождественная подстановка из 

SJ, A – полугруппа с двусторонним сокращением, содержащая единицу и эле-

мент, отличный от неѐ. Тогда 

Zi(A
J
, [ ]l, , J) = KZi(A

J
, [ ]l, , J) = GZi(A

J
, [ ]l, , J) =  

для любого i = 1, , l – 1. 

В разделе 3.4 находится необходимое и достаточное условие абелевости 

l-арного группоида < A
J
, [ ]l, , J >, если  – тождественная подстановка, A – по-

лугруппа с единицей. 

В разделе 3.5 доказывается следующий критерий полуабелевости l-арной 

полугруппы  < A
J
, [ ]l, , J >. 

Теорема 3.5.1 [19, с. 77]. Если полугруппа A содержит единицу, под-

становка   SJ удовлетворяет условию 
l
 = , то l-арная полугруппа 

< A
J
, [ ]l, , J > является полуабелевой тогда и только тогда, когда полугруппа A 

коммутативна. 

Всякая полуабелева l-арная полугруппа является и слабо полуабелевой. 

Как показывает следующая теорема, для цикла длины l – 1 из слабой полуабе-

левости l-арной полугруппы < A
J
, [ ]l, , J > следует ее полуабелевость. Более то-

го, в этом случае понятия полуабелевости, слабой полуабелевости и коммута-

тивности тождественны. 

Теорема 3.5.2 [19, с. 77]. Если полугруппа A содержит единицу,  – 

цикл длины l – 1  2 из SJ,  то следующие утверждения эквивалентны: 

1) l-арная полугруппа < A
J
, [ ]l, , J >  полуабелева; 

2) l-арная полугруппа < A
J
, [ ]l, , J > слабо полуабелева; 

3) полугруппа A коммутативна. 

Так как при n  2 полугруппа Mn(P) некоммутативна, то теоремы 2.3.1, 

2.5.1 и 3.5.1 позволяют сформулировать следующую теорему, уточняющую 

теорему 2.5.7. 

Теорема 3.5.3 [2, с. 111]. Пусть l  2, подстановка  из SJ  удовлетворя-

ет условию 
l
 = . Тогда 

1) < , [ ]l, , J >– l-арная полугруппа; 

2) если n ≥ 2, то эта l-арная полугруппа неполуабелева; 

3) если  – нетождественная подстановка, то в этой l-арной полугруппе 

нет единиц. 

В разделе 3.6 вначале для всякого l-арного группоида определяются полу-

центр, малый полуцентр и большой полуцентр: 

полуцентр 

HZ(A, [ ]) = {z  A  [zy1  yl–2x] = [xy1  yl–2z], x, yi  A}; 

малый полуцентр 

)(PJ
nM
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KHZ(A, [ ]) = {z  A   = , x, y  A}; 

большой полуцентр 

GHZ(A, [ ]) = {z  A   = , x  A}. 

Далее следующим предложением устанавливается связь малого и большо-

го полуцентров l-арного группоида  < A
J
, [ ]l, , J > с его центром. 

Предложение 3.6.1 [19, с. 78].  Пусть полугруппа A содержит единицу. 

Тогда 

1) если подстановка   SJ  удовлетворяет условию 
l
 = ,  то 

KHZ(A
J
, [ ]l, , J) ⊆ Z(A

J
); 

2) если  – цикл длины l – 1  2 из SJ,  то 

GHZ(A
J
, [ ]l, , J) ⊆ Z(A

J
). 

В следующей теореме устанавливаются достаточные условия пустоты по-

луцентра  l-арного группоида < A
J
, [ ]l, , J >. 

Теорема 3.6.1 [19, с. 79]. Пусть некоммутативная полугруппа A с ле-

вым или правым сокращением содержит единицу, l  3, подстановка   SJ 

удовлетворяет условию 
l
 = . Тогда  HZ(A

J
, [ ]l, , J) = . 

Результаты раздела 3.6 применяются в разделе 3.7 для подстановки , яв-

ляющейся циклом длины l – 1. 

Теорема 3.7.1 [19, с. 79]. Пусть некоммутативная полугруппа A с ле-

вым или правым сокращением содержит единицу,  – цикл длины l – 1  2 из 

SJ.  Тогда  GHZ(A
J
, [ ]l, , J) = . 

В главе 4 «l-Арная группа  < A
J
, [ ]l, , J >  и (2, l)-алгебра < A

J
, +, [ ]l, , J >» 

решается задача изучения свойств l-арной операции [ ]l, , J в случае, когда она 

определяется на декартовой степени A
J
 группы A или алгебры A. 

Основным результатом раздела 4.1 является  теорема. 

Теорема 4.1.1 [2, с. 112]. Если A – группа,  – подстановка из SJ, удо-

влетворяющая условию 
l
 = , то < A

J
, [ ]l, , J > – l-арная группа. 

В разделе 4.2 доказываются результаты, позволяющие для любого элемен-

та l-арной группы < A
J
, [ ]l, , J > находить его косой элемент. Из многочислен-

ных результатов этого раздела выделим предложение. 

Предложение 4.2.2 [2, с. 114].  Пусть A – группа,  – подстановка из SJ 

порядка k, s ≥ 1. Тогда для любого элемента a (sk + 1)-арной группы 

< A
J
, [ ]sk+1, , J > функция u  A

J
, определяемая любым из следующих четырех 

равенств 

u(j) = ((a((j))  a(
k–1

(j))a(j))
s–1

a((j))  a(
k–1

(j)))
–1

; 

u(j) = (a(
k–1

(j)))
–1

  (a((j)))
–1

((a(j))
–1

(a(
k–1

(j)))
–1

  (a((j)))
–1

)
s–1

; 
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u(j) = (a((j))  a(
k–1

(j))(a(j)a((j))  a(
k–1

(j)))
s–1

)
–1

; 

u(j) = ((a(
k–1

(j)))
–1

  (a((j)))
–1

(a(j))
–1

)
s–1

(a(
k–1

(j)))
–1

  (a((j)))
–1

 

для любого j  J, является косым элементом, то есть  = u. В частности 

(s = 1), косой элемент  для любого элемента a (k + 1)-арной группы 

< A
J
, [ ]k+1, , J > определяется любым из следующих равенств: 

(j) = (a((j))  a(
k–1

(j)))
–1

; 

(j) = (a(
k–1

(j)))
–1

  (a((j)))
–1

, j  J. 

Результаты глав 2 и 3 используются в разделе 4.3 для описания центра и 

полуцентра l-арной группы < A
J
, [ ]l, , J > для подстановки , удовлетворяющей 

условию 
l
 = . 

Если группа A содержит более одного элемента,   – нетождественная 

подстановка из SJ, то согласно теореме 3.3.1 l-арный группоид < A
J
, [ ]l, , J >  

неабелев. В действительности имеет место более сильное утверждение. 

Теорема 4.3.1 [2, с. 120]. Пусть A – группа, подстановка   SJ  удо-

влетворяет условию 
l
 = . Тогда 

1) если группа A неединичная, подстановка  нетождественная, то 

центр l-арной группы < A
J
, [ ]l, , J > пуст; 

2) если подстановка  тождественная, то 

Z(A
J
, [ ]l, σ, J) = {z  A

J
 | z(j)  Z(A), j  J}, 

где Z(A) – центр группы A. 

Полуцентр и большой полуцентр l-арной группы < A
J
, [ ]l, , J > описывают-

ся следующими теоремами. 

Теорема 4.3.4 [2, с. 122]. Пусть A – группа, l  3, подстановка   SJ  

удовлетворяет условию 
l
 = . Тогда 

1) если группа A абелева, то HZ(A
J
, [ ]l, , J) = A

J
; 

2) если группа A неабелева, то HZ(A
J
, [ ]l, , J) = . 

Теорема 4.3.5 [2, с. 122]. Пусть A – группа,  – цикл длины l – 1  2 из 

SJ.  Тогда 

1) если группа A абелева, то GHZ(A
J
, [ ]l, , J) = A

J
; 

2) если группа A неабелева, то GHZ(A
J
, [ ]l, , J) = . 

В разделе 4.4 доказываются аналоги теорем 2.5.5 и 2.5.7 для множества S  

всех функций из множества J в группу SX всех подстановок множества X и для 

множества  всех функций из множества J в группу GLn(P) всех матриц 

из Mn(P) с определителем, отличным от нуля поля P. 

Теорема 4.4.1 [2, с. 125]. Пусть l  3, подстановка  из SJ  удовлетворя-

ет условию 
l
 = , множество X содержит более двух элементов. Тогда 

1) < , [ ]l, , J > – l-арная подгруппа l-арной полугруппы < 𝓕 , [ ]l, , J >; 

a

a

a

a

J
X

)(PJ
nGL

J
XS

J
X
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2) полуцентр HZ( , [ ]l, , J) l-арной группы < , [ ]l, , J > пуст, а сама 

она неполуабелева, в частности, неабелева; 

3) если  нетождественная, то l-арная группа < , [ ]l, , J > имеет пу-

стой центр и в ней нет единиц; 

4) если подстановка  тождественная, то единственной единицей 

l-арной группы < , [ ]l, , J >, как и единственным элементом ее центра, явля-

ется функция e   такая, что e(j) = 1 для любого j  J, где 1 – единица груп-

пы SX, то есть, Z( , [ ]l, , J) = E( , [ ]l, σ, J) = {e}. 

Теорема 4.4.2 [2, с. 126]. Пусть l  3, n ≥ 2, подстановка  из SJ  удовле-

творяет условию 
l
 = . Тогда 

1) < , [ ]l, , J >– l-арная подгруппа в < , [ ]l, , J >; 

2) < , [ ]l, , J > имеет пустой полуцентр HZ( , [ ]l, , J) и яв-

ляется неполуабелевой, в частности, неабелевой; 

3) если подстановка   нетождественная, то < , [ ]l, , J > имеет 

пустой центр и в ней нет единиц; 

4) если подстановка   тождественная, то 

Z( , [ ]l, , J) = {z   | z(j) = ujEn, uj  P
*
, j  J}, 

E( , [ ]l, , J) = {z   | z(j) = ujEn,  = 1, j  J}, 

где En – единичная матрица из GLn(P);  

      1 – единица поля P. 

Для специальной линейной группы SLn(P), проективной общей линейной 

группы PGLn(P) и проективной специальной линейной группы PSLn(P) доказа-

ны теоремы, аналогичные теоремам 4.4.1 и 4.4.2.  

В разделе 4.5 доказываются результаты об идемпотентах l-арной группы 

< A
J
, [ ]l, , J >.  Основной здесь является следующая теорема. 

Теорема 4.5.1 [2, с. 141]. Пусть A – группа, 1 – ее единица,  J – дизъ-

юнктное объединение конечных множеств Jλ = {jλ1, , }, lλ ≥ 1, λ  Λ, под-

становка   SJ удовлетворяет условию 
l
 = , а ее сужение на каждое мно-

жество Jλ действует на нем как цикл длины lλ. Тогда для того, чтобы элемент 

 являлся идемпотентом в < A
J
, [ ]l, , J > необходимо, чтобы для любого λ  Λ и 

любого jλi  Jλ выполнялось равенство 

(jλi)((jλi))(
2
(jλi))  (

l–2
(jλi)) = 1, 

и достаточно, чтобы это равенство выполнялось для любого λ  Λ и некото-

рого jλi  Jλ. 

Если группоид A обладает нулем 0, то элемент 0  A
J
, все значения которо-

го равны 0, является идемпотентом в < A
J
, [ ]l, , J >. Идемпотентами в 

< A
J
, [ ]l, , J > могут быть и функции, принимающие как нулевые, так и ненуле-

вые значения. Имеет место предложение. 
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Предложение 4.5.2 [2, с. 145].  Пусть группоид A обладает нулем 0, K – 

конечное подмножество мощности k множества J, l ≥ k,  – подстановка 

множества J, сужение которой на подмножество K действует на нем так 

же, как некоторый цикл длины k, функция ε  A
J
 является идемпотентом в 

< A
J
, [ ]l, , J >, принимающим в некоторой точке j  K значение, равное нулю 

(ε(j) = 0). Тогда  ε(s) = 0 для любого s  K, то есть идемпотент ε по крайней 

мере k раз принимает значение 0. 

Заметим, что теорема 4.5.1 позволяет сформулировать следствия извест-

ных результатов
14,35

. 

        Одним из важнейших достижений Э. Поста в теории полиадических групп 

является результат, который впоследствии стали называть теоремой Поста о 

смежных классах, позволяющий во многих случаях при изучении l-арных групп 

использовать результаты теории групп. В разделе 4.6 для l-арной группы 

< A
J
, [ ]l, , J > устанавливаются свойства еѐ обертывающей и соответствующей 

групп, существование которых гарантирует теорема Поста о смежных классах. 

Основной в этом разделе является следующая теорема. 

Теорема 4.6.1 [2, с. 174]. Пусть l  3, подстановка   SJ удовлетворя-

ет условию 
l
 = , A – группа, A / B – факторгруппа по ее нормальной подгруп-

пе B, множество U определяется так же, как в лемме 4.6.1. Тогда 

< B
J
, [ ]l, , J > и < U, [ ]l, , J > – l-арные подгруппы l-арной группы < A

J
, [ ]l, , J >. 

Если факторгруппа A / B является циклической, порождается смежным клас-

сом C и имеет порядок,  делящий l – 1, то 

1) < C
J
, [ ]l, , J > – l-арная подгруппа l-арной группы < A

J
, [ ]l, , J >; 

2) подгруппы U и B
J
 являются соответственно обертывающей и соот-

ветствующей группами для l-арной группы < C
J
, [ ] > с l-арной операцией [ ], 

производной от операции в группе A
J
; 

3) существует гомоморфизм  универсальной обертывающей группы (C
J
)
 

в группу U, сужение которого на соответствующую группу (C
J
)0 является из-

морфизмом на B
J
; если же порядок факторгруппы A / B  равен l – 1, то указан-

ный гомоморфизм  является изоморфизмом (C
J
)
  

на  U; 

4) l-арные операции   [ ]l, , J    и [ ] связаны условием 

[x1x2  xl]l, , J = [x1   xl] = [ ] 

для всех x1, x2, , xl  A
J
, где  f – отображение A

J  
 в A

J
, ставящее в соответ-

ствие функции x  A
J  

функцию  A
J
, значение которой в каждой точке  

___________________________________________________________ 

          14 
Гальмак, А. М. Многоместные операции на декартовых степенях / А.М. Гальмак. – Минск: Изд. Центр 

БГУ, 2009. – 265 с. 

       
35

Воробьѐв, Г.Н. Идемпотенты в (k+1)-арной 
1,,[ ]K

k k K   / Г.Н. Воробьев // Веснiк МДУ iм. А.А. Куля-

шова. Серыя B. Прыродазнаўчыя навукі: матэматыка, фізіка, біялогія.  – 2011. –  № 2 (38). – С. 11–38. 
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j  J совпадает со значением функции x в точке (j):   = x((j)). 

Описание l-арной группы < , [ ]l, , J >, данное в теореме 4.4.2, мож-

но детализировать для конечного поля P = Fq из q элементов, если воспользо-

ваться теоремой 4.6.1, положив в ней A = GLn(q) и B = SLn(q), а также учесть 

тот факт, что факторгруппа GLn(q) / SLn(q) является циклической и имеет поря-

док  q – 1. 

Теорема 4.6.2 [2, с. 179]. Пусть l  3, n ≥ 2, подстановка  из SJ  удо-

влетворяет условию 
q
 = ,  C – смежный класс, порождающий циклическую 

факторгруппу  GLn(q) / SLn(q), 

U =  = .

 

Тогда 

1) множество U замкнуто относительно q-арной операции [ ]q , J, а уни-

версальная алгебра < U, [ ]q, , J > является q-арной подгруппой q-арной группы 

< , [ ]q, , J >; 
  

2) < C
J
, [ ]q, , J > – q-арная подгруппа q-арной группы  < , [ ]q, , J >; 

  

3) подгруппы U и   являются соответственно обертывающей и 

соответствующей группами для q-арной группы < C
J
, [ ] >  с  q-арной операци-

ей [ ], производной от операции в группе ; 
 

4) существует изоморфизм  группы (C
J
)
 

на группу U, сужение которого 

на (C
J
)0  является изморфизмом на ; 

 

5) l-арные операциии [ ] и [ ]q, , J   связаны условием 

[x1x2  xq]q, , J = [x1   xq] = [ ], 

для всех x1, x2, , xq  A
J
, где f – отображение группы  в себя, ставя-

щее в соответствие функции x  функцию  , значение 

которой в каждой точке j  J совпадает со значением функции x в точке (j):

 = x((j)). 

В разделе 4.6 представляют интерес следующие предложения. 

Предложение 4.6.3 [2, с. 181]. Если группа A и множество J содержат 

более чем по одному элементу, l  3,  – подстановка из  SJ, удовлетворяющая 

условию 
l
 = , то l-арная группа  < A

J
, [ ]l, , J > не является полуциклической. 

Предложение 4.6.4 [2, с. 182]. Если A – нильпотентная группа, l  3,  

– подстановка из SJ, удовлетворяющая условию 
l
 = , то l-арная группа 

< A
J
, [ ]l, , J > является полунильпотентной. 
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Напомним, что полиадическую группу называют полуциклической
12

 (полу-

нильпотентной
36

), если ее соответствующая группа Поста циклическая (ниль-

потентная). 

Из теоремы 3.6.1 и предложения 4.6.3 вытекает следствие. 

Следствие 4.6.2 [2, с. 183]. Если группа A и множество J содержат 

более чем по одному элементу, l  3,  – подстановка из SJ, удовлетворяющая 

условию 
l
 = , то l-арная группа < A

J
, [ ]l, , J > является полуабелевой, но не яв-

ляется полуциклической. 

В разделе 4.7 доказывается, что если  < A, +,  > – кольцо (алгебра), то 

универсальная алгебра < A
J
, +, [ ]l, , J > является  (2, l)-кольцом ((2, l)-алгеброй) 

и подробно описываются свойства этого (2, l)-кольца (этой (2, l)-алгебры). 

В следующей теореме символом , как обычно, обозначается группа всех 

обратимых элементов кольца A с единицей.  Считаем также, что и в кольце A, и 

во множестве J содержится более, чем по одному элементу. 

Теорема 4.7.2 [2, с. 163]. Пусть < A, +,  > – алгебра, l  3,  – подста-

новка из SJ. Тогда 

1) < A
J
, +, [ ]l, , J > – (2, l)-алгебра, в которой все элементы являются дели-

телями ее нуля 0; 

2) в < A
J
, +, [ ]l, , J > нет единиц, если  – нетождественная подстановка; 

3) если алгебра < A, +,  > содержит единицу,  – нетождественная под-

становка, то (2, l)-алгебра  < A
J
, +, [ ]l, , J >  неабелева; 

4) если подстановка  удовлетворяет условию 
l
 = , то из ассоциативно-

сти алгебры < A, +,  > следует ассоциативность (2, l)-алгебры 

< A
J
, +, [ ]l, , J >; 

5) если подстановка  удовлетворяет условию 
l
 = , коммутативная ал-

гебра < A, +,  > содержит единицу, то (2, l)-алгебра < A
J
, +, [ ]l, , J > полуабе-

лева; 

6) если подстановка  удовлетворяет условию 
l
 = , то < , [ ]l, , J > – 

l-арная группа, в которой функция 

u(j) = (a(
l–2

(j)))
–1

  (a((j)))
–1

, j  J 

является косым элементом для функции a  ; 

7) если алгебра < A, +,  > имеет единицу 1, подстановка  удовлетворяет 

условию 
l
 = , то элемент   является идемпотентом в < , [ ]l, , J > 

тогда и только тогда, когда для любого j  J выполняется условие 

ε(j)ε((j))ε(
2
(j))  ε(

l–2
(j)) = 1. 

 

 
___________________________________________________________ 

12
Гальмак, А.М. n-Арные группы. Часть 1 / А.М. Гальмак. – Гомель: ГГУ им. Ф. Скорины, 2003. – 196 с. 

36
Щучкин, Н.А. Разрешимые и нильпотентные n-арные группы / Н.А. Щучкин // Алгебраические систе-

мы. – Вологоград, 1989. – С. 133–139. 
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Полагая в теореме 4.7.2 A = Mn(P) – алгебра всех квадратных матриц по-

рядка n над полем P, получим следующий результат. 

Теорема 4.7.3 [2, с. 165]. Пусть l  3,  – подстановка из SJ. Тогда 

1) < , +, [ ]l, , J > – (2, l)-алгебра, в которой все элементы являются 

делителями ее нуля 0; 

2) в < , +, [ ]l, , J > нет единиц, если  – нетождественная подста-

новка; 

3) если  – нетождественная подстановка, то (2, l)-алгебра         

< , +, [ ]l, , J > – неабелева; 

4) если подстановка  удовлетворяет условию 
l
 = , то (2, l)-алгебра 

< , +, [ ]l, , J >  ассоциативна; 

5) если подстановка  удовлетворяет условию 
l
 = , n ≥ 2, то (2, l)-

алгебра  < , +, [ ]l, , J >   неполуабелева; 

6) если подстановка  удовлетворяет условию 
l
 = , то                

< , [ ]l, , J > – l-арная группа, в которой функция 

u(j) = (a(
l–2

(j)))
–1

  (a((j)))
–1

, j  J 

является косым элементом для функции a  ; 

7) если подстановка  удовлетворяет условию 
l
 = , то элемент 

  является идемпотентом в l-арной группе < , [ ]l, , J > тогда 

и только тогда, когда для любого j  J выполняется условие 

ε(j)ε((j))ε(
2
(j))  ε(

l–2
(j)) = E, 

где E – единичная матрица из  GLn(P). 

В главе 5 «Полуабелевы n-арные группы и их распознавание» решены 

следующие задачи: установлена тождественность понятий полуабелевости, 

коммутативности и аффинности универсальных алгебр в классе всех n-арных 

групп; построены элементы аффинной геометрии на n-арной группе и установ-

лены критерии полуабелевости n-арных групп с помощью свойств объектов 

аффинной геометрии, построенных на n-арной группе. 

В разделе 5.1 основным результатом является теорема. 

Теорема 5.1.7 [1, с.27]. n-Арная группа <A, [ ]> является полуабелевой 

тогда и только тогда, когда она аффинная. 

           Ввиду тождественности понятий полуабелевости и коммутативности в 

классе всех n-арных групп, установленной в работах
37,38

, из теоремы 5.1.7 выте-

кает, что классы всех коммутативных n-арных групп, всех аффинных  
___________________________________________________________ 
          37

Колесников, О.В. Разложение n-арных групп / О.В. Колесников // Математические исследования. Вып. 51. 

Квазигруппы и лупы. – Кишинѐв: Штиинца, 1979. – С. 88–92. 
          38

Glazek, K. GleichgeweichtB. Abelin n-groups / K. Glazek // Proc. Congr. Math. Soc. J. Bolyai. Eszterom. – 1977. 

– P. 321–329. 
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n-арных групп и всех полуабелевых n-арных групп совпадают. 

Следующие теоремы являются n-арными аналогами соответствующих 

утверждений из аффинной геометрии.
 

Теорема 5.2.17 [1, с. 48]. Пусть A– полуабелева n-арная группа, t – про-

извольная точка из A. Если , , , ,a b c d A  ab cd ,  m A  – середина отрезка 

[ ( )]tcS a , то справедливы равенства  

 ( ( ))m tS S a c , ( ( ))m tS S b d  

 

Теорема 5.2.18 [1, с. 50]. Пусть A– полуабелева n-арная группа. Для про-

извольных точек a b c A    справедливо равенство  ( ( )) 2c baS S a bc   

Теорема 5.2.19 [1, с. 52]. Если A– полуабелева n-арная группа, то для 

любых точек a b c d A     четырехугольник  

 
[ 2]

2 4

  ( )  [ ( )[ ( )] ( ) ( ) ( )]d d c c c c

n

a b S a S a S a S a …S a S b



      

– параллелограмм A . 

Теорема 5.2.20 [1, с. 55]. Для произвольных точек a b c d u      полуабеле-

вой n-арной группы A  справедливо равенство  

 
2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2][[ ] [ u]]
n n n

ab cd u ua a b u u dc c
  

      

 В разделе 5.3 приведены результаты, которые являются критериями по-

луабелевости n-арной группы, выраженными через свойства многоугольников, 

определенных на этой группе. 

Типичным результатом является следующая теорема. 

Теорема 5.3.7 [1, с. 132]. Пусть a b c d   – произвольные точки из A и 

   ( )  ( )  ( )d d da b c S a S b S c      – шестиугольник A . n-Арная группа A  будет полуа-

белевой тогда и только тогда, когда хотя бы один из четырехугольников 

  ( )  ( )d da b S a S b     ,   ( )  ( )d db c S b S c     ,   ( )  ( )d da c S a S c      – параллелограмм A. 

 В разделе 5.4 критерии полуабелевости n-арной группы выражены через 

свойства векторов, определенных на этой группе. 

n-Арная группа A  будет полуабелевой тогда и только тогда, когда для 

любых точек    a b c d A    справедливо одно из следующих равенств: 

1) (теорема 5.4.2 [1, с.151])  

 2 ( ) ( );a bab cd S c S d   

2) (теорема 5.4.3[1, с.154]) 

 ( ) ( ) ( ) ( );b d c dab S a S c ac S a S b    

3) (теорема 5.4.5 [1, с.160]) 

 ( ( )) ( ( ))d c d cS S a S S b ab   

Теорема 5.4.7 [1, с. 145]. Пусть t  – произвольное нечетное натуральное 

число и 3t  . n-Арная группа A  полуабелева тогда и только тогда, когда для 

любых точек 1 2 1 2         t ta a … a b b … b A         выполняется равенство  
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2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]

1 2 2 3 4 4 5 1 1[ ]
n n n

t t ta a a a a a a …a a a
  

  

   

 

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]

1 2 2 3 4 4 5 1 1 1 1 2 2 3 3 1 1[ ]
n n n

t t t t t t tbb b b b b b …b b b a b a b a b … a b a b
  

  

           

  

Глава 6 «Самосовмещение элементов n-арных групп» посвящена новому 

направлению исследований в области теории n-арных групп, а именно, прило-

жению полиадических операций в аффинной геометрии и теории самосовме-

щений. Отметим, что самосовмещения правильных многоугольников и много-

гранников изучали многие математики. Однако, применение полиадических 

операций для построения элементов аффинной геометрии позволило по-новому 

взглянуть на эту тематику. В главе 6 приведены результаты, в которых строятся 

последовательности точек (элементов) n-арной группы, такие, что последова-

тельность симметрий любой произвольной точки относительно элементов по-

строенной последовательности приводит к самосовмещению. 

В разделе 6.1 вводится определение i-го обхода элементов последова-

тельности <a1,…,ak> и устанавливаются критерии самосовмещения произволь-

ных точек n-арных групп относительно элементов последовательностей вершин 

треугольника и четырехугольника, а также самосовмещения произвольной точ-

ки при 2n-м обходе нечетного числа произвольных точек. 

Определение 6.1.1 [1, с. 183]. Точку xi назовем i-м обходом элементов 

последовательности  
1    ka … a     точкой p , если  

 
2 11 ( ( ( ( ))) )

ka a ax S … S S p …  

и  
 

2 1 1( ( ( ( ))) )
ki a a a ix S … S S x …  

для всех 2 3i … n    , где p A , 
1

k ka A .  

Определение 6.1.2 [1, с. 183]. Будем говорить, что точка  p  самосовме-

щается относительно элементов последовательности 1 ka … a    , если  

 
2 1

( ( ( ( ))) )
ka a aS … S S p … p   

где p A , 
1

k ka A .  

Теорема 6.1.3 [1, с. 184]. Пусть a b c   – произвольные точки полуабеле-

вой n-арной 2s -группы A . Точка d A  самосовмещается относительно по-

следовательности вершин треугольника   a b c     тогда и только тогда, 

когда стороны треугольника   a b c   являются средними линиями тре-

угольника  ( )  ( ( ))a b ad S d S S d    . 

Теорема 6.1.4 [1, с. 186]. Пусть    a b c d      – четырехугольник полу-

абелевой n-арной 2s -группы A . Произвольная точка p A  самосовмещается 

относительно последовательности вершин четырехугольника    a b c d      

тогда и только тогда, когда    a b c d      – параллелограмм A . 
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Теорема 6.1.7 [1, с. 196]. Пусть A  – полуабелева n-арная 2s-группа и 

пусть имеется нечетное число k  произвольных точек        a b c d … u v       

из A . 2n-й обход произвольной точкой p A  последовательности  

        a b c d … u v         

является самосовмещением точки p . 

В разделе 6.2 приводятся критерии полуабелевости n-арной группы, вы-

раженные через самосовмещение произвольных точек относительно элементов 

последовательностей вершин специально построенных четырехугольников и 

шестиугольников. Приводятся критерии полуабелевости n-арной группы, вы-

раженные через самосовмещения произвольных точек относительно элементов 

последовательности середин сторон произвольных k-угольников (в первом слу-

чае k – нечетное натуральное число, а во втором – k четное).  

Теорема 6.2.3 [1, с. 200]. Пусть   a b c  – произвольные точки n-арной 2s-

группы A , а точка d A , такая, что четырехугольник    a b c d      – па-

раллелограмм A . Тогда 

1) если произвольная точка p A  самосовмещается относительно 

элементов последовательности вершин любого из четырехугольников 

( ) ( )b ca S a S d d     , ( ) ( ) ( )b c dd S a S a S a     , ( ) ( ) ( )b c db S a S b S a     , ( ) ( )c dd c S b S a     , 

( ) ( )b cb S a S d c     , ( ) ( )c da b S b S a     , a d c b     , 
2 4

[ 2][ ]
n

a b c ab b c


     , т. е. ес-

ли справедливо одно из следующих равенств: 

( ) ( )( ( ( ( )))) ,
c bd S d S a aS S S S p p ( ) ( ) ( )( ( ( ( )))) ,

d c bS a S a S a dS S S S p p

( ) ( ) ( )( ( ( ( )))) ,
d c bS a S b S a bS S S S p p  

( ) ( )( ( ( ( )))) ,
d cS a S b c dS S S S p p

( ) ( )( ( ( ( )))) ,
c bc S d S a bS S S S p p ( ) ( )( ( ( ( )))) ,

d cS a S b b aS S S S p p  

( ( ( ( )))) ,b c d aS S S S p p 2 4
[ 2][ ]

( ( ( ( ))))n c b a
ab b c

S S S S p p


   

то A– полуабелева n-арная группа; 

2) если A– полуабелева n -арная группа, то справедливы вышепере-

численные равенства. 

Теорема 6.2.4 [1, с.220]. Пусть a b c d   – произвольные точки n-арной 

группы A . Тогда 

1) если A – полуабелева n-арная группа, то произвольная точка p A  

самосовмещается относительно элементов последовательности вершин лю-

бого из шестиугольников 
2 4

[ 2][ ]
n

a b c d dc c b a


       , ( ( ))b ca c b S S a    , 
2 4

[ 2][ ( ( ))]
n

b cac c S S a


 , ( ( ))a cS S b  , ( )bS a , ( )cS a , ( )cS b , ( )aS b , ( )aS c , ( )bS c  , ( )aS c , 

( )( ( ))
bS c aS S c , 

( )( ( ))
bS a aS S c , 

( )( ( ))
cS a aS S c , 

( )( ( ))
cS b aS S c , 

( )( ( ))
aS b aS S c  , 

( )( )
bS aS d , 

( )( )
cS aS d , 

( )( )
cS bS d , 

( )( )
aS bS d , 

( )( )
aS cS d , 

( )( )
bS cS d  , т. е. справедливы следующие 

равенства: 

2 4
[ 2][ ]

( ( ( ( ( ( )))))) ;na d c b a
dc c b

S S S S S S p p


  
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2 4
[ 2]( ( )) ( ( ))

[ ( ( ))]

( ( ( ( ( ( )))))) ;n
a c b c

b c

S S b S S a b c a
ac c S S a

S S S S S S p p




( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ( ( ( ( )))))) ;
b a a c c bS c S c S b S b S a S aS S S S S S p p  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( )( ( ( ( ( ( )))))) ;
S b a S b a S a a S a a S c a aa c c b b

S S c S S c S S c S S c S S c S cS S S S S S p p

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ( ( ( ( )))))) ;
S a S a S b S b S c S cb c c a a b

S d S d S d S d S d S dS S S S S S p p  

2) если выполняются любые из вышеперечисленных равенств, то A– 

полуабелева. 

Теорема 6.2.6 [1, с. 240]. Пусть 
1 kb …b   – произвольные точки n-арной 

группы A  (k N , 3k  , k – нечетное) и 
1 ka …a A   такие, что  

 
1 2 12 1 3 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )

k ka a k a k a kb S b b S b …b S b b S b
            

n -Арная группа A  будет полуабелевой тогда и только тогда, когда произ-

вольная точка p A  самосовмещается относительно элементов последова-

тельности <a1,…,ak,b1> . 

Теорема 6.2.7 [1, с. 245]. Пусть 
1 kb …b  – произвольные точки n-арной 

группы A (k N , 4k  , k – четное) и 
1 ka … a A   , такие, что  

 
1 2 12 1 3 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )

k ka a k a k a kb S b b S b …b S b b S b
            

n-Арная группа A  будет полуабелевой тогда и только тогда, когда произволь-

ная точка p A  самосовмещается относительно элементов последовательно-

сти 
1 ka … a    , т.е. когда справедливо равенство 

2 1
( ( ( ( ))) ) .

ka a aS … S S p … p   

В разделе 6.3 приводятся критерии полуабелевости n-арной группы, вы-

раженные через свойства специально построенных последовательностей векто-

ров, таких, что их сумма есть нулевой вектор. 

Теорема 6.3.1 [1, с. 248] Пусть a b c  – произвольные точки из A ,  d – 

такая точка из A , что четырехугольник a b c d    – параллелограмм A . 

n-Арная группа A  будет полуабелевой тогда и только тогда, когда выполня-

ется равенство  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ( ))) 0
b c ba b S a a c S d S a apa S p S a S S p S d S S S p d       

Теорема 6.3.4 [1, с. 270]. Пусть a b c d p    – произвольные точки из A. 

n-Арная группа A  будет полуабелевой тогда и только тогда, когда справедли-

во равенство  

 ( ) ( ( )) ( ( ( )))a b a c b apa S p b S S p c S S S p d     

2 4
[ 2]

2 4
[ 2]

[ ]

( ( ( ( ))))[ ] ( ( ( ( ( ))))) 0n

n

d c b a d c b a
dc c b

S S S S p dc c b S S S S S p



     

Теорема 6.3.5 [1, с. 278]. Пусть p, b1,..,bk – произвольные точки n-арной 

группы A (k N , 4k  , k – четное )  и 
1

ka A  такие, что  

 
1 2 12 1 3 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )

k ka a k a k a kb S b b S b …b S b b S b
            

n-Арная группа будет полуабелевой тогда и только тогда, когда справедливо 

равенство  

 



 29 

 
1 1 2 1
( ) ( ) ( ( ))a a a apS p S p S S p …    

 
2 1 1 2 1

( ( ( ( ))) ) ( ( ( ( ( ))) )) 0
k k ka a a a a a aS … S S p …S S … S S p …


     

Теорема 6.3.6 [1, с. 283]. Пусть 1 ,    kp b b   – произвольные точки 

n-арной группы A (k N , 3k  , k – нечетное )  и 
1,    ka a A    такие, что  

 
1 2 12 1 3 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )

k ka a k a k a kb S b b S b …b S b b S b
            

n-Арная группа будет полуабелевой тогда и только тогда, когда справедливо 

равенство  

 
1 1 2 1
( ) ( ) ( ( ))a a a apS p S p S S p …    

 
2 1 1 2 1

( ( ( ( ))) ) ( ( ( ( ( ))) )) 0
k ka a a b a a aS … S S p …S S … S S p …  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Основные научные результаты диссертации 

В диссертации реализована исследовательская программа по развитию 

теории полиадических операций и их приложений. Основные результаты дис-

сертации следующие. 

В главе 2 решена задача обобщения конструкции Э. Поста, которую он ис-

пользовал при построении своих m-арных операций, одна из которых была 

определена на конечной декартовой степени симметрической группы, а вторая 

– на конечной декартовой степени полной линейной группы. 

В разделе 2.1 приведены примеры тернарных операций, определѐнных на 

множестве A
J
, когда множество J бесконечно. 

В разделе 2.2 для любого целого l  2, произвольного множества J и любой 

биекции  этого множества на себя на декартовой степени A
J
 произвольного 

группоида A определена l-арная операция [ ]l, , J и доказана основная теорема 

2.2.1 [2, с. 48]. 

В разделе 2.3 доказано отсутствие единиц в l-арном группоиде 

< A
J
, [ ]l, , J >, если  – нетождественная подстановка из SJ (теорема 2.3.1 

[21, с. 8]). 

В разделе 2.4 установлено, что если l  3, каждое из множеств J и A содер-

жит более одного элемента, то в l-арном группоиде < A
J
, [ ]l, , J > все элементы 

являются делителями нуля (теорема 2.4.1 [2, с. 131]). 

В разделе 2.5 доказана ассоциативность операции [ ]l, , J в случае тожде-

ственности подстановки 
l–1

 (теорема 2.5.1 [2, с. 86]) и получены результаты об 

операции [ ]l, , J для некоторых полугрупп, играющих значительную роль в ал-

гебраических исследованиях (теоремы 2.5.5–2.5.8 [2, с. 99]). 

В главе 3 решена задача описания центров и полуцентров l-арного группо-

ида < A
J
, [ ]l, , J > в случае,  когда группоид A содержит единицу. 

В разделе 3.1 доказана неабелевость l-арного группоида < A
J
, [ ]l, , J >, если 

 – нетождественная подстановка, группоид A содержит единицу и отличный 

от неѐ элемент (теорема 3.1.1 [2, с. 55]). Для произвольного l-арного группоида 

определены шесть полиадических аналогов центра группоида и найдены доста-

точные условия пустоты этих аналогов для l-арного группоида < A
J
, [ ]l, , J > 

(теоремы 3.1.2 и 3.1.3 [2, с. 60 и с. 65]). 

Результаты раздела 3.1 конкретизированы в разделе 3.2 для подстановки , 

являющейся циклом длины l – 1 (теорема 3.2.1 [2, с. 66]). 

В разделе 3.3 доказано (теорема 3.3.1 [2, с. 74]), что если  – нетожде-

ственная подстановка, A – полугруппа с двусторонним сокращением, содержа-

щая единицу и отличный от неѐ элемент, то для любого i = 1, , l – 1 i-й центр, 

малый i-й центр и большой i-й центр l-арного группоида < A
J
, [ ]l, , J > совпада-

ют с пустым множеством. 
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В разделе 3.4 найдено необходимое и достаточное условие абелевости 

l-арного группоида < A
J
, [ ]l, , J >, если  – тождественная подстановка, A – по-

лугруппа с единицей (предложение 3.4.1 [2, с. 78]). 

В разделе 3.5 доказан критерий полуабелевости l-арной полугруппы 

< A
J
, [ ]l, , J > для подстановки , удовлетворяющей условию 

l
 =  (теорема 

3.5.1 [19, с. 77]), и установлено, что если  – цикл длины l – 1, то понятия полу-

абелевости, слабой полуабелевости и коммутативности тождественны на 

l-арной полугруппе < A
J
, [ ]l, , J > (теорема 3.5.1 [19, с. 77]). 

В разделе 3.6 доказано (теорема 3.6.2 [19, с. 79]), что если коммутативная 

(некоммутативная) полугруппа A с левым или правым сокращением содержит 

единицу, l  3, подстановка  удовлетворяет условию 
l
 = , то полуцентр l-

арной полугруппы < A
J
, [ ]l, , J > совпадает с ней (является пустым). 

Результаты раздела 3.6 конкретизированы в разделе 3.7 для подстановки , 

являющейся циклом длины l – 1 (теорема 3.7.2 [19, с. 79]). 

В главе 4 решена задача изучения свойств l-арной операции [ ]l, , J в случае, 

когда она определяется на декартовой степени A
J
  группы A или алгебры A. 

В разделе 4.1 доказано (теорема 4.1.1 [2, с. 112]), что если A – группа, под-

становка   удовлетворяет условию 
l
 = , то  < A

J
, [ ]l, , J > – l-арная группа. 

В разделе 4.2 получены результаты (предложения 4.2.1–4.2.5 [2, с. 113–

117]) о косых элементах l-арной группы < A
J
, [ ]l, , J >. 

Центры и полуцентры l-арной группы < A
J
, [ ]l, , J > описаны (теоремы 4.3.1 

и 4.3.2 [2, с. 120 и с. 122])  в разделе 4.3. Здесь же доказана теорема 4.3.6 

[2, с. 123] о явном виде l-арной подгруппы единиц. 

В разделе 4.4 изучены свойства l-арной группы < A
J
, [ ]l, , J >, где в каче-

стве группы   A  взята одна из следующих групп: симметрическая группа (тео-

рема 4.4.1 [2, с. 125]), полная линейная группа (теорема 4.4.2 [2, с. 126]), специ-

альная линейная группа (теорема 4.4.3 [2, с. 127]), финитарная симметрическая 

группа (теорема 4.4.6 [2, с. 130]). 

В разделе 4.5 найдено необходимое и достаточное условие идемпотентно-

сти элемента l-арной группы  < A
J
, [ ]l, , J > (теорема 4.5.1 [2, с. 141]) и приведе-

ны многочисленные следствия из этой теоремы/ 

В разделе 4.6 установлены свойства (теорема 4.6.1 [2, с. 174]) обертываю-

щей и соответствующей групп для l-арной группы, построенной на декартовой 

степени смежного класса, порождающего циклическую факторгруппу порядка, 

делящего l – 1. Найденные свойства конкретизированы для факторгруппы пол-

ной линейной группы по специальной линейной группе (теорема 4.6.2 

[2, с. 179]). 

В разделе 4.7 доказано, что если < A, +,  > – кольцо (алгебра), то универ-

сальная алгебра < A
J
, +, [ ]l, , J > является (2, l)-кольцом ((2, l)-алгеброй). По-

дробному описанию свойств этого (2, l)-кольца и этой (2, l)-алгебры посвящены 

соответственно (теорема 4.7.1 [2, с. 161]) и (теорема 4.7.2 [2, с. 163]). 
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В главе 5 доказано, что класс всех коммутативных n-арных групп и класс 

всех аффинных n-арных групп совпадает с классом всех полуабелевых n-арных 

групп, а также получены результаты, которые позволяют распознавать полуа-

белевы n-арные группы с помощью свойств объектов аффинной геометрии, по-

строенных на этих группах. 

В разделе 5.1 доказана (теорема 5.1.7 [1, с. 27]) тождественность понятий 

коммутативности и аффинности универсальных алгебр в классе всех  

n-арных групп. 

В разделе 5.2 изучены свойства n-арных аналогов фигур аффинной геомет-

рии, необходимые в дальнейшем для распознавания свойства полуабелевости у 

n-арных групп, а также для установления критериев самосовмещения элемен-

тов n-арных групп. Кроме того, получен ряд результатов, в которых совершен-

ствуются геометрические методы исследования теории n-арных групп. В част-

ности, установлены (теоремы 5.2.17–5.2.20, [1, с. 48–55]) n-арные аналоги соот-

ветствующих утверждений из аффинной геометрии. 

В разделе 5.3 решена задача распознавания свойства полуабелевости у  

n-арной группы через свойства многоугольников, построенных на этой группе. 

Установлены (теоремы 5.3.6 и 5.3.7 [1, с. 123, 132]) критерии полуабелевости 

n-арной группы, являющиеся n-арными аналогами соответствующих утвержде-

ний из аффинной геометрии. 

В разделе 5.4 решена задача распознавания свойства полуабелевости у  

n-арной группы через свойства векторов, определенных на этой группе. 

В главе 6 разрабатывается новое направление исследований, посвященное 

приложению полиадических операций в теории самосовмещений, через постро-

ение элементов аффинной геометрии на полуабелевой n-арной группе. 

В разделе 6.1 введены понятия i-го обхода (определение 6.1.1 [1, с. 183]) и 

самосовмещения (определение 6.1.2 [1, с. 183]) произвольной точки относи-

тельно элементов последовательности.  Решена задача о самосовмещении про-

извольных точек n-арных групп относительно элементов последовательностей 

вершин треугольника (теорема 6.1.3 [1, с. 184]) и четырехугольника (теорема 

6.1.4 [1, с. 186]). Решена задача о самосовмещении произвольной точки p при 

2i-м обходе нечетного числа произвольных точек (теорема 6.1.7 [1, с. 196]). 

В разделе 6.2 решена задача установления свойства полуабелевости  

n-арной группы через самосовмещения произвольных точек относительно эле-

ментов последовательностей вершин специально построенных четырехуголь-

ников (теорема 6.2.3 [1, с. 200]), шестиугольников (теорема 6.2.4 [1, с. 220]). 

Решена задача установления критериев полуабелевости n-арной группы, свя-

занных с произвольными k-угольниками: в первом случае k – нечетное нату-

ральное число (теорема 6.2.6 [1, с. 240]), а во втором – k четное (теорема 6.2.7 

[1, с. 245]). 
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В разделе 6.3 решена задача установления свойства полуабелевости  

n-арной группы через свойства специально построенных последовательностей 

векторов таких, что их сумма есть нулевой вектор (теоремы 6.3.1–6.3.6[1, 

с. 248–283]) 

Рекомендации по практическому использованию результатов 

Работа имеет теоретический характер. Полученные в диссертации резуль-

таты могут быть использованы в дальнейших исследованиях по теории полиа-

дических операций и их приложений, проводимых в Гомельском государствен-

ном университете им. Ф. Скорины, в Московском государственном университе-

те им. М.В. Ломоносова, Белорусском государственном университете, Институ-

те математики Молдавской Академии Наук, Витебском университете имени 

П.М. Машерова, в Волгоградском государственном университете, Могилевском 

университете продовольствия и др. Все основные результаты диссертации 

опубликованы в известных как русскоязычных, так и  в англоязычных журна-

лах [13, 6, 18, 22, 23, 26, 27], что делает их доступными для использования во 

многих научных центрах Беларуси. 

Результаты диссертации могут быть использованы при изучении n-арных 

полугрупп, n-арных квазигрупп, топологических n-арных групп и других близ-

ких к n-арным группам универсальных алгебр, в иных областях, связанных с 

изучением поведения  элементов, в частности точек, некоторых объектов, а 

также при чтении спецкурсов для студентов математических специальностей, 

написании курсовых, дипломных работ и диссертаций. 
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РЭЗЮМЭ 

 

КУЛАЖАНКА Юрый Іванавіч 

 

Паліадычныя аперацыі і іх прыкладанні 

 

 

 Ключавыя словы: n-арная аперацыя, n-арная група, n-арны групоід, цэнтр 

n-арнага групоіда, паўцэнтр n-арнага групоіда, паўабелева n-арная група, 

самасумячшчэнне элементаў n-арных груп. 

 У дысертацыі распрацаваны новыя метады даследавання паліадычных 

аперацый. Распрацаваны агульныя метады пабудовы і апісання паліадычных 

аперацый на мноствах функцый. Даследавана будова цэнтраў і паўцэнтраў 

паліадычных групоідаў і паўгруп функцый. Устаноўлены новыя ўласцівасці і 

заканамернасці паліадычных груп і алгебр функцый. Даказана тоеснасць у 

класе ўсіх n-арных груп паняццяў паўабелевасці і афіннасці. Знойдзены 

некаторыя n-арныя аналагі сцвярджэнняў з афіннай геаметрыі. Распрацаваны 

метады распазнавання паўабелевых n-арных груп у класе ўсіх n-арных груп пры 

дапамозе ўласцівасцей aб'ектаў афіннай геаметрыі, пабудаваных на гэтых 

групах. Вывучана самасумяшчэнне элементаў n-арных груп. Распрацаваны 

метады распазнавання паўабелевых n-арных груп у класе ўсіх n-арных груп 

праз самасумяшчэнне элементаў гэтых груп. 

Усе асноўныя вынікі дысертацыі з'яўляюцца новымі. Яны маюць 

тэарэтычны характар і могуць быць выкарыставаны ў даследаваннях па тэорыі 

n-арных груп і блізкіх да іх алгебраічных сістэм, а таксама ў іншых галінах, 

звязаных з вывучэннем паводзін элементаў, у прыватнасці кропак, некаторых 

аб'ектаў. Акрамя гэтага, вынікі дысертацыі  могуць быць выкарыставаны пры 

чытанні спецкурсаў ва універсітэтах. 
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РЕЗЮМЕ 

 

КУЛАЖЕНКО Юрий Иванович 

 

Полиадические операции и их приложения 

 

 

 Ключевые слова: n-арная операция, n-арная группа, n-арный группоид, 

центр n-арного группоида, полуцентр n-арного группоида, полуабелева n-арная 

группа, самосовмещение элементов n-арных групп. 

 В диссертации разработаны новые методы исследования полиадических 

операций и их приложений. Разработаны общие методы построения и описания 

полиадических операций на множествах функций. Исследовано строение цен-

тров и полуцентров полиадических группоидов и полугрупп функций. Уста-

новлены новые свойства и закономерности полиадических групп и алгебр 

функций. Доказана тождественность в классе всех n-арных групп понятий по-

луабелевости и аффинности. Получены некоторые n-арные аналоги утвержде-

ний из аффинной геометрии. Разработаны методы распознавания полуабелевых 

n-арных групп в классе всех n-арных групп с помощью свойств объектов аф-

финной геометрии, построенных на этих n-арных группах. Изучено самосов-

мещение элементов n-арных групп. Разработаны методы распознавания полуа-

белевых n-арных групп в классе всех n-арных групп через самосовмещение 

элементов этих групп. 

Все основные результаты диссертации являются новыми. Они имеют тео-

ретический характер и могут быть использованы в исследованиях по  

теории n-арных групп и близких к ним алгебраических систем, а также в других 

областях, связанных с изучением поведения элементов, в частности точек, не-

которых объектов. Кроме того, результаты диссертации могут быть использо-

ваны при чтении спецкурсов в университетах. 
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SUMMARY 

 

Kulazhenko Yurij Ivanovich 

 

Polyadic Operations and their Application 

 

 

 Key words: n-ary operation, n-ary group, n-ary groupoid, centre  of an n-ary 

groupoid, semi-centre of n-ary an groupoid, semi-commutative n-ary group, self-

returning of the elements of an n-ary group.  

 The thesis presents new methods of studying polyadic operations. It contains 

general methods and the description of polyadic operations on the sets of functions. 

The thesis also presents the findings in studying structures of centres and semi-

centres of polyadic groupoids and semigroups of functions. It establishes new proper-

ties and regularities of polyadic groups and algebras of functions. The identity of the 

notions of semi-commutativity and affinity of all n-ary groups in the class is proved. 

The thesis presents some n-ary analogues of statements from affine geometry. The 

methods of identifying semi-commutative n-ary groups in the class of all n-ary 

groups by means of properties of objects of affine geometry constructed on the 

groups is worked out in the thesis. A new trend of investigation, self-returning of n-

ary groups, is determined. The methods of identifying semi-commutative n-ary 

groups in the class of all n-ary groups through the self-returning of the elements of 

the groups are also worked out. 

All the main results of the thesis are new. They have theoretical character and 

can be used in the investigations on the theory of n-ary groups and the algebraic sys-

tems similar to them, as well as in other areas relating to the study of behavior of the 

elements, in particular points of some objects. Morever, they can be used at lecturing 

special courses at universities. 
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