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ВАРИАЦИОННО-РАЗНОСТНЫЙ ПОДХОД 
К НЕЛИНЕЙНОМУ РАСЧЕТУ ФУНДАМЕНТНЫХ ПЛИТ 
НА СЛОИСТЫХ ОСНОВАНИЯХ 

Рассматривается вариационно-разностный подход (плоская деформация) к расчету 

фундаментных плит на физически нелинейном слоистом грунтовом основании со сла-

бым слоем. Использована модель упругого слоя конечной толщины с секущим моду-

лем деформации, изменяющимся по нелинейному закону. Применен метод упругих 

решений в области малых упруго-пластических деформаций. Приведены результаты 

численных расчетов, выполненных с помощью программного пакета Mathematica 6.0. 

Слоистое основание: выбор модели и метода расчета. В силу природ-
ных особенностей ландшафта Республики Беларусь реальные грунтовые ос-

нования сложены как «многослойный пирог». Поэтому их можно рассматри-

вать как неоднородные (слоистые) основания. Их неоднородность усиливает-
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ся наличием в них слабых слоев, у которых прочностные свойства на порядок 

ниже аналогичных. Поэтому при расчете конструкций на упругом основании 

первостепенным вопросом является выбор такой модели, которая приближала 

бы напряженно-деформированное состояние (НДС) этого основания к реаль-

ным условиям.  
В инженерной практике используются различные механические модели 

упругого основания [1, 2], краткий обзор которых приведен в публикациях [3, 

4]. Выбор модели упругого основания в большинстве случаев зависит от ин-

туиции инженера-проектировщика и представляет довольно сложную задачу. 

В предлагаемой работе выбрана модель упругого слоя конечной толщины с 

модулем упругости этого слоя Ek, изменяющимся по нелинейному закону. 

Коэффициент Пуассона νk принимается постоянным. 
Фундаменты большинства инженерных сооружений при проектировании и 

их обследовании рассчитываются как фундаментные плиты на упругом осно-

вании [1]. Существующие методы расчета фундаментных плит и оснований 

базируются на использовании теории линейно деформируемых тел. Методика 

такого расчета приводится в СНБ 5.01.01-99 [5]. 

В этой статье рассматривается контактная задача нелинейной теории упру-

гости (плоская деформация): линейно упругая фундаментная плита на нелиней-

но-упругом слоистом основании. Каждый слой грунта представляется как не-

линейно деформируемая однородная среда. В силу нелинейности предлагаемая 

задача решается с использованием итераций метода упругих решений 

А. А. Ильюшина [6], численная реализация которого осуществляется методом 

конечных разностей (МКР) в программном пакете MATHEMATICA 6.0.  
Постановка задачи. Рассматривается линейно упругая фундаментная 

плита на  физически  нелинейном слоистом основании со слабым слоем (ри-

сунок 1, а). Плита находится под действием произвольной нагрузки. 
 

    

Рисунок 1 – Фундаментная плита на слоистом основании 

Параметры плиты: ширина 2l, высота h, изгибная жесткость EJ. При расче-
те слоистое основание заменяется прямоугольной расчетной областью (рису-
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нок 1, б), размеры которой: по оси Х − 2R0 =10l; по оси Y − H0 =4l, 

где ∑= kHH 00 , k − номер упругого слоя. 

Основание аппроксимируется симметричной разбивочной сеткой (рису-

нок 2) конечных размеров с постоянным шагом по осям. В результате получе-

но 203 i-тые узловые точки (135 внутренние, 41 контурная и 27 поверхност-
ные) и 168 j-тых сеточных ячеек. Первые 28 ячеек (1−28) принадлежат верх-
нему несущему слою, следующие 56 ячеек (29−84) − среднему. Слабый слой 

соответствует 85−112 сеточным ячейкам, нижний слой − 113−168 ячейкам. 

 
Рисунок 2 – Разбивочная сетка расчетной области 

За неизвестные принимаем: ui(x), vi(y) − компоненты вектора перемещения 

i-той узловой точки основания, направленные вдоль осей x и y соответствен-

но; ),(
)( yxp iy  − реактивные давления в зоне контакта фундаментной плиты с 

основанием. 

Граничные условия задачи на границах принятой расчетной области пе-
ремещения в направлениях осей x и y принимаются равными нулю; в контакт-
ной зоне справедливо равенство осадок основания прогибам плиты vi = yk. 

На контакте плиты с упругим основанием возникают только нормальные 

реактивные давления, силами трения пренебрегаем. Для плиты справедливы 

гипотезы теории изгиба. 

Алгоритм расчета в нелинейной постановке. Зависимость между интен-
сивностями напряжений и деформаций (рисунок 3) для нелинейного слоисто-

го основания согласно [7] имеет следующий вид: 
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где σyk, E0k − предел текучести и начальный модуль деформации k-того слоя 
основания. Если основание неоднородно, то каждый упругий слой имеет свои 

значения σyk, E0k. Коэффициент Пуассона νk также различен для соответствую-
щих упругих слоев, но в пределах одного слоя величина постоянная. 

Кроме того, уже на стадии постановки краевой задачи необходим учет уп-

ругих параметров слабого слоя для корректного написания сеточных уравне-

ний. Слабый слой имеет характеристики прочности на порядок ниже характе-

ристик несущих слоев грунта. В расчете они обозначены σys, E0s. 

 
Рисунок 3 – Зависимость σi(εi) для упругого слоя основания 

Нелинейный расчет системы «плита − основание» методом упругих решений 

[6] предполагает итерационный процесс. Сходимость итерационного процесса 

теоретически исследуется в работе [8]. При каждой итерации модуль деформации 

в i-той точке основания изменяется, поэтому при вычислениях используется каса-
тельный модуль деформации, который в соответствии с формулой (1)  
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где n − номер последующей итерации, с учетом того, что в первом приближении 

n = 1. То есть, зависимость σi(εi) отождествляется аналогичной при простом сжа-
тии, а диаграмма σi(εi) приближается к диаграмме упругопластического тела. 

Для решения сформулированной задачи в нелинейной постановке использу-

ется функционал полной энергии, значение которого получено суммированием 

функционала энергии деформаций упругого основания Uf, функционала энер-
гии изгиба плиты Ωb и потенциала работы внешней нагрузки П и имеет вид 

,ПUЭ bf +Ω+=  (3) 

где каждое из слагаемых справа определяется соотношениями теории упругости 

[6]. Их дифференциальный и конечно-разностный вид приведены в работах [4, 5]. 
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Так как в состоянии статического равновесия функционал полной энергии 

Э должен иметь минимум, то неизвестные перемещения ui(x), vi(y) будут най-
дены из условия обращения в нуль производных от полной энергии по каж-

дому из перемещений, то есть 
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где N − число узловых точек основания. В ходе преобразований (4) получает-
ся система дифференциальных уравнений, порядок которой равен 2N, т. е. 
числу неизвестных перемещений. 

Результаты расчета. Имея значения напряжений и перемещений, полу-

ченных в результате линейного решения задачи (в первом приближении), оп-

ределяется касательный модуль деформации (2) для каждой сеточной ячейки 

и задача решается во втором и последующих приближениях. Итерационный 

процесс заканчивается, как только разница между последующим и предыду-

щим приближением исследуемой функции будет соответствовать требуемой 

точности решения задачи. 

Практическим критерием сходимости служит следующее условие: 
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где 
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−nf  − максимальные значения исследуемой функции, (n) и (n-1) 

итераций. 

Для реализации указанного подхода составлена программа на языке Mathe-

matica 6.0 и проведена ее числовая апробация для многослойных оснований с 

учетом слабого слоя. При численном расчете использовались следующие упругие 

параметры системы «плита − основание»: 1-й несущий слой (песок мелкий проч-
ный) − σy1 = 0,25 МПа; ν1 = 0,33; E01 = 30 МПа; 2-й несущий слой (супесь мореная 
прочная) − σy2 = 0,22 МПа; ν1 = 0,30; E02 = 21 МПа; 3-й слабый слой (песок мелкий 
средней прочности) − σys = 0,20 МПа; νs = 0,32; E0s = 21 МПа; 4-й несущий слой 
(супесь мореная прочная) − σy4 = 0,22 МПа; ν4 = 0,30; E01 = 21 МПа, железобетон-

ная плита (бетон марки B15) − P = 90 000 Н; l = 1,2 м, h = 0,5 м; Eб = 2,35⋅1010 Па. 
Сходимость итерационного алгоритма 

На рисунках 4, 5 приведены результаты расчета осадок основания и плиты 

и распределение реактивных давлений в контактной зоне плиты для первых 

трех приближений. Из графиков следует, что итерационный процесс сходится 

быстро: а) при расчете осадок поправка в критерии сходимости δv = 0,50 %; 

б) реактивные давления имеют самую малую поправку в критерии сходимо-

сти δp = 0,0076 %, практически полностью совпадают результаты «линейного 

расчета» и последующих итераций.  
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Выводы. В работе предложен новый подход для расчета фундаментных 
плит на физически нелинейном слоистом основании со слабым слоем, кото-

рый позволяет полностью найти НДС основания, исследовать контактную 

зону, вычислить внутренние усилия и осадки плиты. 

Вычисления показали, что: 

а) применение вариационного подхода в решении контактной задачи вме-

сте с физическими итерациями по А. А. Ильюшину приводит к быстрой схо-

димости расчета (максимум − три итерации), особенно в напряжениях; 

 
Рисунок 4 – Осадки основания и плиты в контактной зоне: 1 – «линейный расчет»,  

2 – первая итерация, 3 – вторая итерация 

 

Рисунок 5 – Эпюры реактивных давлений в контактной зоне: 

1 – «линейный расчет», 2 – первая итерация 

б) наличие распределительной способности грунта очевидна и неоспори-

ма, поэтому в инженерных расчетах необходим учет этой способности, осо-

бенно в условиях плотной застройки города; 

в) характер и вид эпюр внутренних усилий в сечениях линейно упругой 

фундаментной плиты полностью соответствует гипотезам и допущениям тео-

рии упругости; 
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г) в результате нелинейного расчета слоистого основания получены осадки 

системы «плита − основание», которые на 29,7 % меньше, чем аналогичные, 

вычисленные методом послойного суммирования по нормативной методике 

СНБ [5]. Так как расчет ведется по второй группе предельных состояний − по 
деформациям, то это сравнение является определяющим, и свидетельствует о 

возможном запасе по деформациям.  

Вариационно-разностный подход позволяет уточнить и более полно опи-

сать деформационное и напряженное состояние инженерной системы «пли-

та − основание», а также исследовать НДС во всех точках расчетной области. 
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THE VARIATIONAL-DIFFERENTIAL APPROACH TO NONLINEAR 
CALCULATION OF FOUNDATION PLATES ON THE LAMINATED GROUNDS 

The calculation variational-differencial approach (plane deformation) to the calculation 

of foundation plates on physically nonlinear laminated foundation with a weak layer is being 
considered. The model of elastic finite thickness layer with secant modulus of deformation 

changing by non-linear law has been used. The method of elastic solutions in the field of 
small elastic-plastic deformations has been applied. The results of numerical calculations 

done with Mathematica 6.0 Programming Tool Set are presented. 
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