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1  КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 
 
 
 

1.1 ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ 

1.1.1 Динамическое нагружение 

Ä èí à ì è ê à  ñ î î ð ó æ å í è é  – ýòî îáëàñòü ñòðîèòåëüíîé ìå-
õàíèêè, â êîòîðîé ðàçðàáàòûâàþòñÿ ïðèíöèïû è ìåòîäû ðàñ÷åòà 
ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé íà äèíàìè÷åñêèå íàãðóçêè. 

Íàãðóçêó, äåéñòâóþùóþ íà êîíñòðóêöèþ, îòíîñÿò ê ä è í à -
ì è ÷ å ñ ê î é , åñëè îíà ìåíÿåò ñâîþ âåëè÷èíó, èëè íàïðàâëåíèå 
äåéñòâèÿ, èëè îáëàñòü âîçäåéñòâèÿ çà êîðîòêèé ïðîìåæóòîê âðå-
ìåíè. Àíàëèòè÷åñêè åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ôóíêöèè, ó êî-
òîðîé íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå 
êîîðäèíàòû è âðåìÿ.  

Âîçíèêíîâåíèå ïåðåìåùåíèé, äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé â 
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìå ïðè äåéñòâèè íà íåå äèíàìè÷åñêîé íàãðóç-
êè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé ïðîöåññ, èçìåíÿþùèéñÿ âî âðå-
ìåíè. Ìàññû ýëåìåíòîâ ñàìîé êîíñòðóêöèè, à òàêæå ñâÿçàííîãî ñ 
íåé îáîðóäîâàíèÿ â ïðîöåññå äåôîðìàöèè ïîëó÷àþò óñêîðåíèÿ. 
Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñî ñòîðîíû äâèæóùèõñÿ ìàññ ñèñòåìû 
äåéñòâóþò äîïîëíèòåëüíûå ñèëû – ñèëû èíåðöèè, à â êîíñòðóê-
öèè âîçíèêàþò êîëåáàíèÿ. Ðàñ÷åò êîíñòðóêöèè ñ ó÷åòîì ñèë 
èíåðöèè è âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì êîëåáàíèé íàçûâàþò ä è í à -
ì è ÷ å ñ ê è ì  ð à ñ ÷ å ò î ì .  Åãî çàäà÷åé â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ 
îïðåäåëåíèå âî âðåìåíè çàêîíîâ äâèæåíèÿ ìàññ äåôîðìèðóåìîé 
ñèñòåìû, ÷òî ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïðî÷íîñòü è æåñòêîñòü êîíñòðóêöèè.  

Åñëè â ñèñòåìå ïðåíåáðåãàòü ñèëàìè èíåðöèè è êîëåáàíèÿìè, 
òî òàêîé ðàñ÷åò íàçûâàþò ñ ò à ò è ÷ å ñ ê è ì. Ñòàòè÷åñêèé ðàñ÷åò 
îòâå÷àåò ëèáî î÷åíü ìåäëåííîìó èçìåíåíèþ íàãðóçêè, ëèáî òîìó 
ñîñòîÿíèþ, êîãäà íàãðóçêà äîñòèãëà îïðåäåëåííîãî ïîëîæåíèÿ è 
âåëè÷èíû è äàëåå âî âðåìåíè îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, à êîëåáàíèÿ â 
êîíñòðóêöèè èñ÷åçëè. 
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1.1.2 Виды динамических нагрузок  

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå âèäû äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê. 
Âèáðàöèîííàÿ, èëè íåïîäâèæíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ íàãðóçêà, 

(ðèñóíîê 1.1, à) ñîçäàåòñÿ ñèëàìè èíåðöèè äâèæóùèõñÿ ÷àñòåé 
ìàøèí ñî ñòàöèîíàðíûìè ñòàíèíàìè (îáîðóäîâàíèå ñ êðèâîøèï-
íî-øàòóííûìè ìåõàíèçìàìè, øëèôîâàëüíûå ñòàíêè, вåíòèëÿòî-
ðû, öåíòðèôóãè è ò. ä.). Îíà íå çàâèñèò îò æåñòêîñòíûõ è èíåð-
öèîííûõ ñâîéñòâ êîíñòðóêöèè, õàðàêòåðèçóåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì 
çàêîíîâ èçìåíåíèé âî âðåìåíè è øèðîêèì äèàïàçîíîì ÷àñòîò. 

 
Ðèñóíîê 1.1 

×àñòíûì âèäîì âèáðàöèîííîé íàãðóçêè ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷å-
ñêàÿ íàãðóçêà, èçìåíÿþùàÿñÿ âî âðåìåíè ïî çàêîíó ñèíóñà èëè 
êîñèíóñà (ðèñóíîê 1.1, б) 

    0 0( ) sinF t F t . 

Îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ àìïëèòóäîé F0 íàãðóçêè, ÷àñòîòîé âîç-
ìóùàþùåé ñèëû θ è ñäâèãîì ôàç φ0. 

Ãàðìîíè÷åñêàÿ íàãðóçêà îáëàäàåò ðÿäîì ñâîéñòâ: 
1 Êîëåáàíèÿ êîíñòðóêöèè ñîâïàäàþò ñ çàêîíîì èçìåíåíèÿ íà-

ãðóçêè. 
2 Â ðåàëüíûõ ìàøèíàõ ñ äâèæóùèìèñÿ ÷àñòÿìè ïåðåìåííûå 

ñèëû, âîçíèêàþùèå â êîíñòðóêöèè, ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè 
íàãðóçêàìè. 

3 Ëþáàÿ íàãðóçêà íà çàäàííîì èíòåðâàëå âðåìåíè ìîæåò áûòü 
ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ãàðìîíè÷åñêèõ íàãðóçîê 

 0 0( ) sin .i i i
i

F t F t     

Èìïóëüñíàÿ íàãðóçêà ñîçäàåòñÿ âîçäóøíûìè óäàðíûìè âîë-
íàìè ïðè ðàçëè÷íûõ âçðûâàõ, äåéñòâóþùèõ âáëèçè ñîîðóæåíèÿ 
(ðèñóíîê 1.2), è èìååò âèä 

0

0

( ) dS F f t t


  . 
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Ðèñóíîê 1.2 

Îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ ôîð-
ìîé èìïóëüñà f(t), âðåìåíåì 
äåéñòâèÿ τ, èìïóëüñîì S è 
àìïëèòóäîé íàãðóçêè F0. 

Óäàðíàÿ íàãðóçêà ñîçäà-
åòñÿ ïàäàþùèìè ÷àñòÿìè ñè-
ëîâûõ óñòàíîâîê (ìîëîòû, 
êîïðû è äðóãèå ìàøèíû).

Îíà âûçûâàåò êîëåáàíèÿ ãðóíòà, ôóíäàìåíòà è ñàìîãî ñîîðó-
æåíèÿ. Ìîæåò áûòü îäíîêðàòíîé (ðèñóíîê 1.3, à) è ïåðèîäè÷å-
ñêîé (ðèñóíîê 1.3, á). Õàðàêòåðèçóåòñÿ âðåìåíåì äåéñòâèÿ τ, àì-
ïëèòóäîé íàãðóçêè F0 è ïåðèîäîì T.  

 
Ðèñóíîê 1.3 

Îñîáåííîñòüþ íàãðóçêè ÿâëÿåòñÿ åå çàâèñèìîñòü îò æåñòêîñò-
íûõ è èíåðöèîííûõ  ñâîéñòâ ñàìîé êîíñòðóêöèè, íåïîñðåäñòâåí-
íî âîñïðèíèìàþùåé óäàð. 

Ïîäâèæíàÿ íàãðóçêà ñîçäàåòñÿ ïðè íåðàâíîìåðíîì äâèæåíèè 
òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ ïî ñîîðóæåíèþ. Íàïðèìåð, ïðè òîðìîæå-
íèè âîçíèêàþò ñèëû èíåðöèè â ìîñòîâûõ êðàíàõ è ñîåäèíåííûõ ñ 
íèìè ýëåìåíòàõ. 

Ê îñîáûì íàãðóçêàì îòíîñÿò: 
1 Сåéñìè÷åñêóþ – ñîçäàåòñÿ ïðè çåìëåòðÿñåíèÿõ è ïîäçåìíûõ 

âçðûâàõ, ïðè êîòîðûõ âîçíèêàåò êîëåáàíèå ïî÷âû. 
2 Вåòðîâóþ – ïîðîæäàåòñÿ ñêîðîñòíûì íàïîðîì âîçäóøíûõ 

ìàññ ïðè ñîïðèêîñíîâåíèè ñ ñîîðóæåíèåì. 
 
1.1.3 Виды колебательных процессов  
         и их характеристики 

Íàãðóçêè, âîçäåéñòâóÿ íà êîíñòðóêöèþ, âûçûâàþò êîëåáàíèÿ 
åå òî÷åê. 
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Ïî  õàðàêò åðó  ïðè÷èí ,  âûçûâàþùèõ  è  ïîää å ðæè -
â àþùèõ  ê îë å á àíèÿ  êîí ñ òðóêöèè ,  ðàçëè÷àþò êîëåáàíèÿ:  

1) ñâîáîäíûå – ýòî êîëåáàíèÿ, êîòîðûå ñîâåðøàþòñÿ çà ñ÷åò 
ýíåðãèè äåôîðìàöèè, íàêîïëåííîé âñëåäñòâèå êàêîãî-ëèáî 
íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè îòñóòñòâèè 
ïîñòîÿííîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Íàïðèìåð, ñâîáîäíûå êîëåáà-
íèÿ ìàÿòíèêà; 

2) âûíóæäåííûå – âûçûâàþòñÿ è ïîääåðæèâàþòñÿ íåêîòîðûìè 
âîçìóùàþùèìè âíåøíèìè ñèëàìè, çàäàííûìè â âèäå ÿâíûõ 
ôóíêöèé; 

3) ïàðàìåòðè÷åñêèå – ñîçäàþòñÿ è ïîääåðæèâàþòñÿ íåêîòî-
ðûìè ïàðàìåòðè÷åñêèìè âîçáóæäåíèÿìè, âûçâàííûìè èçìåíåíè-
åì ïàðàìåòðîâ ñàìîé ñèñòåìû (æåñòêîñòè, ïîëîæåíèÿ öåíòðà 
ìàññ). Íàïðèìåð, ðàñêà÷èâàíèå íà êà÷åëÿõ, êîãäà ïîëîæåíèå ÷à-
ñòåé òåëà èçìåíÿåòñÿ è ïðîèñõîäÿò êîëåáàíèя ñèñòåìû; 

4) àâòîêîëåáàíèÿ − ýòî êîëåáàíèÿ, èìåþùèå ïåðèîäè÷åñêèé 
õàðàêòåð, íî âîçíèêàþùèå çà ñ÷åò èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè, èìåþùèõ 
íåêîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð. Ïðèìåðîì àâòîêîëåáàíèé ÿâëÿþòñÿ 
ìàÿòíèêîâûå ÷àñû. 

Ï î  â è ä ó  â î ç í è ê à þ ù è õ  ä å ô î ð ìà ö è é  êîëåáàíèÿ ïîä-
ðàçäåëÿþòñÿ íà ïðîäîëüíûå, ïîïåðå÷íûå è êðóòèëüíûå. Íåðåäêî 
âñòðå÷àþòñÿ ñìåøàííûå êîëåáàíèÿ, íàïðèìåð, èçãèáíî-êðóòèëüíûå. 

Â çàâèñèìîñòè î ò  ó ÷ å ò à  ñ è ë  ñ î ï ð î ò è â ë å í èÿ  êîëåáàíèÿ 
áûâàþò çàòóõàþùèìè, àìïëèòóäà êîòîðûõ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè 
óìåíüøàåòñÿ, è íåçàòóõàþùèìè. 

Ïî ç à ê î í ó  è ç ì å í å í èÿ  â î  â ð å ì å í è  êîëåáàíèÿ êîí-
ñòðóêöèè ïîäðàçäåëÿþòñÿ: 

– íà íåïåðèîäè÷åñêèå, êîòîðûå íå ïîâòîðÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì 
âðåìåíè (ðèñóíîê 1.4, à); 

 

Ðèñóíîê 1.4 

– ïåðèîäè÷åñêèå, ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèÿ êîëåáàòåëüíûõ âåëè-
÷èí ïîâòîðÿþòñÿ ÷åðåç îïðåäåëåííûé ïåðèîä âðåìåíè T (ðèñó- 
íîê 1.4, á) 
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   ( ),y t y t T  

ãäå T – ïåðèîä êîëåáàíèé (âðåìÿ, çà êîòîðîå ñîâåðøàåòñÿ îäíî 
ïîëíîå êîëåáàíèå). 

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ïðèìåðîì ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáà-
íèé ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ: 

sin  y(t) Y ( t )     èëè      cos ),  y(t) Y ( t  

 
Ðèñóíîê 1.5 

ãäå Y – íàèáîëüøåå îòêëîíå-
íèå îò ïîëîæåíèÿ ñòàòè÷åñêî-
ãî  ðàâíîâåñèÿ (àìïëèòóäà êî-
ëåáàíèé), ω – êðóãîâàÿ ÷àñòîòà 
(÷èñëî êîëåáàíèé çà 2π ñå-
êóíä), γ – ñäâèã ôàç. 

Íà ðèñóíêå 1.5 ïîêàçàíà 
çàâèñèìîñòü ïåðåìåùåíèÿ y 
òî÷êè êîíñòðóêöèè âî âðåìåíè 
t ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáà-
íèÿõ ïî çàêîíó ñèíóñà 

 sin .y(t) Y t     

 
1.1.4 Число степеней свободы 

Íà÷àëüíûì è îäíèì èç âàæíåéøèõ ýòàïîâ ïðè âûïîëíåíèè 
äèíàìè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ëþáîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå 
÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû åå ðàñ÷åòíîé ñõåìû. Ýòîò ïàðàìåòð íåîá-
õîäèì â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ ïðàâèëüíîãî ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé 
äâèæåíèÿ. 

Â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà è õàðàêòåðà ñâÿçåé, êîòîðûå íàëîæå-
íû íà òâåðäîå äåôîðìèðóåìîå òåëî èëè ñèñòåìó òåë, ìåõàíè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà ïîëó÷àåò âîçìîæíîñòü ñîâåðøàòü îïðåäåëåííûå äî-
ïóñêàåìûå çàäàííûìè ñâÿçÿìè äâèæåíèÿ. Â ïðîöåññå äâèæåíèÿ 
îòäåëüíûå òî÷êè òåëà ïåðåìåùàþòñÿ. Ñîâîêóïíîñòü âîçìîæíûõ 
ïðè äàííûõ ñâÿçÿõ ïåðåìåùåíèé òî÷åê òåëà çàâèñèò è îïðåäåëÿ-
åòñÿ ÷ è ñ ë î ì  ñ ò å ï å í å é  ñ â î á î ä û , êîòîðûì íàçûâàåòñÿ ìè-
íèìàëüíî íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò, îïðå-
äåëÿþùèõ ïîëîæåíèå êàæäîé òî÷êè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû â 
ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. 

Ëþáîé ýëåìåíò ðåàëüíîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ äåôîðìèðóå-
ìûì è íåçàâèñèìî îò ÷èñëà è õàðàêòåðà ñâÿçåé, íàëîæåííûõ íà 
íåãî â öåëîì, îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Â 
ìàøèíîñòðîåíèè äåôîðìàöèè îáû÷íî íå ïðåâîñõîäÿò çíà÷åíèé, 
ïðè êîòîðûõ èõ ìîæíî ñ÷èòàòü óïðóãèìè. Èç-çà ìàëîñòè óïðóãèõ 
äåôîðìàöèé â áîëüøèíñòâå èíæåíåðíûõ çàäà÷ èìååòñÿ âîçìîæ-
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íîñòü âûäåëèòü èç âñåé ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåùåíèé äîìèíèðóþ-
ùèå, â çàâèñèìîñòè îò òî÷íîñòè è ïðåäíàçíà÷åíèÿ ðàñ÷åòà. Ïðå-
íåáðåãàÿ âòîðîñòåïåííûìè âèäàìè äåôîðìàöèé è ïðèíèìàÿ âî 
âíèìàíèå îïðåäåëÿþùèå, â çàâèñèìîñòè îò ñóùíîñòè ðåøàåìîé 
çàäà÷è, ïåðåõîäÿò îò ðåàëüíîãî îáúåêòà ê ðàñ÷åòíûì äèíàìè÷å-
ñêèì ìîäåëÿì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.  

Â äàëüíåéøåì âîñïîëüçóåìñÿ ïîíÿòèåì íåâåñîìîãî ñòåðæíÿ, 
íà êîòîðîì ðàñïîëîæåíû òî÷å÷íûå ñîñðåäîòî÷åííûå ìàññû. Ýòî 
ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè íàãðóæåíèè òàêèõ ñòåðæíåé âñå åãî 
÷àñòè ñðàçó ïðèõîäÿò â ðàâíîâåñèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ìàññàõ 
è â íåâåñîìûõ ó÷àñòêàõ áàëêè äåôîðìàöèè îòñóòñòâóþò.  

Ðàññìîòðèì êîíñîëüíóþ áàë-
êó (ðèñóíîê 1.6) ñ çàêðåïëåííûì 
íà òîðöå ãðóçîì. Êàê áûëî îòìå-
÷åíî âûøå, ýòî äèíàìè÷åñêàÿ 
ñèñòåìà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì 
ñòåïåíåé ñâîáîäû. Îäíàêî â çà-
âèñèìîñòè îò êîíêðåòíûõ çíà÷å-
íèé ìàññû ãðóçà, åãî ôîðìû è 
ðàçìåðîâ, æåñòêîñòè áàëêè è åå 
äëèíû, äèíàìè÷åñêàÿ  ðàñ÷åòíàÿ 

 

 
Ðèñóíîê 1.6 

ñõåìà ìîæåò îáëàäàòü ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Åñëè 
ïðåäïîëàãàòü, íàïðèìåð, ÷òî ìàññà ãðóçà çíà÷èòåëüíî áîëüøå 
ìàññû áàëêè, òî ìàññó ïîñëåäíåé ìîæíî íå ó÷èòûâàòü.  

Ïóñòü ãðóç èìååò ðàçìåðû, ïðè êîòîðûõ ìîìåíòàìè èíåðöèè 
îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðàëüíûõ îñåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà ãðóç 
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàññîé ãðóçà. 
Дîïóñòèì, ÷òî æåñòêîñòè áàëêè òàêîâû, ÷òî ïðîãèáû è ïðîäîëü-
íûå ïåðåìåùåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ïðî÷íîñòè, ìàëû. 
Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ðàññìàòðèâàÿ äåôîðìèðîâàíèå 
áàëêè òîëüêî â ïëîñêîñòè ðèñóíêà, åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
ñèñòåìû ñ äâóìÿ (n = 2) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (ðèñóíîê 1.7, à;  E – 
ìîäóëü Þíãà, À – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ).  

 

Ðèñóíîê 1.7 

Åñëè ïðîäîëüíûå ïåðåìåùåíèÿ áàëêè â ïðîöåññå êîëåáàíèé 
íåçíà÷èòåëüíû, ò. å. æåñòêîñòü íà ðàñòÿæåíèå-ñæàòèå ìîæíî ñ÷è-
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òàòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé, òîãäà ñèñòåìà áóäåò èìåòü âñåãî îäíó 
ñòåïåíü ñâîáîäû (ðèñóíîê 1.7, á).  

Â ïîñëåäíåì âàðèàíòå, êîãäà ðàçìåðû ãðóçà òàêîâû, ÷òî åãî 
ìîìåíòîì èíåðöèè îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé îñè ïåðïåíäèêó- 
 

 
Рисунок 1.8 

ëÿðíîé ïëîñêîñòè ðèñóíêà ïðå-
íåáðå÷ü íåëüçÿ, òî ìàññà èìååò 
êîíå÷íûå ðàçìåðû, à åå ïîëî-
æåíèå îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ êî-
îðäèíàòàìè – ïðîãèáîì y1 è 
óãëîì ïîâîðîòà y2  (ðèñóíîê 1.8). 

 

Контрольные вопросы 

1 ×òî òàêîå äèíàìèêà ñîîðóæåíèé? 
2 Êàêóþ íàãðóçêó íàçûâàþò äèíàìè÷åñêîé? 
3 ×òî òàêîå ñòàòè÷åñêèé ðàñ÷åò? 
4 ×òî òàêîå äèíàìè÷åñêèé ðàñ÷åò? 
5 Ïåðå÷èñëèòå âèäû äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê. 
6 Êàêàÿ íàãðóçêà íàçûâàåòñÿ óäàðíîé? 
7 Êàêàÿ íàãðóçêà íàçûâàåòñÿ èìïóëüñíîé? 
8 Êàêàÿ íàãðóçêà íàçûâàåòñÿ âèáðàöèîííîé? 
9 Êàêàÿ íàãðóçêà íàçûâàåòñÿ ïîäâèæíîé? 
10 Êàêèå íàãðóçêè îòíîñÿò ê ñåéñìè÷åñêèì? 
11 ×òî òàêîå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ? 
12 ×òî òàêîå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ? 
13 ×òî òàêîå ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ? 
14 ×òî òàêîå àâòîêîëåáàíèÿ? 
15 Êàê êëàññèôèöèðóþòñÿ êîëåáàíèÿ ïî âèäó äåôîðìàöèé? 
16 Êàê êîëåáàíèÿ ïîäðàçäåëÿþòñÿ ïî çàêîíó èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè? 
17 ×òî òàêîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû? 
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1.2 КОЛЕБАНИЕ СИСТЕМЫ 
С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ 

 
1.2.1 Свободные колебания 

Ðàññìîòðèì íåâåñîìóþ óïðóãóþ áàëêó (ðèñóíîê 1.9), ê êîòî-
ðîé ïðèêðåïëåí ãðóç ìàññîé m. Îñü êîîðäèíàò y íàïðàâëÿåì 
 

âíèç. Ïîä äåéñòâèåì ãðóçà  
áàëêà ïðîãèáàåòñÿ îò ãîðè-
çîíòàëüíîãî ïîëîæåíèÿ â 
ïîëîæåíèå ñòàòè÷åñêîãî 
ðàâíîâåñèÿ íà âåëè÷èíó yst. 
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà ïî 
êàêîé-òî ïðè÷èíå âûâåäåíà 
èç ñîñòîÿíèÿ ñòàòè÷åñêîãî 
ðàâíîâåñèÿ è ñîâåðøàåò 
êîëåáàíèÿ. 

 
Ðèñóíîê 1.9 

Ïðîãèá y(t) îò ïîëîæåíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ îáóñëîâ-
ëåí äåéñòâèåì ëèøü ñèëû èíåðöèè Im, ïîýòîìó  

11( ) ( )my t I t  ,                               (1.1) 

ãäå δ11 – ïåðåìåùåíèå îò åäèíè÷íîé ñèëû. 
Ñèëà èíåðöèè òåëà ðàâíà åãî ìàññå, óìíîæåííîé íà óñêîðåíèå, 

è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî óñêîðåíèþ: 

2

2m

d y
I m my

dt
     .                         (1.2) 

Çäåñü è â äàëüíåéøåì êàæäàÿ òî÷êà ââåðõó îáîçíà÷àåò îïåðà-
öèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè.  

Ïîäñòàâèâ ñèëó èíåðöèè (1.2) â (1.1), ïîëó÷èì óðàâíåíèå 
äâèæåíèÿ 

11 0m y y   .                               (1.3) 

Ïîäåëèì êàæäîå ñëàãàåìîå íà mδ11  è ââåäåì îáîçíà÷åíèå  

2

11

1

m
 


.                                 (1.4) 

Èñïîëüçóÿ åãî â (1.3), ïîëó÷èì äèôôåð åíöèàëüíî å  ó ðà â -
í åíè å  ñ â î á î äíûõ  ê îë å á àíèé  óïðó ã î é  ñè ñòåìû ñ  î ä -
í îé  ñòåïåí üþ  ñ â î á î äû  â êàíîíè÷åñêîì âèäå: 

2 0y y   .                                (1.5) 

http://mechanika.org.ru

http://mechanika.org.ru


12 

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.5) èìååò âèä 

cos( ). y(t) Y t     

Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâí åíè åì  ñ â î á î äíûõ  ê î -
ë å á àíèé  ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Çäåñü ïîñòîÿííûå 
èíòåãðèðîâàíèÿ Y è ω îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé äâè-
æåíèÿ – ïðîãèáà è ñêîðîñòè áàëêè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè 
(t = 0).  Âåëè÷èíà ωt + γ  íàçûâàåòñÿ ôàçîé  ê îë å áàíèé , à γ – 
ñ ä âè ã îì  ôàçû . 

Âåëè÷èíà ω íàçûâàåòñÿ  ÷à ñòîòîé  ñ â î á î äíûõ  ê îë å áà -
íèé   (êðóãîâîé ÷àñòîòîé) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëî ñâîáîäíûõ 
êîëåáàíèé, ñîâåðøàåìûõ ñèñòåìîé çà âðåìÿ 2π ñåêóíä  

 
11

1

m
.                                (1.6) 

Ïðîìåæóòîê âðåìåíè T, çà êîòîðûé ñèñòåìà ñîâåðøàåò îäíî 
ñâîáîäíîå êîëåáàíèå, íàçûâàåòñÿ  ïåðèî äîì  ñ â î á î äíûõ  ê î -
ë å á àíèé  


   

 11

2
2T m . 

Ïåðèîä êîëåáàíèé èçìåðÿåòñÿ â ñåêóíäàõ (c), à êðóãîâàÿ ÷à-
ñòîòà – â ñåêóíäàõ â ìèíóñ ïåðâîé ñòåïåíè (c–1).  

Ãðàôèê ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé áóäåò èìåòü âèä, àíàëîãè÷íûé 
èçîáðàæåííîìó íà ðèñóíêå 1.5.  

 
1.2.2 Вынужденные колебания. Явление резонанса 

Ïóñòü íà òåëî ìàññû m, óñòàíîâëåííîå íà íåâåñîìóþ áàëêó, 
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ïåðåìåííàÿ ñèëà F(t) (ðèñóíîê 1.10).  

 
Ðèñóíîê 1.10 

Ïðîãèá y(t) îò ïîëîæåíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ îáóñëîâëåí 
äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû F(t) è ñèëû èíåðöèè Im, ïîýòîìó  

  11( ) ( ) ( )my t I t F t   .                             (1.7) 
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Ïîäñòàâèâ â âûðàæåíèå (1.7) çíà÷åíèå ñèë èíåðöèè (1.2) è 
óïðîñòèâ, ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âûíóæäåííûõ 
êîëåáàíèé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû 

2 F
y y

m
   .                               (1.8) 

Îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî 
óðàâíåíèÿ (1.8) ðàâíî ñóììå îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî 
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.5) è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ÷ ( )y t : 

1 2 ÷( ) cos sin ( )y t C t C t y t     .                (1.9) 

×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.8) âûïèñûâàåòñÿ â âèäå òàê 
íàçûâàåìîãî èíòåãðàëà Äþàìåëÿ: 

÷

0

1
( ) ( ) sin ( )

t

y t F t d
m

     
  .                 (1.10) 

Èñêîìîå îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò 

0
0

0

1
( ) cos( ) sin( ) ( ) sin ( )

ty
y t y t t F t d

m
         

  


,    (1.11) 

ãäå ïåðåìåùåíèå ìàññû y0 = y(0) è åå ñêîðîñòü 0 (0)y y   â 
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0.  

Ãàðìîíè÷åñêàÿ íàãðóçêà. Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ìåõàíè÷åñêîé 
ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðè âîçäåéñòâèè ãàðìîíè÷å-
ñêîé ñèëû.  

Ïóñòü íà ëèíåéíóþ ñèñòåìó áåç òðåíèÿ äåéñòâóåò âíåøíÿÿ 
âèáðàöèîííàÿ íàãðóçêà ñ àìïëèòóäîé F0 = const è ÷àñòîòîé èçìå-
íåíèÿ  : 

0( ) sinF t F t  . 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñòîòà θ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ÷àñòî-
òû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ò. å.    . Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ýòîé 
ñèñòåìû áóäåò òàêèì: 

2 0 sin
F

y y t
m

    .                        (1.12) 

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.12) ìîæíî çàïèñàòü íà îñíîâå ôîðìóëû 
(1.11), âíåñÿ ïîä çíàê èíòåãðàëà ñèëó 0( ) sinF F   . Â ðåçóëüòà-
òå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé 
ñóììó êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòàìè   è  . Ñëàãàåìûå, èçìåíÿþùèåñÿ 
ñ ÷àñòîòîé  , çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.  

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.12), îòâå÷àþùåå óñòàíîâèâøèìñÿ êîëå-
áàíèÿì, áóäåì èñêàòü â âèäå  

( ) siny t Y t  .                            (1.13) 
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Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (1.13) â óðàâíåíèå (1.12) äàåò: 
2 2

0( ) sin ( / ) sinY t F m t      . 

Îòñþäà ïîëó÷èì àìïëèòóäó âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé 

0 0
2 2 22

2
2

( )
11

stF F Y
Y

m
m

  
             

,          (1.14) 

ãäå 2
0 0 11/ ( )stY F m F     – ñòàòè÷åñêîå ïåðåìåùåíèå ìàññû ïðè 

äåéñòâèè íà íåå àìïëèòóäíîãî çíà÷åíèÿ íàãðóçêè F0. 
Êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ êîëåáàíèé â ñâÿçè ñ èíåðöèîííîñòüþ 

ñèñòåìû (äèíàìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò)  

2

2

1

1
d

st

Y
k

Y
 





.                         (1.15) 

Âèäíî, ÷òî äèíàìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ 
÷àñòîòû âîçìóùàþùåé ñèëû ê ÷àñòîòå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñè-
ñòåìû. Çàâèñèìîñòü (1.15) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 1.11. 

 
Ðèñóíîê 1.11 

Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìå-
åò àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ,dk  
òàê êàê 0dk   îçíà÷àåò, ÷òî 
êîëåáàíèÿ ìàññû ïðîèñõîäÿò â 
ïðîòèâîôàçå ñ âîçìóùàþùåé 
ñèëîé. 

Ðåçîíàíñ. Êîãäà ÷àñòîòà 
âîçìóùàþùåé ñèëû ñîâïàäàåò 
ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé (ò. å. 
îòíîøåíèå 1   ), àìïëèòó-
äà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé 
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. 
Ð å ç î í à í ñ î ì  íàçûâàåòñÿ ÿâ-
ëåíèå ðåçêîãî âîçðàñòàíèÿ àì-
ïëèòóäû ïåðåìåùåíèé è íàïðÿ-
æåíèé ïðè ñîâïàäåíèè ÷àñòîò 
âûíóæäåííûõ è ñîáñòâåííûõ 
êîëåáàíèé.  

ßâëåíèþ ðåçîíàíñà ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå ìåõàíè÷åñêîå òîë-
êîâàíèå. Ïðè ñîâåðøåíèè ñèñòåìîé ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñèëà 
óïðóãîñòè è ñèëà èíåðöèè, äåéñòâóþùèå íà ìàññó, âçàèìíî óðàâ-
íîâåøèâàþòñÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Åñëè ê ìàññå ïðèëîæèòü 
âíåøíþþ íàãðóçêó 0( ) sinF t F t  , òî ïðè θ = ω îíà ñòàíîâèòñÿ 
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íåóðàâíîâåøåííîé. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîñòîÿííîìó ðîñòó àìïëèòóäû 
êîëåáàíèé. Äîïóùåíèå î òîì, ÷òî êîëåáàíèÿ â ìîìåíò ðåçîíàíñà 
áóäóò ñòàöèîíàðíûìè, ÿâëÿåòñÿ íåîáîñíîâàííûì.  

Èññëåäóåì ïðîöåññ ðàçâèòèÿ ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé. Ïðåäïî-
ëàãàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íóëåâûìè, âíåñåì ïîä çíàê èíòåãðàëà 
ñèëó 0( ) sinF t F t  : 

0

0

( ) sin sin ( )
tF

y t t d
m

      
  0,5 (sin cos )stY t t t    .  (1.16) 

Èç ïîëó÷åííîãî âûðà-
æåíèÿ âèäíî, ÷òî êîëåáà-
íèÿ âî âðåìÿ ðåçîíàíñà íå 
ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè, 
à ðàçìàõè íàðàñòàþò ïî÷òè 
ïðîïîðöèîíàëüíî âðåìåíè. 
Ãðàôèê ðåçîíàíñíîãî äâè-
æåíèÿ (1.16) èçîáðàæåí íà 
ðèñóíêå 1.12. 

Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî 
ðàññìàòðèâàëîñü ïîâåäåíèå 
èäåàëèçèðîâàííîé ìåõàíè-
÷åñêîé ñèñòåìû.

 
Ðèñóíîê 1.12 

Â ðåàëüíûõ  ñèñòåìàõ èç-çà íàëè÷èÿ â íèõ ñèë òðåíèÿ ýíåðãèÿ 
êîëåáàíèé íåîáðàòèìî ðàññåèâàåòñÿ. Ýòî ïðèâîäèò, â ÷àñòíîñòè, ê 
îãðàíè÷åíèþ àìïëèòóä ïåðåìåùåíèé. Íî äàæå â ýòîì ñëó÷àå ïðè 
ðåæèìàõ ðàáîòû ìàøèí âáëèçè ðåçîíàíñà êîýôôèöèåíòû äèíà-
ìè÷íîñòè ìîãóò äîñòèãàòü ñòîëü áîëüøèõ âåëè÷èí, ÷òî ýêñïëóàòà-
öèÿ îáîðóäîâàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ íåäîïóñòèìîé. 
 

Контрольные вопросы 

1 Çàïèøèòå óðàâíåíèå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. 
2 ×òî òàêîå ÷àñòîòà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé, â ÷åì îíà èçìåðÿåòñÿ? 
3 ×òî òàêîå ïåðèîä êîëåáàíèé, â ÷åì îí èçìåðÿåòñÿ? 
4 Çàïèøèòå óðàâíåíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé. 
5 Çàïèøèòå âûðàæåíèå äëÿ äèíàìè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà. 
6 ×òî òàêîå ðåçîíàíñ? 
7 Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè èçìåíåíèå ïðîãèáîâ âî âðåìåíè ïðè ðåçîíàíñå. 
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1.3 КОЛЕБАНИЕ СИСТЕМЫ  
С НЕСКОЛЬКИМИ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ 

 
1.3.1 Общий случай вынужденных колебаний 

Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ïîëîæåíèå âñåõ ìàññ êîòî-
ðîé ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ n íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò yi 

 ( 1, ...,i n ). Åå ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà, 
íàïðèìåð, íåâåñîìîé áàëêîé, íà êîòîðîé ðàçìåùåíî n òî÷å÷íûõ 
ìàññ (ðèñóíîê 1.13, à).  

 
Ðèñóíîê 1.13 

Ïóñòü ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ íàãðóçîê ïðîèçâîëüíîãî âèäà 
ìàññû ñèñòåìû ñîâåðøàþò êîëåáàíèÿ. Èñêîìûå ôóíêöèè ïåðåìå-
ùåíèé áóäåì ïðåäñòàâëÿòü âåêòîð-ñòîëáöîì ïåðåìåùåíèé ñ n 
êîìïîíåíòàìè (ò. å. ïî ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû): 

   T

1 2( ) ( ), ( ), ..., ( )ny t y t y t y t , 

ãäå çíàê «Ò» îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ, èñïîëüçóå-
ìóþ äëÿ óäîáñòâà çàïèñè âåêòîð-ñòîëáöà â âèäå âåêòîð-ñòðîêè.    

Cèëû èíåðöèè iii ymI   ( 1, ..., )i n  òàêæå ïðåäñòàâèì â 
âåêòîðíîé ôîðìå 

        T T

1 2 1 1 2 2, , ..., , ,..., ( )n n nI I I I m y m y m y M y t        , 

ãäå  

1

2
1 2

0 0

0 0
[ ] [ , , ..., ]

0 0

n

n

m

m
M diag m m m

m

 
 
  
 
 
 




   


 – äèàãîíàëüíàÿ 

ìàòðèöà ìàññ; äâå òî÷êè ñâåðõó íàä ïåðåìåííîé, êàê è ðàíåå, 
îçíà÷àþò äâîéíóþ îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè ïî 
âðåìåíè. Íîìåðà ìàññ ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì íåçàâèñèìûõ ïåðå-
ìåùåíèé. Åñëè i-ÿ ìàññà îáëàäàåò íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáî-
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äû, òî ýòà ìàññà âîéäåò â ìàòðèöó [M] òàêîå êîëè÷åñòâî ðàç, êî-
òîðîå  ðàâíî ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû ýòîé ìàññû. 

Èç âñåõ âíåøíèõ âîçìóùàþùèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ ïî íàïðàâ-
ëåíèÿì, ïðåäîñòàâëåííûì ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, òàêæå ñôîðìèðóåì 
âåêòîð-ñòîëáåö ñ n êîìïîíåíòàìè 

   T

1 2( ) ( ), ( ), ..., ( )nF t F t F t F t .                 (1.16) 

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â íàïðàâëåíèè i-é ñòåïåíè ñâîáîäû íå äåé-
ñòâóåò âíåøíèé ñèëîâîé ôàêòîð, òî ñîîòâåòñòâóþùèé êîìïîíåíò 
âåêòîðà (1.16) áóäåò ðàâåí íóëþ. 

Ïðè ñîñòàâëåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì öå-
ëåñîîáðàçíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèíöèïîì Äàëàìáåðà [3]. Ôîðìè-
ðóÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, íàðÿäó ñ âíåøíèìè ñèëàìè íåîáõî-
äèìî ó÷èòûâàòü ñèëû èíåðöèè, äåéñòâóþùèå ñî ñòîðîíû ìàññ. 
Ïðîåöèðóåì íà âåðòèêàëüíóþ îñü âíåøíþþ âîçìóùàþùóþ 
íàãðóçêó Fi â íàïðàâëåíèè yi, ñèëó óïðóãîãî îòïîðà Si, äåéñòâó-
þùóþ ñî ñòîðîíû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, è ñèëó èíåðöèè Ii (ðè-
ñóíîê 1.13, á):  

    ( ) ( )i i i i i iS I F t m y F t . 

Ïîäîáíóþ îïåðàöèþ âûïîëíÿåì äëÿ âñåõ ìàññ. Â èòîãå ïðèõî-
äèì ê ñèñòåìå  n  îáûêíîâåííûõ  äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, 
êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â «ïîëóðàçâåðíóòîé» ïðÿìîé ôîðìå 
çàïèñè, êîãäà ñèëû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðåìåùåíèÿ: 

1

( ) ( 1, ..., ).
n

i i ij j i
j

m y r y F t i n


                 (1.17) 

Åñëè èñïîëüçîâàòü îáðàòíóþ ôîðìó çàïèñè, êîãäà ïåðåìåùå-
íèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñèëû, òî óðàâíåíèÿ áóäóò âûãëÿäåòü òàê: 

 

     
1 1

( ) ( 1,..., )
n n

ij j j i ij j
j j

m y y F t i n .        (1.18) 

Â óðàâíåíèÿõ (1.17)  rij – êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû æåñòêîñòè  
[r], à â (1.18) δij – êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû ïîäàòëèâîñòè [δ], ïðåä-
ñòàâëÿþùèå ñîáîé åäèíè÷íûå ïåðåìåùåíèÿ. 

Áîëåå óäîáíîé è êîìïàêòíîé ôîðìîé çàïèñè óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ (1.17) è (1.18), êîòîðîé áóäåì ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ â äàëü-
íåéøåì, ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíî-ìàòðè÷íàÿ ôîðìà. 

Òîãäà óðàâíåíèÿ â ïðÿìîé ôîðìå ïðèíèìàþò âèä 

)}({}]{[}]{[ tFyryM  ,                      (1.19) 
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à óðàâíåíèÿ îáðàòíîé ôîðìû – 

)}(]{[}{}]{][[ tFyyM   .                    (1.20) 

Òàê êàê ìàòðèöû [δ] è [r] ÿâëÿþòñÿ âçàèìîîáðàòíûìè, òî 
óðàâíåíèÿ (1.20) ïîëó÷àþòñÿ èç (1.19) óìíîæåíèåì ñëåâà íà 
ìàòðèöó [δ]. 

 
1.3.2 Вынужденные колебания  
         в случае гармонической нагрузки 

Àíàëèç êîëåáàíèé ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, âîçíèêàþùèõ ïîä 
äåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñêèõ ñèë, ïîçâîëÿåò èçó÷àòü òàêæå âîçäåé-
ñòâèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèë ëþáîãî âèäà, òàê êàê ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ 
Ôóðüå âîçìîæíî èõ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóììû ãàðìîíè÷åñêèõ 
ñëàãàåìûõ. 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà òî÷å÷íûå ìàññû mj (j = 1, 2, ..., n) 
óïðóãîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû (ñì., íàïðèìåð, ðèñóíîê 1.13) 
âîçäåéñòâóþò ïî íàïðàâëåíèÿì, ïðåäîñòàâëåííûì ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû, ñèíõðîííûå ãàðìîíè÷åñêèå íàãðóçêè, ò. å. èìåþùèå îäèíà-
êîâûå ÷àñòîòû èçìåíåíèÿ, íî ðàçëè÷íûå àìïëèòóäû: 

 0( ) sin( )j jF t F t     (j = 1, 2, …, n).  

Âàæíî çàìåòèòü [9], ÷òî ñèíõðîííûå âèáðàöèîííûå íàãðóçêè 
ïðèâîäÿò ê îäíîâðåìåííîìó ïîÿâëåíèþ ìàêñèìàëüíûõ ïî âåëè-
÷èíå èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ, ïîïåðå÷íûõ è ïðîäîëüíûõ ñèë â ñå-
÷åíèÿõ ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè. Ïîýòîìó îäíà èç îñíîâíûõ çà-
äà÷ äèíàìè÷åñêîãî ðàñ÷åòà â ýòîì ñëó÷àå – îïðåäåëåíèå ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíûõ àìïëèòóä âíóòðåííèõ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ è 
íàïðÿæåíèé, ÷òîáû ïðåäîòâðàòèòü íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ êîí-
ñòðóêöèè âîçíèêíîâåíèå ñàìîãî íåáëàãîïðèÿòíîãî âàðèàíòà íàïðÿ-
æåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. 

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðèìåò âèä 

1 11 1 12 2 1 1

2 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

...........................................................

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

n n p

n n p

n n n nn n np

y t I t I t I t t

y t I t I t I t t

y t I t I t I t t

        
         


         






 

   


       0 0

1

( ) sin sin
n

ip ik i ip
k

t F t t , 

ãäå ( )ip t  – ïåðåìåùåíèÿ i-é ìàññû îò äåéñòâèÿ äèíàìè÷åñêîé 
íàãðóçêè, 0

ip  – ïåðåìåùåíèå i-é ìàññû îò äåéñòâèÿ àìïëèòóäû 
íàãðóçêè. 
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ïåðåìåùåíèÿ ñèñòåìû èçìåíÿþòñÿ âî 
âðåìåíè ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñèíõðîííî (ò. å. ñ îäèíàêîâû-
ìè ÷àñòîòàìè), íî ñ ðàçíûìè àìïëèòóäàìè 

 ( ) sini iy t Y t  , 

ãäå àìïëèòóäû Yi  – âåêòîð àìïëèòóäíûõ ïåðåìåùåíèé ìàññ ñè-
ñòåìû. 

Ñèëû èíåðöèè  
2 2( ) ( ) sin( ) ( )i i i i i i iI t m y t m Y t m y t       , 

îòêóäà  ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé áóäóò  

   
2
.i

i
i

I t
y t

m



 

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèë 
èíåðöèè â ñèñòåìå. 

11 1 12 2 1 12
1

21 1 22 2 2 22
2

1 1 2 2 2

1
( ) ( ) ( ) ( ) 0,

1
( ) ( ) ( ) ( ) 0,

....................................................................

1
( ) ( )

n n p

n n p

n n nn
n

I t I t I t t
m

I t I t I t t
m

I t I t
m

 
           

 
           


       





 ( ) ( ) 0.n npI t t









 

   


 

Âûðàæàÿ ñèëû èíåðöèè ÷åðåç àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ 
0( ) sin( )i iI t I t  , 

ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ àì-
ïëèòóäíûõ çíà÷åíèé ñèë èíåðöèé 

* 0 0 0 0
11 1 12 2 1 1

0 * 0 0 0
21 1 22 2 2 2

0 0 * 0 0
1 1 2 2

0,

0,

..........................................

0,

n n p

n n p

n n nn n np

I I I

I I I

I I I

         
        


        






  

*
2

1
ii ii

im
   


. 

Çíàÿ àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ ñèë èíåðöèè, ìîæíî ïîñòðîèòü 
äèíàìè÷åñêóþ ýïþðó ìàêñèìàëüíûõ èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ  
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0 0 0
1 1 2 2 ...d n n pM M I M I M I M     , 

ãäå pM  – ýïþðà èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ, ïîñòðîåííàÿ îò àìïëè-
òóäíîé íàãðóçêè, iM – ýïþðà èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ îò åäèíè÷íîé 
íàãðóçêè, ïðèëîæåííîé ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ i-é ìàññû. 

 
1.3.3 Свободные колебания 

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé íåîáõîäèìî 
ðàññìîòðåòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, íàïðèìåð (1.20), ïðè 
îòñóòñòâèè â íåé âíåøíèõ âîçìóùàþùèõ íàãðóçîê 

[ ][ ]{ } { } 0M y y                              (1.21) 

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå 

11 1 1 12 2 2 1 1

21 1 1 22 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2

0,

0,

.....................................................

0.

n n n

n n n

n n nn n n n

m y m y m y y

m y m y m y y

m y m y m y y

       
        


       

  
  

  

 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ïåðåìåùåíèÿ ñèñòåìû èçìåíÿþòñÿ âî 
âðåìåíè ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñèíõðîííî (ò. å. ñ îäèíàêîâû-
ìè ÷àñòîòàìè) è ñèíôàçíî (íà÷àëüíûå ôàçîâûå óãëû îäèíàêîâû), 
íî ñ ðàçíûìè àìïëèòóäàìè 

 
 

 

1 1

2 2

sin ,

sin ,

.........................

sin ,n n

y Y t

y Y t

y Y t

    
    


    

                         (1.22) 

ãäå àìïëèòóäû Yi – âåêòîð àìïëèòóäíûõ ïåðåìåùåíèé ìàññ ñè-
ñòåìû (èëè òàê íàçûâàåìûé âåêòîð ôîðì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé)

T
1 2{ } { , , ..., } .nY Y Y Y  

Ïîäñòàâèâ (1.22) â (1.21) è ñîêðàòèâ îáùèé ìíîæèòåëü 
0sin( )t   , ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ àìïëèòóä Yi: 
2 [ ][ ]{ } { }M Y Y   , 

êîòîðóþ çàïèøåì äëÿ íàãëÿäíîñòè â ðàçâåðíóòîì âèäå, ó÷èòûâàÿ 
ïðàâèëà ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö, ìàòðèö è âåêòîðîâ: 
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2 2 2
11 1 1 12 2 2 1 1

2 2 2
21 1 1 22 2 2 2 2

2 2 2
1 1 1 2 2 2

,

,

..........................................................

.

n n n

n n n

n n nn n n n

m Y m Y m Y Y

m Y m Y m Y Y

m Y m Y m Y Y

          
         


         






 

Ïîäåëèâ êàæäîå èç óðàâíåíèé íà 2  è îáîçíà÷èâ 
2

1
 


, 

ïîëó÷èì  

[ ]{ } { }C Y Y  ,                             (1.23) 

11 12 1 11 1 12 2 1

21 22 2 21 1 22 2 2

1 2 1 1 2 1

[ ] [ ][ ]

n n n

n n n

n n nn n n nn n

ñ ñ ñ m m m

c c c m m m
Ñ M

c c c m m m

     
           
   
   

     

 
 

       
 

. 

Èç ýòîé ñèñòåìû ìîæíî îïðåäåëèòü ïîêà åùå íåèçâåñòíûå 
êîìïîíåíòû âåêòîðà  Y  è ÷èñëà  . 

Â ëèíåéíîé àëãåáðå ÷èñëî   íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèåì ìàòðèöû [C], åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð {Y}, 
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå (1.23). Â ýòîì ñëó÷àå {Y} 
íàçûâàþò ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû [C], ñîîòâåòñòâóþùèì 
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ  . Çàäà÷à, ñâîäÿùàÿñÿ ê óðàâíåíèþ âèäà 
(1.23), íîñèò íàçâàíèå ñòàíäàðòíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ è èìååò ìíîãî òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé [5]. Ê íàñòîÿùåìó 
âðåìåíè ðàçðàáîòàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ 
ýôôåêòèâíî ðåøàòü ýòó ïðîáëåìó. Ñîâðåìåííûå ïàêåòû ïðîãðàìì 
(Maple, MathCAD, Mathlab è äð.) ñîäåðæàò âñòðîåííûå ôóíêöèè 
íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è âåêòîðîâ. 

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî êëàññè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è íà 
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê òàê íàçûâàåìîìó âåêî-
âîìó (õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó) óðàâíåíèþ. 

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.23) ñëåâà íà åäèíè÷íóþ ìàò-
ðèöó [E] è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì ñèñòåìó 

 [ ] [ ] { } 0C E Y   ,                           (1.24) 

êîòîðàÿ â ðàçâåðíóòîì âèäå âûãëÿäèò òàê: 
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11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

( ) 0,

( ) 0,

............................................

( ) 0.

n n

n n

n n nn n

ñ Y c Y c Y

c Y c Y c Y

c Y c Y c Y

     
      


      






 

Ýòî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé. Î÷åâèäíî, {Y} = 0 (ò. å. âñå êîìïîíåíòû ýòîãî âåêòîðà íóëå-
âûå) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì äàííîé ñèñòåìû. Íî òàêîé âàðè-
àíò (òðèâèàëüíîãî, âûðîæäåííîãî) ðåøåíèÿ íå ïðåäñòàâëÿåò èí-
òåðåñà, òàê êàê ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ýòîì ñëó÷àå îñòàåòñÿ  
íåäåôîðìèðîâàííîé. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî 
ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû – ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ 
(äåòåðìèíàíòà) ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû:  

  0

)(

)(

)(

][][det

21

22221

11211










nnnn

n

n

ccc

ccc

ссс

EC







.     (1.25) 

Óðàâíåíèå (1.25) íàçûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì, ÷àñòîòíûì 
èëè âåêîâûì.  

Ðàñêðûâ îïðåäåëèòåëü (1.25), ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíå-
íèå n-é ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ  : 

01
2

2
1

1  


nn
nnn BBBB  .              (1.26) 

Äîêàçàíî [1], ÷òî äëÿ óïðóãîé ñèñòåìû, ó êîòîðîé ñòàòè÷åñêîå 
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (îò íåãî îòñ÷èòûâàþòñÿ êîîðäèíàòû yi) ÿâ-
ëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (1.26) áóäóò äåéñòâè-
òåëüíûìè è ïîëîæèòåëüíûìè. Вñå êîðíè k   1, ,k n   îáðà-
çóþò ñ ï å ê ò ð  ñ î á ñ ò â å í í û õ  ç í à ÷ å í è é , êîòîðîìó ñîîòâåò-
ñòâóåò ñ ï å ê ò ð  ñ î á ñ ò â å í í û õ  ÷ à ñ ò î ò  k   1, ,k n   è ðÿä 
âåêòîðîâ {Yk}: 

 1

1
,k k k

k

    


 T
1 2{ } { , , ..., }k k k nkY Y Y Y .   (1.27) 

Ñîâîêóïíîñòü àìïëèòóä, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåííîé ñîá-
ñòâåííîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé, íàçûâàåòñÿ ã ë à â í î é  ô î ð ì î é  
ê î ë å á à í è é .  Êàæäîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå k  ñîîòâåòñòâóåò âåê-
òîð ôîðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé {Yk}, â êîìïîíåíòàõ êîòîðîãî 
ïåðâûé èíäåêñ îçíà÷àåò íîìåð ïåðåìåùåíèÿ, à âòîðîé – íîìåð 
ôîðìû êîëåáàíèÿ. Îáû÷íî ÷àñòîòû è ôîðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáà-
íèé íóìåðóþò, êàê ýòî âèäíî èç (1.27), â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ÷à-
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ñòîò, ò. å. 1k   ñîîòâåòñòâóåò íèçøåé ÷àñòîòå, à k n  – âûñøåé 
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå. Î÷åâèäíî, åñëè ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ñè-
ñòåìû 2 n   èëè 3 n  , òî ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû k  ìîæíî 
íàéòè, ðåøèâ êâàäðàòíîå èëè êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâåí-
íî. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèÿ ýòèõ ïîðÿäêîâ èìåþò òî÷íûå àíàëè-
òè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ó êîòî-
ðûõ ïîðÿäîê âûøå ÷åòâåðòîãî, ìîæíî íàéòè òîëüêî ïðèáëèæåí-
íî. Â ýòîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êàêèìè-ëèáî 
êîìïüþòåðíûìè ïðîãðàììàìè. 

Ïîÿñíèì òåïåðü ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ôîðì 
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé Yik. Äëÿ ýòîãî k , íàéäåííîå íà ïåðâîì 
ýòàïå, ïîäñòàâëÿåì â ñèñòåìó (1.24). Íî òàê êàê âñå ñîáñòâåííûå 
çíà÷åíèÿ k  îïðåäåëÿëèñü èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëè-
òåëÿ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 
îäíî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îñòàëüíûõ, ò. å. 
â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè îñòàþòñÿ (n – 1) íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé ñ 
n íåèçâåñòíûìè. Çàäàâàÿ ïðîèçâîëüíî, íàïðèìåð, Y1k = 1, íàõî-
äèì ïîñëåäîâàòåëüíî èç ñèñòåìû (1.24) îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû 
Yik (i = 2, 3, …, n; k = 1, 2, …, n). Îáû÷íî íà ïðàêòèêå èç ñèñòå-
ìû (1.24) óäàëÿþò ïåðâîå óðàâíåíèå. Â îñòàâøèåñÿ (n – 1) óðàâ-
íåíèÿ ïîäñòàâëÿþò ÷èñëåííîå çíà÷åíèå k  è 1 1kY  . Ïðè ýòîì 
êîýôôèöèåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ñòàíîâÿòñÿ ñîâåðøåííî îïðåäå-
ëåííûìè ÷èñëàìè. 

Ïåðåíîñÿ ýòîò ñòîëáåö â ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëè-
íåéíûõ íåîäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðåøèâ êîòî-
ðóþ, íàïðèìåð, ìåòîäîì Ãàóññà, íàõîäèì ( 1n  ) èç îñòàâøèõñÿ 
íåèçâåñòíûõ êîìïîíåíòîâ âåêòîðà {Yk}. 

Ãëàâíûå ôîðìû êîëåáàíèé îáëàäàþò ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíî-
ñòè, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè ( )k j : 

1

0
n

i ik ij
i

m Y Y


 .                           (1.28) 

Îíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êîíôèãóðàöèè ïðîèç-
âîëüíîé ñèñòåìû ÷åðåç ãëàâíûå ôîðìû êîëåáàíèé. 

Ñ î á ñ ò â å í í û ì è  ê î ë å á à í èÿ ì è  ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ÷àñò-
íûé ñëó÷àé ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé, êîãäà ïîñëåäíèå ñîâåðøàþòñÿ ñ 
îäíîé îïðåäåëåííîé ÷àñòîòîé è ôîðìîé äåôîðìàöèè ñèñòåìû. 

Ëþáûå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ êîíñòðóêöèè ñîñòîÿò èç ñóììû 
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Íà ðèñóíêå 1.14 èçîáðàæåíû ôîðìû ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé ëèíåéíîé óïðóãîé ñèñòåìû ñ n ñòåïåíÿìè 
ñâîáîäû áåç óêàçàíèÿ åå êîíêðåòíûõ ïàðàìåòðîâ, êðîìå im m  
( 1,  2, , )i n  . Ïîýòîìó çàäà÷à ðèñóíêà – òîëüêî  ïîêàçàòü  êà-
÷åñòâåííóþ ñòîðîíó ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ. Âèäíî, ÷òî ó ýòîé  
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Ðèñóíîê 1.14  

ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ñïåêòð 
èç n ñîáñòâåííûõ êîëåáà-
íèé. Ó âòîðîé è äðóãèõ 
âûñøèõ ôîðì ñîáñòâåííûõ 
êîëåáàíèé ñóùåñòâóþò ìå-
ñòà, ãäå ïðîãèáû óïðóãîé 
ëèíèè áàëêè ðàâíû íóëþ. 
Ýòî òàê íàçûâàåìûå óçëî-
âûå òî÷êè. ×èñëî óçëîâûõ 
òî÷åê ó n-é ôîðìû ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé âñåãäà 
íà åäèíèöó ìåíüøå ýòîãî 
íîìåðà. 

Ñïåêòðû ÷àñòîò è ôîðì 
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ÿâ-
ëÿþòñÿ âàæíåéøèìè äèíà-
ìè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè ëþáîé êîíñòðóêöèè, 
ïîñòîÿííî èëè ýïèçîäè÷å-
ñêè ðàáîòàþùåé â óñëîâèÿõ 
òåõ èëè èíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ âîçäåéñòâèé. 

 
Контрольные вопросы 

1 Çàïèøèòå ìàòðèöó ìàññ äëÿ ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. 
2 ×òî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû ïîäàòëèâîñòè? 
3 Çàïèøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèë èíåðöèè â ñèñòåìå ñ 

òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. 
4 ×òî òàêîå ãëàâíàÿ ôîðìà êîëåáàíèé? 
5 Çàïèøèòå ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ôîðì. 
6 ×òî òàêîå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? 
7 Ñêîëüêî óçëîâûõ òî÷åê ñîäåðæèò òðåòüÿ ôîðìà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé? 
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1.4 ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ  

МЕТОДОМ МАКСВЕЛЛА — МОРА 

Êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû ïîäàòëèâîñòè δij  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 
ïåðåìåùåíèÿ. Ðàññìîòðèì îäèí èç ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ ïåðåìå-
ùåíèé – ìåòîä Ìàêñâåëëà – Ìîðà. Îí ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ëþ-
áûå òèïû ïåðåìåùåíèé (óäëèíåíèÿ, ïðîãèáû, óãëû ïîâîðîòà, óã-
ëû çàêðó÷èâàíèÿ è ò. ï.) äëÿ âñåõ òèïîâ ñòåðæíåâûõ ñèñòåì (áàë-
êè, ðàìû, ôåðìû). Ïåðåìåùåíèÿ (ïðîãèáû è óãëû ïîâîðîòà) äëÿ 
ïëîñêîé çàäà÷è ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà  
Ìîðà :  

d d dF F F
KF

l l l

NN QQ MM
z z z

EA GA EJ


        , 

ãäå , ,N Q M  – âíóòðåííèå óñèëèÿ â åäèíè÷íîì ñîñòîÿíèè, ,FN  
,FQ  FM – âíóòðåííèå óñèëèÿ â ãðóçîâîì ñîñòîÿíèè; , ,EA GA EJ  – 

æåñòêîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè–ñæàòèè, ñäâèãå è èçãèáå;   – êîýô-
ôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé íåðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êàñà-
òåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïî ñå÷åíèþ. 

«Åäèíè÷íûì» íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿ-
íèå ñèñòåìû ïîä äåéñòâèåì åäèíè÷-
íîé íàãðóçêè ( 1F   èëè 1m  ), 
«ãðóçîâûì» − ñîñòîÿíèå ïðè äåé-
ñòâèè âíåøíåé íàãðóçêè. 

Êàê ïðàâèëî, ïðè èçãèáå áàëîê 
îñíîâíîå âëèÿíèå íà ïåðåìåùåíèÿ 
èìåþò èçãèáàþùèå ìîìåíòû, ïîýòîìó 
â èíòåãðàëå Ìîðà ó÷èòûâàþò òîëüêî 
ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå (ðèñóíîê 1.15): 

dF
KF

l

MM
z

EJ
   .   (1.29)  

Ðèñóíîê 1.15 

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà íóæíî çíàòü àíàëèòè÷åñêîå âûðà-
æåíèå ìîìåíòà íà êàæäîì èç ó÷àñòêîâ, ÷òî íå âñåãäà óäîáíî. Ïî-
ýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Ìîðà äëÿ ó÷àñòêîâ ïîñòîÿííîé 
æåñòêîñòè èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû, ïîçâîëÿþùèå èçáå-
æàòü íåïîñðåäñòâåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.  

Ðàññìîòðèì ó÷àñòîê áàëêè ïîñòîÿííîé æåñòêîñòè EJ  äëèíîé 
l , äëÿ êîòîðîé ïîñòðîåíû ýïþðû èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ â ãðóçî-
âîì FM  è åäèíè÷íîì M  ñîñòîÿíèÿõ (ðèñóíîê 1.16).  
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Ïåðåìåùåíèÿ ïî ôîðìóëå  Ñèìïñîíà  (ñì. ðèñóíîê 1.16, à) 

 
0

1
d 4

6

l

KF F

l
MM z àc fg bd

EJ EJ
     ,          (1.30) 

ãäå EJ  – èçãèáíàÿ æåñòêîñòü, l  – äëèíà ó÷àñòêà, , ,a b f  – êðàé-
íèå è ñðåäíÿÿ îðäèíàòû ýïþðû FM , , ,c d g  – êðàéíèå è ñðåäíÿÿ 
îðäèíàòû M . 

Ôîðìóëà Ñèìïñîíà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, åñëè äâå ýïþðû ïðÿìî-
ëèíåéíû èëè îäíà èç íèõ ïðÿìîëèíåéíàÿ, à âòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò 
ñîáîé êâàäðàòíóþ ïàðàáîëó.  

Ïåðåìåùåíèÿ ïî ôîðìóëå òðàïåöèé (ñì. ðèñóíîê 1.16, á) 

 
0

1
d 2 2

6

l

KF F

l
MM z àc bd ad bc

EJ EJ
      ,      (1.31) 

ãäå EJ – èçãèáíàÿ æåñòêîñòü, l  – äëèíà ó÷àñòêà,  ,a b  – êðàéíèå 
îðäèíàòû ýïþðû FM , ,c d  – êðàéíèå îðäèíàòû M . 

 
Ðèñóíîê 1.16 

Ôîðìóëà òðàïåöèé ïðèìåíèìà, åñëè äâå ýïþðû ïðÿìîëèíåé-
íû. Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâåäåíèé â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóë Ñèìï-
ñîíà è òðàïåöèé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü çíàêè îðäèíàò a, b, f, c, d, 
g. Ïðîèçâåäåíèÿ îðäèíàò, ðàñïîëîæåííûõ ïî îäíó ñòîðîíó îò îñè, 
áóäóò ïîëîæèòåëüíûìè, ïî ðàçíûì – îòðèöàòåëüíûìè.  

Ôîðìóëà  Âåðåùàãèíà   ïîçâîëÿåò çàìåíèòü èíòåãðèðîâàíèå 
ïåðåìíîæåíèåì ïëîùàäè îäíîé ýïþðû íà îðäèíàòó âòîðîé (îáÿçà-
òåëüíî ïðÿìîëèíåéíîé) ýïþðû, âçÿòóþ ïîä öåíòðîì òÿæåñòè ïåð-
âîé (ñì. ðèñóíîê 1.16, â): 

0

1 1
d

l

KF F CMM z y
EJ EJ

    ,                  (1.32) 

ãäå EJ   – èçãèáíàÿ æåñòêîñòü,   – ïëîùàäü «ãðóçîâîé» ýïþðû 
FM , Cy  – îðäèíàòà «åäèíè÷íîé» ýïþðû M , âçÿòàÿ ïîä öåíòðîì 

òÿæåñòè ýïþðû FM . 

http://mechanika.org.ru

http://mechanika.org.ru


27 

Ðåçóëüòàò ïåðåìíîæåíèÿ áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, åñëè öåíòð 
òÿæåñòè îäíîé ýïþðû C  è îðäèíàòà Cy  íà äðóãîé ýïþðå ðàñïî-
ëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò îñè ñòåðæíÿ, îòðèöàòåëüíûì − ïî 
ðàçíûå. 

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû Âåðåùàãèíà íåîáõîäèìî çíàòü 
ïëîùàäè è öåíòðû òÿæåñòè ýïþð. Íà ðèñóíêå 1.17 ïðèâåäåíû 
íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ íà ïðàêòèêå ôîðìû ýïþð.  

 
Ðèñóíîê 1.17 

Ïîðÿäîê îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ KF  ìåòîäîì Ìîðà:  
– ñòðîÿò  ýïþðó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ FM  îò çàäàííîé 

íàãðóçêè (â ãðóçîâîì ñîñòîÿíèè); 
– ïî íàïðàâëåíèþ èñêîìîãî ïåðåìåùåíèÿ â òî÷êå K  ïðèêëà-

äûâàþò åäèíè÷íîå óñèëèå (äëÿ ëèíåéíûõ ïåðåìåùåíèé – ñîñðåäî-
òî÷åííóþ ñèëó 1F  , äëÿ óãëîâûõ – ìîìåíò 1m  ); 

– ñòðîÿò ýïþðó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ M  â åäèíè÷íîì ñîñòîÿíèè; 
– ðàçáèâàþò ñèñòåìó íà ó÷àñòêè, â ïðåäåëàõ êàæäîãî èç êîòî-

ðûõ æåñòêîñòü ïîñòîÿííà è õîòÿ áû îäíà èç ýïþð ïðÿìîëèíåéíà; 
– äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà âû÷èñëÿþò ïåðåìåùåíèÿ, èñïîëüçóÿ 

ôîðìóëû Âåðåùàãèíà, Ñèìïñîíà èëè òðàïåöèé; 
– ïåðåìåùåíèÿ äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà ñóììèðóþò. 
Åñëè íàéäåííîå ïåðåìåùåíèå ïîëîæèòåëüíî, òî îíî ñîâïàäàåò 

ñ íàïðàâëåíèåì ïðèëîæåííîãî åäèíè÷íîãî óñèëèÿ, åñëè îòðèöà-
òåëüíî – ïðîòèâîïîëîæíî åìó.  

 
 

Контрольные вопросы 

1 Çàïèøèòå èíòåãðàë Ìîðà. 
2 ×òî òàêîå «åäèíè÷íîå» è «ãðóçîâîå» ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû? 
3 Çàïèøèòå ôîðìóëó òðàïåöèé. 
4 Çàïèøèòå ôîðìóëó Ñèìïñîíà. 
5 Çàïèøèòå ôîðìóëó Âåðåùàãèíà. 
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2 ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

 

 
 
2.1 РАСЧЕТ БАЛКИ 
 
ПРИМЕР 1. Íà ñòàëüíîé áàëêå (äâóòàâð № 24) óñòàíîâëåí äâè-

ãàòåëü ìàññîé m = 500 êã, ÷àñòîòà âðàùåíèÿ âàëà êîòîðîãî 
n = 600 îá/ìèí (ðèñóíîê 2.1, à). Èç-çà íåóðàâíîâåøåííîñòè âðàùà-
þùèõñÿ ÷àñòåé íà áàëêó, êðîìå åãî âåñà, äåéñòâóåò öåíòðîáåæíàÿ 
ãàðìîíè÷åñêàÿ ñèëà Ð0 = 1,5 êÍ. Äëèíà áàëêè l = 8 ì; a = 0,25 l = 
= 2 ì, b = l−a = 6 ì. Ìîäóëü Þíãà ñòàëè Å = 2  105 ÌÏà; ðàñ-
÷åòíîå ñîïðîòèâëåíèå R = 150 ÌÏà; óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ g = 9,8 ì/ñ2. 

 
Ðèñóíîê 2.1 

Òðåáóåòñÿ: îïðåäåëèòü 
àìïëèòóäó âûíóæäåííûõ 
êîëåáàíèé ñèñòåìû â ìå-
ñòå, ãäå óñòàíîâëåí äâèãà-
òåëü; íàéòè ïîëíûå çíà÷å-
íèÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿ-
æåíèé â îïàñíîì ñå÷åíèè 
è ïîñòðîèòü ãðàôèê èõ 
èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè; 
ïðîâåðèòü ïðî÷íîñòü áàë-
êè; âûïîëíèòü ïðîâåðêó 
íà ðåçîíàíñ. Ñîáñòâåííûé 
âåñ áàëêè è ñèëû ñîïðî-
òèâëåíèÿ íå ó÷èòûâàòü. 

Число степеней свобо-
ды. Ñèñòåìó ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå íåâåñîìîé 
áàëêè ñ òî÷å÷íîé ìàññîé, 
êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ 
òîëüêî ïî âåðòèêàëè. 
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Ïîýòîìó ñèñòåìà îáëàäàåò îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Ïåðåìå-
ùåíèÿ ìàññû (ïðîãèáû áàëêè) îáîçíà÷èì y(t) (ðèñóíîê 2.1, á).  

Ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè áàëêè. Èç ñîðòàìåíòà ïðîêàò-
íîé ñòàëè âûïèñûâàåì çíà÷åíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè 43460 ñìxJ    

8 43460 10 ì   è ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ 3269 ñìxW  
6 3269 10 ì   çàäàííîãî äâóòàâðà. 

Åäèíè÷íîå ïåðåìåùåíèå. Â íàïðàâëåíèè y(t) ïðèêëàäûâàåì 
âåðòèêàëüíóþ åäèíè÷íóþ ñèëó è ñòðîèì ýïþðó M  (ðèñóíîê 2.1, 
â). Òàê êàê ñèñòåìà ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìà, ïðè ïîñòðîåíèè 
ïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé 1 (ïðèëîæåíèå À). 

Ìîìåíòû â õàðàêòåðíûõ ñå÷åíèÿõ À, Ñ 

   2 2 2 2
2 2

1 6
8 6 1,313 ì

2 2 8
A

Fb
M l b

l


    


; 

   
2 2

3 3

1 2 6
3 3 8 6 0,422 ì

2 2 8
C

Fa b
M l a

l

 
     


. 

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ èñïîëüçóåì ìåòîä Ìîðà (1.29), 
óìíîæàÿ ýïþðó M  ñàìó íà ñåáÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû òðàïåöèé 
(1.31) (  0BM ): 

      2 2
11 2 2

6
A C A C A C

a
M M M M M M

EJ
 

     2 22 2
6

C B C B C B

b
M M M M M M

EJ
 

         2 22
2 1,313 2 0,422 1,313 0,422 0,422 1,313

6EJ
 

         2 26
2 0,422 2 0 0,422 0 0 0,422

6EJ
 


   

  
7

11 8

1,2548 0,7537 ì
1,813 10 .

Í2 10 3460 10EJ
 

Çíàê «–» â ôîðìóëå òðàïåöèé óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïåðåìíî-
æàåìûå îðäèíàòû ëåжàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò îñè. 

×àñòîòû êîëåáàíèé è äèíàìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò. ×àñòîòà 
ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé áàëêè (1.6) 


   

  
1

7
11

1 1
105,03 ñ

500 1,813 10m
. 

×àñòîòà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïî êðóãîâîé 
ñêîðîñòè âðàùåíèÿ âàëà: 
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  
     12 3,14 600

62,80 ñ
60 30 30

n
n . 

Äèíàìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò  

  
   2 2 2 2

1 1
1,56

1 1 62,80 105,03
dk . 

Àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé. Ïðè óñòàíîâèâøèõñÿ 
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ïðîãèáû èçìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó 

 0( ) sin( )y t Y t , 

ãäå àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé 
7 3 3

0 max 11 0 1,56 1,813 10 1,5 10 0,42 10 ìdY y k P            . 

Íàïðÿæåíèÿ â îïàñíîì ñå÷åíèè. Îïàñíûì ÿâëÿåòñÿ òî ñå÷åíèå 
áàëêè, â êîòîðîì èçãèáàþùèé ìîìåíò ìàêñèìàëåí. Ïî ýïþðå ìî-
ìåíòîâ  M  óñòàíàâëèâàåì, ÷òî À – îïàñíîå ñå÷åíèå, â íåì maxM 

AM  1,313 ì. 
Ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ÷àñòü íàïðÿæåíèé îò âåñà äâèãàòåëÿ 

g 6max
6

g 1,313 500 9,8
23,92 10 Ïà 23,92 ÌÏà

269 10
m
st

x

M m

W 

 
     


. 

Ìàêñèìàëüíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ÷àñòü íàïðÿæåíèé 
îò äåéñòâèÿ âîçìóùàþùåé ñèëû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå 
ñòàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåíèé îò ýòîé ñèëû íà äèíàìè-
÷åñêèé êîýôôèöèåíò:  

0 0 max 0
6

1,313 1500
1,56

269 10
P P
d d st d

x

M P
k k

W 


      


 

  611,42 10 Ïà 11,42 ÌÏà . 

Òàê êàê öåíòðîáåæíàÿ ñèëà â íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàâíà íóëþ è 
äåéñòâóåò ïåðèîäè÷åñêè, òî ïîëíîå íàïðÿæåíèå áóäåò èçìåíÿòüñÿ 
öèêëè÷åñêè ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó:   

0g sin( ) 23,92 11,42sin(62,80 )m P
st d t t        . 

Öèêë èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé íåñèììåòðè÷íûé. Ìàêñèìàëüíîå 
è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ 

0g
max 23,92 11,42 35,34 ÌÏàm P

st d        ; 

0g
min 23,92 11,42 12,50 ÌÏàm P

st d        . 
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Ïåðèîä êîëåáàíèé 
 

  

2 2 3,14

0,100 c
62,80

T . 

Èçîáðàæàåì öèêë ãðàôè÷åñêè (ðèñóíîê 2.2). 

 
Ðèñóíîê 2.2 

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ïðî÷íîñòè  

 max minmax , R   ;   35,34 < 150 ÌÏà. 

Óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, ïðî÷íîñòü áàëêè îáåñïå÷åíà. 
Ïðîâåðêà íà ðåçîíàíñ. Êàê èçâåñòíî, ðåçîíàíñ – ýòî ÿâëåíèå, 

ïðè êîòîðîì àìïëèòóäà êîëåáàíèé è íàïðÿæåíèÿ íåîãðàíè÷åííî 
âîçðàñòàþò. Íàáëþäàåòñÿ ïðè    . Â ýòîì ñëó÷àå dk   . Äëÿ 
íîðìàëüíîé ðàáîòû ñèñòåìû íåîáõîäèìî, ÷òîáû ÷àñòîòû ñîáñòâåí-
íûõ è âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû îòëè÷àëèñü íå ìåíåå, 
÷åì íà 20 %. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé áàëêè 

105,03 62,80
100 % 100 % 40 % 20 %

max( , ) 105,03

   
    

 
. 

Ñèñòåìà äîñòàòî÷íî äàëåêà îò ðåçîíàíñà.  
 
ПРИМЕР 2. Äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû (ðèñóíîê 2.3) òðåáóåòñÿ: 

îïðåäåëèòü ÷àñòîòû è àìïëèòóäû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ïîêà-
çàòü ôîðìû êîëåáàíèé. 

 
Ðèñóíîê 2.3 
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Èñõîäíûå äàííûå: ìàññà êàæäîãî èç òî÷å÷íûõ ãðóçîâ 
m = 2000 êã; âåëè÷èíà a = 2 ì, æåñòêîñòü ñòåðæíåé ñèñòåìû  
EJ = 5 · 107 Í · ì2. 

×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Äâèæåíèå èç ïëîñêîñòè ÷åðòåæà 
ñ÷èòàåì íåâîçìîæíûì. Âðàùåíèåì ãðóçîâ ïðåíåáðåãàåì. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé î ìàëîñòè ïåðåìåùåíèé êàæäûé ãðóç ìîæåò 
ñîâåðøàòü ïåðåìåùåíèÿ òîëüêî â îäíîì íàïðàâëåíèè – ïî ïåð-
ïåíäèêóëÿðó ê íåäåôîðìèðîâàííîé îñè ðàìû. Ïîýòîìó ñèñòåìà 
îáëàäàåò äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïåðåìåùåíèÿ ãðóçîâ îáîçíà-
÷èì y1(t), y2(t) (ñì. ðèñóíîê 2.3, б).  

Îïðåäåëåíèå åäèíè÷íûõ ïåðåìåùåíèé. Â íàïðàâëåíèè y1(t) 
ïðèêëàäûâàåì ãîðèçîíòàëüíóþ åäèíè÷íóþ ñèëó 1 1F   è ñòðîèì 
ýïþðó 1M  (ðèñóíîê 2.4, à). Â íàïðàâëåíèè y2(t) ïðèêëàäûâàåì 
âåðòèêàëüíóþ åäèíè÷íóþ ñèëó 2 1F  è ñòðîèì ýïþðó 2M  (ðèñó-
íîê 2.4, á). 

 
Ðèñóíîê 2.4 

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèé èñïîëüçóåì ôîðìóëó Ìîðà 
(1.29): 

    dk i
ki

l

M M
z

EJ
  (k, i = 1, 2), 

ãäå δki – ïåðåìåùåíèå ïî íàïðàâëåíèþ yk îò äåéñòâèÿ åäèíè÷íîãî 
óñèëèÿ, ïðèëîæåííîãî ïî íàïðàâëåíèþ yi. 

Åäèíè÷íûå ïåðåìåùåíèÿ δ11, δ22 íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè, îíè 
âñåãäà ïîëîæèòåëüíû; δ12, δ21 – ïîáî÷íûå åäèíè÷íûå ïåðåìåùåíèÿ, 
â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ìàêñâåëëà δ12 = δ21. Âñå ñòåðæíè ïðÿìî-
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ëèíåéíû, èõ æåñòêîñòü ïîñòîÿííà. Äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ ýïþð âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé òðàïåöèé (1.31).  

            11

2
2 0 0 2 0 0

6

a
a a a a

EJ
 

           
3

2 0 0 2 0 0 ;
6

a a
a a a a

EJ EJ
  

            22

2
2 0 0 2 0 0

6

a
a a a a

EJ
 

           
3

2 0 0 2 0 0 ;
6

a a
a a a a

EJ EJ
  

              
3

12 21

2 2
2 0 0 2 0 0

6 3

a a
a a a a

EJ EJ
. 

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1.9) äëÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòå-
ïåíÿìè ñâîáîäû áóäåò 

 
 

      


     

11 1 12 2

21 1 22 2

0,

0,

m Y m Y

m Y m Y
 

èëè 

 
    

 


        

3 3

1 2

3 3

1 2

2
0,

3

2
0,

3

ma ma
Y Y

EJ EJ

ma ma
Y Y

EJ EJ

 

ãäå  – ñîáñòâåííîå ÷èñëî. 

Óïðîùàåì ñèñòåìó, óìíîæàÿ íà 
3

3EJ

ma
 è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå 

 
3

3EJ
L

ma
: 

 
 

   


  

1 2

1 2

3 2 0,

2 3 0.

L Y Y

Y L Y
                                      (2.1) 

Ýòî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 
îòíîñèòåëüíî àìïëèòóä Y1, Y2. Îíà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, åñ-
ëè åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ, ò. å. 
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



3 2

0
2 3

L

L
.                                       (2.2) 

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå è åãî ðåøåíèå. Ðàñêðûâàÿ 
îïðåäåëèòåëü (2.2), ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå 

    (3 )(3 ) 2 2 0L L ; 
èëè 

  2 6 5 0L L . 

Äèñêðèìèíàíò     26 4 1 5 16D ,  êîðíè    1, 2

1
6

2
L D : 

   1

1
6 16 5

2
L ;      2

1
6 16 1

2
L . 

Êîðíè íóìåðóåì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå L1 > L2.  
×àñòîòû êîëåáàíèé. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ÷àñòîòû ñîáñòâåí-

íûõ êîëåáàíèé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 21/   . Ñ ó÷åòîì îáî-
çíà÷åíèÿ L, ââåäåííîãî â (2.1), ïîëó÷àåì 

  


1, 2
3

1, 2
1, 2

1 1

3

ma
L

EJ

; 

   


 

1
1

3 3

1 7

1 1
43,30 ñ

2000 2
5

3 3 5 10

ma
L

EJ

; 

   


 

1
2

3 3

2 7

1 1
96,82 ñ

2000 2
1

3 3 5 10

ma
L

EJ

. 

×àñòîòû íóìåðóåì ïî âîçðàñòàíèþ (1 < 2).  
Ôîðìû êîëåáàíèé. Ïåðâàÿ ôîðìà êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóåò ÷à-

ñòîòå   1
1 43,30 ñ , 1 5L . Â ñèñòåìå (2.1) ê L, Y1, Y2 äîáàâëÿåì 

èíäåêñ «1»: 

 
 

   


  

1 11 21

11 1 21

3 2 0,

2 3 0.

L Y Y

Y L Y
                                (2.3) 
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Ïîäñòàâëÿåì L1 â (2.3). Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí 
íóëþ, òî èç äâóõ óðàâíåíèé òîëüêî îäíî ëèíåéíî íåçàâèñèìîå. Èç 
ñèñòåìû óäàëÿåì ïåðâîå óðàâíåíèå. Çàäàåìñÿ çíà÷åíèåì Y11 = 1. 
Дëÿ îïðåäåëåíèÿ Y21 èñïîëüçóåì îñòàâøååñÿ âòîðîå óðàâíåíèå: 

    212 1 3 5 0Y ;   21 1Y . 

Y11 – àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå ïåðåìåùåíèÿ y1 ïðè êîëåáàíèÿõ ñ 
÷àñòîòîé 1; Y21 – àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå ïåðåìåùåíèÿ y2 ïðè êî-
ëåáàíèÿõ ñ ÷àñòîòîé 1. 

Âòîðàÿ ôîðìà êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóåò   1
2 96,82 ñ , 

2 1.L  Â ñèñòåìå (2.1) ê L, Y1, Y2 äîáàâëÿåì èíäåêñ «2»: 

 
 

   


  

2 12 22

12 2 22

3 2 0,

2 3 0.

L Y Y

Y L Y
                                  (2.4) 

Ïîäñòàâëÿåì L2 â (2.4). Çàäàåìñÿ çíà÷åíèåì Y22 = 1. Дëÿ îïðå-
äåëåíèÿ Y12 èñïîëüçóåì âòîðîå óðàâíåíèå: 

   122 (3 1) 1 0Y ;    12 1Y . 

Y12 – àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå ïåðåìåùåíèÿ y1 ïðè êîëåáàíèÿõ ñ 
÷àñòîòîé 2; Y22 – àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå ïåðåìåùåíèÿ y2 ïðè êî-
ëåáàíèÿõ ñ ÷àñòîòîé 2. 

Ïîêàçûâàåì ôîðìû êîëåáàíèé (ðèñóíîê 2.5). Ïîëîæèòåëüíûå 
àìïëèòóäû îòêëàäûâàåì â íàïðàâëåíèÿõ, ñîâïàäàþùèõ ñ íàïðàâ-
ëåíèÿìè åäèíè÷íûõ ñèë 1F  и  2F   íà ðèñóíêå 2.3, îòðèöàòåëüíûå – 
ïðîòèâîïîëîæíî.  

 
Ðèñóíîê 2.5 

Ïðîâåðêà îðòîãîíàëüíîñòè ôîðì êîëåáàíèé. Äëÿ ðàññìàòðè-
âàåìîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ó êîòîðîé ìàññû òî-
÷å÷íûõ ãðóçîâ îäèíàêîâû, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå (1.28) 

 11 12 21 22 0mY Y mY Y . 

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ àìïëèòóä, ïîëó÷èì 

    1 1 1 1 0 . 

Ïðîâåðêà âûïîëíÿåòñÿ. 
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ПРИМЕР 3. Äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû (ðèñóíîê 2.6, à) òðåáóåòñÿ: 
îïðåäåëèòü ÷àñòîòû è àìïëèòóäû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ïîêà-
çàòü ôîðìû êîëåáàíèé. 

Èñõîäíûå äàííûå: ìàññà êàæäîãî èç òî÷å÷íûõ ãðóçîâ 
m = 2500 кг; äëèíû ó÷àñòêîâ a = 3 м, æåñòêîñòü ñòåðæíåé ñèñòå-
ìû EJ = 9 · 106 Н · м2. 

  
Ðèñóíîê 2.6 

×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Äâèæåíèå èç ïëîñêîñòè ÷åðòåæà 
ñ÷èòàåì íåâîçìîæíûì. Âðàùåíèåì ãðóçîâ ïðåíåáðåãàåì. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé î ìàëîñòè ïåðåìåùåíèé ãðóçû ìîãóò ñìå-
ùàòüñÿ ïî ïåðïåíäèêóëÿðó ê íåäåôîðìèðîâàííîé îñè ðàìû. Ñè-
ñòåìà îáëàäàåò òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, òàê êàê ïåðåìåùåíèÿ 
ãðóçîâ ìîæíî ïîëíîñòüþ îïèñàòü òðåìÿ íåçàâèñèìûìè âåëè÷èíà-
ìè y1(t), y2(t), y3(t) (ðèñóíîê 2.6, á).  

Îïðåäåëåíèå åäèíè÷íûõ ïåðåìåùåíèé. Â íàïðàâëåíèè y1(t) 
ïðèêëàäûâàåì åäèíè÷íóþ ñèëó 1 1F   è ñòðîèì ýïþðó 1M . Àíàëî-
ãè÷íî ñòðîèì ýïþðû 2M  è 3M  (ðèñóíîê 2.7). 

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèé èñïîëüçóåì ôîðìóëó Ìîðà 
(1.29): 

    dk i
ki

l

M M
z

EJ
  (k, i = 1, 2, 3), 

ãäå δki – ïåðåìåùåíèå ïî íàïðàâëåíèþ yk îò äåéñòâèÿ åäèíè÷íîãî 
óñèëèÿ, ïðèëîæåííîãî ïî íàïðàâëåíèþ yi; â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðå-
ìîé Ìàêñâåëëà δki = δik. 

Ãëàâíûå åäèíè÷íûå ïåðåìåùåíèÿ ïîëó÷èì, ïåðåìíîæèâ ñîîò-
âåòñòâóþùèå åäèíè÷íûå ýïþðû ñ ïîìîùüþ ñïîñîáà Âåðåùàãèíà 
(1.32): 

       
3

11

1 1 2 1 1 2 4
3

2 3 2 3 3

a
a a a a a a

EJ EJ EJ
;   

         
3

22

1 1 2 2 2 1 1 2 2 2 4
2

2 3 3 3 2 3 3 3 9

a
a a a a a a

EJ EJ EJ
; 
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         
3

33

1 1 2 2 2 1 1 2 2 2 4
2

2 3 3 3 2 3 3 3 9

a
a a a a a a

EJ EJ EJ
. 

 
Ðèñóíîê 2.7 

Ïîáî÷íûå åäèíè÷íûå ïåðåìåùåíèÿ ïîëó÷èì, ïåðåìíîæèâ ñî-
îòâåòñòâóþùèå åäèíè÷íûå ýïþðû ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû òðàïåöèé 
(1.31): 

               
 

12 21

2 2 2 2
2 0 2 0

6 3 3 3 3

a
a a a a a a

EJ
 

            
 

32 2 2 2 2 5
2 2 0 0 0 0 ;

6 3 3 3 3 9

a a
a a a a

EJ EJ
  

               
 

13 31

2 2 1 2 1
2 0 2 0

6 3 3 3 3

a
a a a a a a

EJ
 

            
 

32 1 2 1 4
2 2 0 0 0 0 ;

6 3 3 3 3 9

a a
a a a a

EJ EJ
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               
 

23 32

2 1 2 1
2 0 0 2 0 0

6 3 3 3 3

a
a a a a

EJ
 

            
 

2 1 1 2 1 1 2 2
2 2

6 3 3 3 3 3 3 3 3

a
a a a a a a a a

EJ
 

             
 

32 1 2 1 7
2 2 0 0 0 0 .

6 3 3 3 3 18

a a
a a a a

EJ EJ
  

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ  ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû  

 
 

 

        
        
        

11 1 12 2 13 3

21 1 22 2 23 3

31 1 32 2 33 3

0,

0,

0

m Y m Y m Y

m Y m Y m Y

m Y m Y m Y

 

èëè 

     

 
     

 
         

 
          

3 3 3

1 2 3

3 3 3

1 2 3

3 3 3

1 2 3

4 5 4
0,

3 9 9

5 4 7
0,

9 9 18

4 7 4
0,

9 18 9

ma ma ma
Y Y Y

EJ EJ EJ

ma ma ma
Y Y Y

EJ EJ EJ

ma ma ma
Y Y Y

EJ EJ EJ

 

ãäå  – ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñâÿçàííûå ñ ñîáñòâåííûìè  ÷àñòîòàìè 
çàâèñèìîñòüþ 21/   . 

Óïðîùàåì ñèñòåìó, óìíîæàÿ íà 
3

18EJ

ma
 è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå 

 
3

18EJ
L

ma
: 

 
 

 

    
    
    

1 2 3

1 2 3

1 2 3

24 10 8 0,

10 8 7 0,

8 7 8 0.

L Y Y Y

Y L Y Y

Y Y L Y

                             (2.4) 

Ýòî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 
îòíîñèòåëüíî àìïëèòóä A1, A2, A3. Îíà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, 
åñëè åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ, ò. å. 


 



24 10 8

10 8 7 0

8 7 8

L

L

L

.                            (2.5) 
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå è åãî ðåøåíèå. Ðàñêðûâ îïðå-
äåëèòåëü (2.5), ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå  

   3 240 235 168 0L L L . 

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà), 
íàõîäèì êîðíè:  

1 33,042L ;  2 6,129L ;  3 0,830L . 

×àñòîòû êîëåáàíèé. ×àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé âû÷èñ-

ëÿåì ïî ôîðìóëå 1/   . Ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ L ïîëó÷àåì 

1, 2, 3
3

1, 2, 3

1

18

ma
L

EJ

  ; 

   


 

1
1

3 3

1 6

1 1
8,52 ñ

2500 3
33,042

18 18 9 10

ma
L

EJ

; 

   


 

1
2

3 3

2 6

1 1
19,79 ñ

2500 3
6,129

18 18 9 10

ma
L

EJ

; 

   


 

1
3

3 3

3 6

1 1
53,79 ñ

2500 3
0,830

18 18 9 10

ma
L

EJ

. 

×àñòîòû íóìåðóåì ïî âîçðàñòàíèþ (1 < 2  < 3).  
Ôîðìû êîëåáàíèé. Ïåðâàÿ ôîðìà êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóåò ÷à-

ñòîòå   1
1 8,52 ñ , 1 33,042L . Â ñèñòåìå (2.4) ê âåëè÷èíàì 

L, Y1, Y2, Y3 äîáàâëÿåì èíäåêñ «1»: 

 
 

 

    
    
    

1 11 21 31

11 1 21 31

11 21 1 31

24 10 8 0,

10 8 7 0,

8 7 8 0.

L Y Y Y

Y L Y Y

Y Y L Y

                          (2.6) 

Ïîäñòàâëÿåì  L1 â (2.6). Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí 
íóëþ, òî èç òðåõ óðàâíåíèé òîëüêî äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Èç 
ñèñòåìû óäàëÿåì ïåðâîå óðàâíåíèå. Çàäàåìñÿ çíà÷åíèåì Y11 = 1.  
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ Y21 и Y31  èñïîëüçóåì äâà îñòàâøèхñÿ óðàâ-
íåíèÿ ñèñòåìû (2.6): 

 
 

     


    

21 31

21 31

10 1 8 33,042 7 0,

8 1 7 8 33,042 0;

Y Y

Y Y
 

21 0,530Y ;  31 0,468Y . 

Âòîðàÿ ôîðìà êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóåò ïàðаìåòðàì 2   
119,79 ñ , 2 6,129L . Â ñèñòåìå (2.4) ê L, Y1, Y2, Y3 äîáàâëÿåì 

èíäåêñ «2»: 

 
 

 

2 12 22 32

12 2 22 32

12 22 2 32

24 10 8 0,

10 8 7 0,

8 7 8 0.

L Y Y Y

Y L Y Y

Y Y L Y

    


   
    

                      (2.7) 

Пîäñòàâëÿåì  L2 â (2.7). Èç ñèñòåìû óäàëÿåì ïåðâîå óðàâíå-
íèå. Çàäàåìñÿ çíà÷åíèåì Y22 = 1. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ Y12 и Y32  èñ-
ïîëüçóåì äâà îñòàâøèхñÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.7): 

 
 

12 32

12 32

10 8 6,129 1 7 0,

8 7 1 8 6,129 0;

Y Y

Y Y

     


    
      

 12 1,220Y ;  32 1,476Y . 

Òðåòüÿ ôîðìà êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðàì 3 
153,79 ñ , 3 0,830L . Â ñèñòåìå (2.4) ê L, Y1, Y2, Y3 äîáàâëÿåì 

èíäåêñ «3»: 

 
 

 

    
    
    

3 13 23 33

13 3 23 33

13 23 3 33

24 10 8 0,

10 8 7 0,

8 7 8 0.

L Y Y Y

Y L Y Y

Y Y L Y

                         (2.8) 

Ïîäñòàâëÿåì  L3 â (2.8). Èç ñèñòåìû óäàëÿåì ïåðâîå óðàâíå-
íèå. Çàäàåìñÿ çíà÷åíèåì Y33 = 1. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ Y13 и Y23  èñ-
ïîëüçóåì äâà  îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.8): 

 
 

     


    

13 23

13 23

10 8 0,830 7 1 0,

8 7 8 0,830 1 0;

Y Y

Y Y
      

13 0,191Y ;   23 1,242Y . 

Нàéäåííûе âåëè÷èíы Yki (k, i = 1, 2, 3) – это àìïëèòóäíые çíà-
÷åíèя ïåðåìåùåíèÿ yk ïðè êîëåáàíèÿõ ñ ÷àñòîòîé i. 
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Ïîêàçûâàåì ôîðìû êîëåáàíèé (ðèñóíîê 2.8). Ïîëîæèòåëüíûå 
àìïëèòóäû îòêëàäûâàåì â íàïðàâëåíèÿõ, ñîâïàäàþùèõ ñ íàïðàâ-
ëåíèÿìè åäèíè÷íûõ ñèë 1 2 3, ,F F F , îòðèöàòåëüíûå – ïðîòèâîïî-
ëîæíî (ñì. ðèñóíîê 2.7).  

 
Ðèñóíîê 2.8 

Ïðîâåðêà îðòîãîíàëüíîñòè ôîðì êîëåáàíèé. Äëÿ ðàññìàòðè-
âàåìîé ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ó êîòîðîé ìàññû òî-
÷å÷íûõ ãðóçîâ îäèíàêîâû, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ (1.28) 



  
3

1

0 ( ; , 1, 2, 3)i ik ip
i

m Y Y k p k p ; 

    11 12 21 22 31 32( 1; 2) 0k p Y Y Y Y Y Y ; 
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    11 13 21 23 31 33( 1; 3) 0k p Y Y Y Y Y Y ; 

    12 13 22 23 32 33( 2; 3) 0k p Y Y Y Y Y Y . 

Ïîäñòàâив çíà÷åíèÿ àìïëèòóä, ïîëó÷èì 

 1 1,220 0,530 1 0,468 1,476 0,0008       ; 

 1 0,191 0,530 1,242 0,468 1 0,0007       ; 

 1,220 0,191 1 1,242 1,476 1 0,0010        . 

Ïîãðåøíîñòü 
0,0010

100 % 0,52 %
0,1910

   íå ïðåâûøàåò 5 %, ïðî-

âåðêà âûïîëíÿåòñÿ. 
 

 
2.2 РАСЧЕТ РАМЫ 
 
ПРИМЕР 4. Ïîñåðåäèíå ðèãåëÿ ñòàëüíîé ðàìû íàõîäèòñÿ âèá-

ðîóñòðîéñòâî, êîòîðîå ñîçäàåò ñîñðåäîòî÷åííóþ âèáðàöèîííóþ 
íàãðóçêó (ðèñóíîê 2.9). Ñå÷åíèå ñòîéêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâó-
òàâð № 18, ðèãåëÿ – äâóòàâð № 27. Äëèíà ñòîéêè – l1 = 5 ì; ðèãå-
ëÿ – l2 = 6 ì.  

 
Ðèñóíîê 2.9 

Ïðèíÿòü, ÷òî âíåøíèå íàãðóçêè 
äåéñòâóþò â ãëàâíîé ïëîñêîñòè 
íàèìåíüøåé èçãèáíîé æåñòêîñòè äâó-
òàâðà. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåé 
ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè ðàìû. ×àñòî-
òó âîçìóùàþùåé ñèëû âèáðîóñòðîé-
ñòâà çàïðîåêòèðîâàòü ðàâíîé 60 % 
ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ 
êîëåáàíèé. Ðàñ÷åòíîå ñîïðîòèâëåíèå 
ñòàëè ïðèíÿòü R = 210 ÌÏà, ìîäóëü 
Þíãà – E = 2·1011 Ïà, ñîáñòâåííûì 
âåñîì âèáðîóñòðîéñòâà ïðåíåáðå÷ü.

Òðåáóåòñÿ: 1) èç óñëîâèÿ ïðî÷íîñòè ïî íîðìàëüíûì íàïðÿæå-
íèÿì îïðåäåëèòü àìïëèòóäó âèáðàöèîííîé íàãðóçêè;  

2) ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. 
Ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñòåðæíåé ðàìû. Òàê êàê 

âíåøíèå íàãðóçêè äåéñòâóþò â ãëàâíîé ïëîñêîñòè íàèìåíüøåé 
èçãèáíîé æåñòêîñòè äâóòàâðîâ, òî èç ñîðòàìåíòà ïðîêàòíîé ñòàëè 
(ïðèëîæåíèå À) âûïèñûâàåì çíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè è ìî-
ìåíòîâ ñîïðîòèâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè y: 4

1 82,6 ñìJ  , 
3

1 18,4 ñìW  , 4
2 260 ñìJ  , 3

2 41,5 ñìW  , ïëîùàäåé ïîïåðå÷-
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íûõ ñå÷åíèé 2
1 23,4 ñìA  , 2

2 40,2 ñìA   è ïîãîííûå ìàññû 
1 18,4 êã ì  , 2 31,5 êã ì   ñòåðæíåé ðàìû. 

×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ñ÷èòàåì, 
÷òî ìàññû ñîñðåäîòî÷åíû ïîñåðåäèíå ñòåðæíåé. Ñèñòåìà îáëàäàåò 
äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, òàê êàê äëÿ îïèñàíèÿ ïîëîæåíèÿ ìàññ 
íåîáõîäèìî äâà íåçàâèñèìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðà 1( )y t  è 

2( )y t (ðèñóíîê 2.10).  
Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä ñâîáîäíûõ êî-

ëåáàíèé (1.24) 

 11 1 1 12 2 2 0m Y m Y      ; 

 21 1 1 22 2 2 0m Y m Y      , 

ãäå 11 , 12 , 21 , 22  – åäèíè÷íûå ïåðåìåùåíèÿ ïî íàïðàâëåíèþ 
äâèæåíèÿ ìàññ,   – ñîáñòâåííûå ÷èñëà, Y1, Y2 – àìïëèòóäû ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé ìàññ m1  è m2. 

 
Ðèñóíîê 2.10 

Âû÷èñëèì ìàññû ïåðâîãî è âòîðîãî ñòåðæíÿ ðàìû: 

1 1 1 18,4 5 92 êãm l     ; 2 2 2 31,5 6 189 êãm l     . 

Ïîñòðîåíèå åäèíè÷íîé ýïþðû M1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ åäèíè÷-
íûõ ïåðåìåùåíèé íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ýïþðû èçãèáàþùèõ ìî-
ìåíòîâ îò äâóõ åäèíè÷íûõ íàãðóçîê 1 1P   è 2 1P  , ïðèëîæåí-
íûõ ïî íàïðàâëåíèÿì ïåðåìåùåíèé ìàññ.  

Ðàìà ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýïþð âîñïîëü-
çóåìñÿ ìåòîäîì ïåðåìåùåíèé. Ñòåïåíü êèíåìàòè÷åñêîé íåîïðåäå-
ëèìîñòè nk = 1. 

Ïîñòðîèì ýïþðó 1M  îò âîçäåéñòâèÿ ñèëû 1 1P   (ðèñóíîê 2.11, à).  
Ñôîðìèðóåì îñíîâíóþ ñèñòåìó, ââåäÿ â æåñòêèé óçåë ïëàâà-

þùóþ çàäåëêó è ïðèäàâàÿ åé óãëîâîå ïåðåìåùåíèå (1)
1Z  (ðèñó- 

íîê 2.11, á).  
Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îäèí ðàç êèíåìàòè÷åñêè íåîïðå-

äåëèìîé ñèñòåìû èìååò âèä 
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(1) (1)
11 1 0pr Z R  . 

 
Ðèñóíîê 2.11 

Ôîðìèðóåì ñîñòîÿíèå «1» îñíîâíîé ñèñòåìû, çàäàâàÿ ïîâîðîò 
ïëàâàþùåé çàäåëêè íà åäèíè÷íûé óãîë â íàïðàâëåíèè (1)

1Z . Ïî 
òàáëèöàì ïðèëîæåíèÿ Á ñòðîèì åäèíè÷íóþ ýïþðó 1M  (ðèñó- 
íîê 2.12). Äëèíû ïîäñòàâëÿåì â ñàíòèìåòðàõ. 

 
Ðèñóíîê 2.12 

Äàëåå ôîðìèðóåì  ãðóçîâîå ñîñòîÿíèå «1p» îñíîâíîé ñèñòåìû, 
ïðèêëàäûâàÿ ê íåé âíåøíþþ íàãðóçêó 1 1P  . Ïî òàáëèöàì ïðè-
ëîæåíèÿ Á ñòðîèì ãðóçîâóþ ýïþðó (1)

pM  (ðèñóíîê 2.13).  

 
Ðèñóíîê 2.13 

Íàõîäèì ìîìåíòíûå ðåàêöèè â ïëàâàþùåé çàäåëêå. Äëÿ ýòîãî 
âûðåçàåì æåñòêèé óçåë ñ äàííîé ñâÿçüþ â ñîñòîÿíèÿõ «1», «1p» 
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(ðèñóíîê 2.14) è ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ óçëà 0M   â 

êàæäîì èç ñîñòîÿíèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî 
3

11 0,4956 1,7333 2,2289 ñìr E E E   ;  (1) 93,75 ñìpR  . 

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ ðåàê-
öèé â êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå 
è ïîëó÷èì 

(1)
(1)
1

11

93,75

2,2289
pR

Z
r E

      

242,0605
ñì

E
  . 

 

Ðèñóíîê 2.14 

Îðäèíàòû ýïþðû 1M  â çàäàííîé ñèñòåìå íàõîäèì ïî ôîðìóëå 
(1) (1)

1 1 1 pM M Z M  . 

Äëÿ ýòîãî óìíîæàåì îðäèíàòû åäèíè÷íîé ýïþðû 1M  íà 
íàéäåííîå çíà÷åíèå ïåðåìåùåíèÿ (1)

1Z  è äîáàâëÿåì îðäèíàòû ãðó-
çîâîé ýïþðû (1)

pM . Ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ ýïþðó èçãèáàþùèõ 
ìîìåíòîâ 1M  äëÿ åäèíè÷íîé íàãðóçêè 1 1P   (ðèñóíîê 2.15). 

 
Ðèñóíîê 2.15 

Ïîñòðîåíèå åäèíè÷íîé ýïþðû 2M . Ïîñòðîèì ýïþðó 2M  îò 
âîçäåéñòâèÿ ñèëû 2 1P   (ðèñóíîê 2.16, à).  

Ñôîðìèðóåì îñíîâíóþ ñèñòåìó, ââåäÿ â æåñòêèé óçåë ïëàâà-
þùóþ çàäåëêó è ïðèäàâàÿ åé óãëîâîå ïåðåìåùåíèå (2)

1Z  (ðèñóíîê 
2.16, á). 

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä 
(2) (2)

11 1 0pr Z R  . 

Ðåàêöèÿ r11 íå çàâèñèò îò âíåøíåé íàãðóçêè, ïîýòîìó îíà 
îñòàåòñÿ òàêîé æå, êàê è ïðè ïîñòðîåíèè ýïþðû M1, ò. å.  
r11 = 2,2289E ñì3.  
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Ðèñóíîê 2.16 

Ôîðìèðóåì  ãðóçîâîå ñîñòîÿíèå «2p» îñíîâíîé ñèñòåìû, ïðè-
êëàäûâàÿ ê íåé âíåøíþþ íàãðóçêó 2 1P  . Ïî òàáëèöàì ñòðîèì 
ãðóçîâóþ ýïþðó (2)

pM  (ðèñóíîê 2.17, а). 

 
Ðèñóíîê 2.17 

Íàõîäèì ìîìåíòíóþ ðåàêöèþ â ïëàâàþùåé çàäåëêå. Äëÿ ýòîãî 
âûðåçàåì æåñòêèé óçåë ñ äàííîé ñâÿçüþ â ñîñòîÿíèè «2p» (ðèñó-
íîê 2.17, á) è ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ óçëà 0M  . Â 
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî 

(2) 75 ñìpR   . 

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ ðåàêöèé â êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è ïî-
ëó÷èì 

(2)
(2) 2
1

11

75 33,6484
ñì

2,2289
pR

Z
r E E

    .  

Îðäèíàòû ýïþðû 2M  â çàäàííîé ñèñòåìå íàõîäèì ïî ôîðìóëå 
(2) (2)

2 1 1 pM M Z M  . 

Äëÿ ýòîãî óìíîæàåì îðäèíàòû åäèíè÷íîé ýïþðû 2M  íà 
íàéäåííîå çíà÷åíèå ïåðåìåùåíèÿ (2)

1Z  è äîáàâëÿåì îðäèíàòû ãðó-
çîâîé ýïþðû (2)

pM . Ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ ýïþðó èçãèáàþùèõ 
ìîìåíòîâ 2M  äëÿ åäèíè÷íîé íàãðóçêè 2 1P   (ðèñóíîê 2.18). 

http://mechanika.org.ru

http://mechanika.org.ru


47 

 
Ðèñóíîê 2.18 

Åäèíè÷íûå ïåðåìåùåíèÿ. Èñêîìûå ïåðåìåùåíèÿ âû÷èñëèì 
ïî ôîðìóëå  Ìîðà (1.29)  ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïîñîáîâ «ïåðåìíîæå-
íèÿ» ýïþð (ôîðìóëû Âåðåùàãèíà, òðàïåöèé), ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ 
èç ýïþð â ìåòðàõ: 

    1 1
11 d

i

M M
z

EJ
 

2 2
11 8

1 1 2
88,55 10 2,5 88,55 10

2 10 82,6 10 2 3
 

       
  

 

 2 2
11 8

2,5
2 88,55 10 88,55 10

6 2 10 82,6 10
 

     
   

 

2 2 2 22 72,90 10 72,90 10 72,90 10 88,55 10              

2 2
11 8

6
88,55 10 72,90 10

6 2 10 260 10
 

     
   

 

 2 2 2 22 72,91 10 72,91 10 2 36,45 10 36,45 10               

2 2 2 272,91 10 36,45 10 36,45 10 72,91 10             

68,868 10 ì Í  ; 

2 2
22 d

i

M M
z

EJ
     

2 2
11 8

1 1 2
16,68 10 5 16,68 10

2 10 82,6 10 2 3
 

       
  

 

 2 2
11 8

3
2 16,68 10 16,68 10

6 2 10 260 10
 

     
   

 

2 2 2 22 89,58 10 89,58 10 16,68 10 89,58 10              
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2 2
11 8

3
89,58 10 16,68 10

6 2 10 260 10
 

     
   

 2 2 2 22 89,58 10 89,58 10 2 104,16 10 104,16 10               

2 2 2 289,58 10 104,16 10 104,16 10 89,58 10 )             

63,425 10 ì Í  ; 

1 2
12 21 d

i

M M
z

EJ
       

2 2
11 8

1 1 2
8,34 10 2,5 88,55 10

2 10 82,6 10 2 3
 

        
  

 

 2 2
11 8

2,5
2 88,55 10 8,34 10

6 2 10 82,6 10
 

      
   

 

2 2 2 22 72,90 10 16,68 10 72,90 10 8,34 10              

2 2
11 8

3
88,55 10 16,68 10

6 2 10 260 10
 

     
   

 

 2 2 2 22 89,58 10 18,23 10 2 72,91 10 16,68 10                

2 2 2 289,58 10 72,91 10 16,68 10 18,23 10 )             

 2 2
11 8

3
2 89,58 10 18,23 10

6 2 10 260 10
 

      
   

 

2 2 2 22 104,16 10 36,45 10 89,58 10 36,45 10              

2 2 6104,16 10 18,23 10 1,577 10 ì Í         . 

×àñòîòû êîëåáàíèé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ýïþðû 
ìîìåíòîâ íåîáõîäèìî çíàòü ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ  êîëåáàíèé. Äëÿ 
ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû îíè âû÷èñëÿþòñÿ èç õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ: 

11 1 12 2

21 1 22 2

0
m m

m m

   


   
,   

2

1
 


. 

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ íàéäåííûõ ìàññ è åäèíè÷íûõ ïåðåìåùåíèé 
6 6

6 6

8,868 10 92 1,577 10 189
0

1,577 10 92 3,425 10 189

 

 

      


      
,  
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4 4

4 4

8,159 10 2,981 10
0

1,451 10 6,474 10

 

 

    


    
. 

Ðàñêðûâ îïðåäåëèòåëü  

       4 4 4 48,159 10 6,474 10 2,981 10 1,451 10 0                

è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî 
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë   

2 4 814,633 10 48,495935 10 0        . 

Ðåøèâ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì äâà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà, 
äëÿ êîòîðûõ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå 1 2   : 

4
1 9,560 10   ,  4

2 5,072 10   . 

×àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé: 

1
1 4

1

1 1
32,3 ñ

9,560 10


   
 

,  

1
2 4

2

1 1
44,4 ñ

5,072 10


   
 

, 

ïðè ýòîì 1 2   . 

×àñòîòà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïðèíèìàåòñÿ êàê 60 % îò 
ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé: 

1
min 160 % 0,6 0,6 32,3 19,4 ñ         . 

Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ.  Äëÿ âû÷èñëåíèÿ àìïëèòóäíûõ çíà-
÷åíèé ñèë èíåðöèè 0

1I è 0
2I , âîçíèêàþùèõ ïðè âûíóæäåííûõ êî-

ëåáàíèÿõ â íàïðàâëåíèè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ 
ìàññ, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

* 0 0 0
11 1 12 2 1

0 * 0 0
21 1 22 2 2

0,

0,

     

     

p

p

I I

I I
 

ãäå  

*
11 11 2

1

1

m
   


; *

22 22 2
2

1

m
   


; 

0 0
1 2,p p   – ïåðåìåùåíèÿ ìàññ, âûçâàííûå àìïëèòóäîé âèáðàöèîí-

íîé íàãðóçêè. 
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Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû: 

* 6 5
11 2

1
8,868 10 2,000 10 ì Í

92 19,4
       


; 

* 6 5
22 2

1
3,425 10 1,063 10 ì Í

189 19,4
       


; 

5
12 21 0,158 10 ì Í      . 

Ýïþðà èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ pM  ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç 
ýïþðû 2M  äîìíîæåíèåì âñåõ îðäèíàò íà P: 2pÌ PM . Òîãäà   

10 1 2 1 2
1 d d dp
p

i i i

M M M PM M M
z z P z

EJ EJ EJ
          

5
12 0,158 10 ì ÍP P      ; 

20 2 2 2 2
2 d d dp
p

i i i

M M M PM M M
z z P z

EJ EJ EJ
          

5
22 0,343 10 ì ÍP P     . 

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé â ñèñòåìó: 
5 0 5 0 5

1 2

5 0 5 0 5
1 2

2,000 10 0,158 10 0,158 10 0,

0,158 10 1,063 10 0,343 10 0,

I I P

I I P

  

  

      

      

 

óïðîñòèì 
0 0
1 2

0 0
1 2

2,000 0,158 0,158 ,

0,158 1,063 0,343 .

I I P

I I P

   


 
 

Ðåøåíèå ñèñòåìû 

0
1 0,106I P  ;  0

2 0,338I P . 

Ïîñòðîåíèå ýïþð. Äèíàìè÷åñêóþ ýïþðó ìîìåíòîâ ñòðîèì (ðè-
ñóíîê 2.19), ñêëàäûâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îðäèíàòû ýïþð ìîìåí-
òîâ ïî ôîðìóëå: 

0 0
1 1 2 2d pM M I M I M   . 

Ýïþðó ïîïåðå÷íûõ ñèë Qd ïîñòðîèì ïî ãîòîâîé ýïþðå èçãèáà-
þùèõ ìîìåíòîâ Ìd.  
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Ðèñóíîê 2.19 

Ýïþðà Ìd ïðÿìîëèíåéíà, ïîïåðå÷íàÿ ñèëà ðàâíà òàíãåíñó óã-
ëà íàêëîíà ýïþðû ìîìåíòîâ. Q ïîëîæèòåëüíà, åñëè äëÿ ñîâìåùå-
íèÿ îñè ñòåðæíÿ ñ ýïþðîé Ìd îñü âðàùàþò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, è 
íàîáîðîò. Çíà÷åíèÿ èç ýïþðû ìîìåíòîâ ïîäñòàâëÿåì â ìåòðàõ. Â 
ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì 

2 2

1 2
1

20,49 10 20,49 10
0,082

0,5 2,5

P P
Q P

l

 


 

      ; 

  2 2

2 3
1

20,49 14,63 10 5,86 10
0,023

0,5 2,5

P P P
Q P

l

 



 
   ; 

  2 2

3 4
2

121,78 14,63 10 136,41 10
0,455

0,5 3

P P P
Q P

l

 



 
   ; 

  2 2

4 5
2

121,78 143,22 10 265,33 10
0,884

0,5 3

P P P
Q P

l

 



 
      . 

Ïî ðàññ÷èòàííûì îðäèíàòàì ñòðîèì ýïþðó Qd (ðèñóíîê 2.20, à). 

 
Ðèñóíîê 2.20 

Ýïþðó ïðîäîëüíûõ ñèë Nd ñòðîèì ïî ãîòîâîé ýïþðå Qd. Âûðå-
æåì æåñòêèé óçåë ðàìû, â ñå÷åíèÿõ ïðèëîæèì ïîïåðå÷íûå è 
ïðîäîëüíûå ñèëû (ðèñóíîê 2.20, á). Ïîëîæèòåëüíûå ïîïåðå÷íûå 
ñèëû íàïðàâèì òàê, ÷òîáû îíè âðàùàëè óçëû ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, 
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îòðèöàòåëüíûå – ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Âñå ïðîäîëüíûå ñèëû N 
ñ÷èòàåì ïîëîæèòåëüíûìè – ðàñòÿãèâàþùèìè. 

Èç óðàâíåíèé ïðîåêöèé âñåõ ñèë íà âåðòèêàëüíóþ è ãîðèçîí-
òàëüíóþ îñè íàéäåì íåèçâåñòíûå ïðîäîëüíûå ñèëû.  

3 4 3 2 0,023N Q P   ;      3 2 3 4 0,455N Q P     . 

Çíàê «ìèíóñ» óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñòåðæåíü 3–2 ñæàò. Ïî ïî-
ëó÷åííûì äàííûì ñòðîèì ýïþðó Nd  (ðèñóíîê 2.20, â). 

Îïðåäåëåíèå ãðóçîïîäúåìíîñòè. Îïàñíûì ÿâëÿåòñÿ òî ñå÷åíèå 
áàëêè, â êîòîðîì íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ìàêñèìàëüíû. Âû÷èñ-
ëèì ìàêñèìàëüíûå ïî ìîäóëþ íàïðÿæåíèÿ â ñòîéêå è ðèãåëå ðà-
ìû. Äëÿ ýòîãî èç ýïþðû Md âûáèðàåì ñå÷åíèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì 
ïî ìîäóëþ èçãèáàþùèì ìîìåíòîì, è â ýòèõ ñå÷åíèÿõ èç ýïþðû 
Nd âûáèðàåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîäîëüíóþ ñèëó: 

– в стойке 
(1) (1) 2

(1) 2max
max 6 4

1 1

20,49 10 0,455
11330 ì

18,4 10 23,4 10
d d

d

M N P P
P

W A




 


     

 
; 

– в ригеле 
(2) (2) 2

(2) 2max
max 6 4

2 2

143,22 10 0,023
34516 ì

41,5 10 40,2 10
d d

d

M N P P
P

W A




 


     

 
. 

Èç óñëîâèÿ ïðî÷íîñòè ïî íîðìàëüíûì íàïðÿæåíèÿì îïðåäå-
ëèì ìàêñèìàëüíóþ àìïëèòóäíóþ ñîñòàâëÿþùóþ âèáðàöèîííîé 
íàãðóçêè Pmax, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðèëîæåíà ê ðàìå  

(1) (2)
max maxmax( , )d d R   , 

634516 210 10P   , 

6084 ÍP  . 

Ïðèíèìàåì max 6,0 êÍP  . 
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ À    
(ñïðàâî÷íîå) 

x

y

s

r
R

t
b-s
4

h

b   

Сортамент дâóòàâðов ñòàëüíûх ãîðÿ÷åêàòàíûх (ïî ÃÎÑÒ 8239–89) 

h – âûñîòà áàëêè; r – ðàäèóñ çàêðóãëåíèÿ ïîëêè; 

b – øèðèíà ïîëêè; J – ìîìåíò èíåðöèè; 

s – òîëùèíà ñòåíêè; W – ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ; 

t – ñðåäíÿÿ òîëùèíà ïîëêè; i – ðàäèóñ èíåðöèè; 

R – ðàäèóñ âíóòðåííåãî 
    çàêðóãëåíèÿ; 

S – ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ïëîùàäè 
    ïîëóñå÷åíèÿ 

Òàáëèöà А.1 – Ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äâóòàâðîâ   
Íîìåð 
äâó- 
òàâðà 

h b s t R r 
À,  
ñì2 

Ìàññà 
1 ì, 
êã 

Ñïðàâî÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ îñåé 
íå áîëåå X–X Y–Y

ìì Jx , ñì4 Wx, ñì
3 ix , ñì Sx, ñì

3 Jy , ñì
4 Wy , ñì

3 iy , ñì 
10 100 55 4,5 7,2 7,0 2,5 12,0 9,46 198 39,7 4,06 23,0 17,9 6,49 1,22 
12 120 64 4,8 7,3 7,5 3,0 14,7 11,50 350 58,4 4,88 33,7 27,9 8,72 1,38 
14 140 73 4,9 7,5 8,0 3,0 17,4 13,70 572 81,7 5,73 46,8 41,9 11,50 1,55 
16 160 81 5,0 7,8 8,5 3,5 20,2 15,90 873 109,0 6,57 62,3 58,6 14,50 1,70 
18 180 90 5,1 8,1 9,0 3,5 23,4 18,40 1290 143,0 7,42 81,4 82,6 18,40 1,88 
20 200 100 5,2 8,4 9,5 4,0 26,8 21,00 1840 184,0 8,28 104,0 115,0 23,10 2,07 
22 220 110 5,4 8,7 10,0 4,0 30,6 24,00 2550 232,0 9,13 131,0 157,0 28,60 2,27 
24 240 115 5,6 9,5 10,5 4,0 34,8 27,30 3460 289,0 9,97 163,0 198,0 34,50 2,37 
27 270 125 6,0 9,8 11,0 4,5 40,2 31,50 5010 371,0 11,20 210,0 260,0 41,50 2,54 
30 300 135 6,5 10,2 12,0 5,0 46,5 36,50 7080 472,0 12,30 268,0 337,0 49,90 2,69 
33 330 140 7,0 11.2 13,0 5,0 53,8 42,20 9840 597,0 13,50 339,0 419,0 59,90 2,79 
36 360 145 7,5 12,3 14,0 6,0 61,9 48,60 13380 743,0 14,70 423,0 516,0 71,10 2,89 
40 400 155 8,3 13,0 15,0 6,0 72,6 57,00 19062 953,0 16,20 545,0 667,0 86,10 3,03 
45 450 160 9,0 14,2 16,0 7,0 84,7 66,50 27696 1231,0 18,10 708,0 808,0 101,00 3,09 
50 500 170 10,0 15,2 17,0 7,0 100,0 78,50 39727 1589,0 19,90 919,0 1043,0 123,00 3,23 
55 550 180 11,0 16,5 18,0 7,0 118,0 92,60 55962 2035,0 21,80 1181 1356,0 151,00 3,39 
60 600 190 12,0 17,8 20,0 8,0 138,0 108,0 76806 2560,0 23,60 1491 1725,0 182,00 3,54 
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ Á 
(ñïðàâî÷íîå) 

 
Òàáëèöà Á.1 – Ýïþðû èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ è ðåàêöèè îïîð â îòäåëü-

íûõ èçîãíóòûõ ñòåðæíÿõ 
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 Îêîí÷àíèå òàáëèöû Á.1 

9

4EJ
lM  =À

À RM

À

Â

R
6EJ
l

M  =À 2l

1EJÀ Â

À

R

M

À ÂR ÑMl
À Â

Pa b

Ñ

12EJ
l3ÂR  = R  =À ;

l
À

P l/2

Ñ

l/2 À

R

M

À ÂR ÑM

l
À

P

D

P

Ñ

l/3l/3 l/3

l
À

P Pl/2 l/4l/4

DÑ

M = À M = Ñ
Pl
8

R = À R = Â
P
2

;

À

R

M

À ÂR ÑMl
À Ñ

l/2q R = À R = Â ql1 ;

M = À M = Ñ ql
1
24

2

À

R

M

À ÂR ÑM DM

R = À R = Â P;

À RM Â

ÀR

l

EJ

1

À Â

6EJ
l2ÂR  = R  =À ;

ÀMl
EJ

À Â
ÂR  = R  = 0À ;

t

t1

2

Íåðàâíîìåðíûé íàãðåâ

t = t   t1 2

( )t > t   1 2

h

M  =À
EJ t

h
;

Â

Â

Â

Â

ÂM

ÂM

ÂM

Â

MÂ

M

À

R

M

À ÂR ÑM DM

MÂ

MÂ

MÂ

2EJ
lM  =Â

M  =Â

;

M =  Â

R = À R = Â P;

ql ;1
12

2M = Â

Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ñòåðæíÿ Ýïþðà èçãèáàþùèõ 
ìîìåíòîâ è ðåàêöèè

Çíà÷åíèÿ 
ìîìåíòîâ è ðåàêöèé
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