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стемы на дельта функцию уменьшилось в 1,35–1,52 раза: запас устойчивости системы по амплитуде 
и фазе увеличился в 0,75–2,1 раза: система обладает высокой робастностью - в реальной ситуации 
вывести систему с эталонной моделью на границу устойчивости практически невозможно). 
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Разнообразные конструктивные элементы из композитных пьезоэлектрических материалов ши-
роко используются в различных отраслях науки и техники. В процессе эксплуатации они могут 
находиться под действием продольных динамических нагрузок, что и обусловливает значительный 
интерес к проблемам параметрических колебаний таких элементов. 

При изучении параметрических колебаний элементов конструкций основными вопросами яв-
ляются построение областей динамической неустойчивости и исследования колебательных процес-
сов в этих областях. Для решения первого вопроса используется линеаризованная теория, а для ре-
шения второго нужно исследовать теорию колебаний с учетом геометрической нелинейности.  

В данной работе использована теория колебаний пространственных вязкоупругих пьезоэлек-
трических тел с учетом геометрической нелинейности. Эта теория является основой для построения 
линеаризованных моделей параметрических колебаний пространственных пьезоэлектрических тел. 
Такие модели используются для расчета областей динамической неустойчивости. 

Рассматриваются параметрические колебания слоистых трехмерных тел из пьезоэлектрического 
вязкоупругого материала при воздействии на них гармонических во времени механической и элек-
трической нагрузок. При этом основное внимание сосредоточено на исследовании главной области 
динамической неустойчивости, которая имеет наибольшее практическое значение.  

Для расчета области динамической неустойчивости при параметрических колебаниях трехмер-
ного тела сначала решалась задача электровязкоупругости, и вычислялись компоненты тензора 
начальных напряжений 0σij . Затем решалась обобщенная задача на собственные значения (вычисля-
лись собственные частоты и формы колебаний) и задача устойчивости рассматриваемого тела с 
начальными напряжениями 0σij  для определения критической нагрузки. Зная минимальную соб-
ственную частоту колебаний тела, критическое усилие и параметры возбуждающей нагрузки, мож-
но построить главную область динамической неустойчивости. Эти задачи решаются с использова-
нием метода конечных элементов [3]. Для этого с применением уравнений Лагранжа приведена ва-
риационная формулировка задач электромеханики для трехмерных пьезоэлектрических тел с уче-
том предварительного деформирования.  

Задача решается в декартовой системе координат, при этом ось oz выбирается  в направлении 
силовых линий электрического поля предварительной поляризации. Линеаризованное вариацион-
ное уравнение можно представить в виде 
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δ δ δ 0L NL= + =Ε Ε Ε ,            (1) 
где 

2 22 2

11 12 13 11 13 33 66
1 2 2 2
2L

V

u u v u w v v w w v uc c c c c c c
x x y x z y y z z x y

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + + + + + + + +       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       
∫Ε

22

44 44 13 13 33 152 2 2 2z z z x
u w v w u v w u wc c e E e E e E e E
z x z y x y z z x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   + + + + − − − − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 

( ) ( ) ( )
2 2 222 2

15 11 11 33 2 2 22 μ μ μ 2y x y z
w v u v we E E E E u v w
y z t t t

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− + − − − + + + +  ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ 
ρ

( )2ζ  nx ny nz
u v wu v w dxdydz P u P v P w d
t t t Σ

∂ ∂ ∂ + + + − + + Σ   ∂ ∂ ∂ 
∫ , 

2 2 22 2 2
0 01 σ σ

2NL x y
V

u v w u v w
x x x y y y

         ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂        = + + + + + +                  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂           
∫Ε

2 2 2
0 0σ 2τz xy

u v w u u v v w w
z z z x y x y x y

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     + + + + + + +             ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 

0 02τ 2τxz yz
u u v v w w u u v v w w dxdydz
x z x z x z y z y z y z

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  + + + + + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
. 

В уравнении (1) используются стандартные обозначения [2, 3]. Для вычисления стационарных 
значений функционала Ε  применяется метод конечных элементов с квадратичной аппроксимацией 
компонент вектора перемещений и электрического потенциала в пределах четырехугольного изо-
параметрического элемента. Из условия стационарности функционала (1) в случае действия на рас-
сматриваемое тело гармонических возмущающих сил 0 1( ) cos ΩP t P P t= +  получим матричное 
уравнение относительно  вектора обобщенных перемещений u  вида 
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Здесь введены традиционные для метода конечных элементов обозначения: [ ]M – матрица масс,

[ ]K – матрица жесткости, [ ]C – матрица потерь, [ ]G – матрица устойчивости, а 0 1, constP P = , Ω  –
частота внешней периодической нагрузки. 

Используя разложение u  по собственным функциям, рассматриваемая задача сводится в конеч-
ном итоге к решению уравнения Матье – Хилла  
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*μ μ ω (ω ζ )n n n n n= − , 1 * 0μ [2( )]n nP P P= − , ωn  – n -я собственная ча-
стота свободных колебаний, ζn  – коэффициент демпфирования и *nP  – критическая нагрузка для 
n -й моды колебаний. Для решения дифференциального уравнения (3) применяется метод гармони-
ческой линеаризации. Главные области динамической неустойчивости определяются согласно ме-
тодике, изложенной в [1]. 

С использованием разработанного подхода при различных граничных условиях решены задачи 
для сплошной пластины из пьезоэлектрического вязкоупругого материала и трехслойной пластины, 
средний слой которой металлический, а внешние слои изготовлены из пьезоэлектрического вязко-
упругого материала.  
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Проведено сравнение результатов расчетов главной области динамической неустойчивости с 
использованием предложенной методики и с применением классической теории Кирхгофа – Лява 
для тонкостенных элементов. Путем анализа числовых результатов исследовано влияние геометриче-
ских параметров, структурной неоднородности, механических и электрических граничных условий на 
главные области динамической неустойчивости. 
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За последние десятилетия значительно возрос интерес к применению тонкостенных конструк-
ций, в том числе слоистых, во многих отраслях промышленности. В современном машиностроении 
и приборостроении не могут обойтись без применения композиционных материалов, обладающих 
значительным рядом преимуществ: сверхтвердость, сверхпрочность, стойкость при высоких темпе-
ратурах, сравнительно малый удельный вес по сравнению с традиционными конструкционными 
материалами (сталь, чугун, латунь, алюминий и т.п.). Отдельные задачи, связанные с пластинами и 
балками типа Тимошенко решены в работах [1–4]. Деформирование трехслойных элементов кон-
струкций при учете температурного воздействия исследовалось в статьях [5–7], сжимаемости за-
полнителя – в статьях [8–10]. Деформирование упругих круговых трехслойных пластин на основа-
нии Пастернака рассматривалось в работе [12, 13]. Влияние физической нелинейности материалов 
слоев пластины на перемещения при жесткой заделке контура пластины исследовано в статьях [14, 
15]. Здесь рассмотрена деформация подобной пластины при свободном опирании контура.  

Для трехслойного пакета пластины приняты гипотезы ломаной линии. Во внешних несущих 
слоях несимметричной по толщине (h1 ≠ h2) трехслойной круговой пластины приняты гипотезы 
Кирхгофа. В жестком, достаточно толстом (h3 = 2c) заполнителе справедлива гипотеза о 
прямолинейности и несжимаемости деформированной нормали, которая поворачивается относи-
тельно срединной поверхности на дополнительный угол ψ(r). Постановка задачи и ее решение 
проводится в цилиндрической системе координат r, φ, z. Срединная плоскость заполнителя 
принимается за координатную, ось z направлена перпендикулярно вверх, к первому слою. На 
верхний слой действует осесимметричная поперечная поверхностная нагрузка q = q(r). Связь 
реакции основания qR, действующей на нижнюю поверхность пластины, и прогиба принимается 
соответствующей модели Пастернака: 

0( ) κR fq r w t w= − + ∆ , 

где 0κ , tf – коэффициенты сжатия и сдвига, Δ – оператор Лапласа. 
Система дифференциальных уравнений равновесия в усилиях, описывающая деформирование 

круговой упругой трехслойной пластины на упругом основании Пастернака была получена с по-
мощью принципа Лагранжа в [12]. Поэтому ее можно применить и здесь как исходную.  

Выделяя в обобщенных внутренних усилиях линейные и нелинейные составляющие и подстав-
ляя их выраженными через перемещения в уравнения равновесия, имеем: 
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