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Как доказано в [3], представления напряжений и перемещений через комплексные потенциалы 
для сжимаемых и несжимаемых тел имеют одинаковую структуру. Отличаются лишь формулы для 
определения коэффициентов ( )γ j

nm  и ( )γ j
k  [2]. Таким образом, можно сформулировать следующий ме-

тод исследования (получения точных решений) динамических задач для тел с начальными напря-
жениями, соответствующих статических задач [3] для тел начальными напряжениями. В комплекс-
ные потенциалы [3] следует ввести комплексные параметры jµ , комплексные переменные jz , ко-

эффициенты ( )γ j
nm  и ( )γ j

k  (за исключением ( )1
12γ  и ( )2

12γ ) работы [4]. Полученные таким образом ком-
плексные потенциалы будут давать точные решения соответствующих динамических задач в общей 
форме для сжимаемых и несжимаемых тел. 

В качестве одного из примеров применения вышеизложенного аппарата рассмотрим задачу о 
распространении поверхностных волн Рэлея в полуплоскости 2 0y <  с начальными напряжениями. 
Напомним, что под поверхностными гармоническими волнами в упругих телах с начальными 
напряжениями будем понимать гармонические волны, которые удовлетворяют следующим двум 
условиям: во-первых, волны распространяются вдоль свободной или несвободной поверхности и их 
амплитудные величины затухают при удалении от свободной поверхности (это условие тожде-
ственно условиям линейной классической теории упругости); во-вторых, при стремлении началь-
ных напряжений к нулю рассматриваемые поверхностные волны переходят в поверхностные волны 
классической линейной теории упругости. Скорость поверхностной волны v  будем считать неиз-
вестной и для ее определения получим соответствующие уравнения. Исследования выполним от-
дельно для равных и неравных корней. Уравнение для определения скорости построим из условия 
существования отличных от нуля в полуплоскости комплексных потенциалов, обеспечивающих 
выполнение нулевых значений напряжений на границе полуплоскости при 2 0y = . 

Числовой пример рассмотрим для потенциала Трелоара (тело неогуковского типа). В этом слу-
чае комплексные параметры имеют вид 

 

1μ i= ;   
2

1 2 2 1 2 2
2 1 2 2 1 1 21 1 syi i v c− − − −µ = λ λ − ε λ ≡ λ λ − ; 

1 2µ ≠ µ ;   1 2 2
3 1 2 2 1μ 1i − −= λ λ − ε λ ,            (1) 

где v  − скорость поверхностной волны; 
2syc  − скорость волны сдвига, поляризованной в плоскости 

у10у2 и распространяющейся вдоль оси 10y  в теле с начальными напряжениями. 
При 

2syv c<  получаем случай нервных корней, следовательно, уравнение для определения ско-
рости волн Рэлея имеет вид 

(2) (1)
2 21 1 21 0µ γ − µ γ = .       (2) 

Примем, что для полуплоскости выполняется условие 0 *0
22 22 0S ≡ σ = , то есть граница полуплос-

кости не загружена. Согласно [5] в случае неравных корней характеристического уравнения ком-
плексные потенциалы имеют вид 

( ) ( )22 1 1 2 22Re Ф ФQ z z = +′ ′  ;
( ) ( ) ( ) ( )1 2

21 1 21 1 1 2 21 2 22Re Ф ФQ z z = − µ γ + µ γ′ ′ 
 ; 
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( ) ( ) ( ) ( )1 2
12 1 12 1 1 2 12 2 22Re Ф ФQ z z = − µ γ + µ γ′ ′ 
 ; 

( ) ( ) ( ) ( )1 22 2
11 1 11 1 1 2 11 2 22Re Ф ФQ z z = µ γ + µ γ′ ′ 
 ; 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 22Re γ Ф γ Фk k ku z z = +  .         (3) 

 

Из (2) и [3] получим 
3 2

(1) (2)
1 21 2 21 2

( 3 1) 0
2 (1 )
i x x x

x x
+ + −µ γ − µ γ ≡ − =

+
; 

2

2 2
1 2 1

2 2
2 1 2

1 1
sy

x
c

λ ε λ ν= − = −
λ λ λ

. (4) 

В (4) введены обозначения [3]. 
В дальнейшем, как отмечалось в [3], будем рассматривать достаточно медленные движения. 

В данном случае ограничимся рассмотрением дозвуковых движений, в связи с чем будем считать, 
что 

2
.syv c<  

Из (2) и (4) получим одно уравнение: 
 

3 2 3 1 0x x x+ + − = .       (5) 

Уравнение (5) совпадает с соответствующим уравнением работы [1]. Обозначим через *x  поло-
жительный действительный корень уравнения (5), тогда из второго выражения (4) получим 

2

2

2 2 2 2 2 2 2 0 2 2 2
* * 2 1 1 * 2 1(1 ) (1 )R sy sc c x c x− −ν ≡ = − λ λ = λ − λ λ .     (6) 

Выражение определяет скорость волн Рэлея в неогуковском теле с начальными напряжениями. 
Если начальное состояние определяется также в рамках плоской деформации, т. е. 3λ 1= , то из 

(6) с учетом 1 2 3 1λ λ λ =  находим 

2

2 2 2 2 4
* * 1(1 )R syc c x −ν = = − λ .  (7) 

Результаты (5)–(7) совпадают с известными результатами, полученными другим методом [3], а также 
методами, приведенными в [5]. 
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В теории разрушения установлено, что потеря поверхностной устойчивости упругого тела мо-
жет стать начальным стартовым этапом разрушения конструкции, поэтому определению величины 
параметра критического укорочения, при котором возникает указанное явление, уделяется особое 
внимание. 
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