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Необходимость оценки напряженно-деформированного состояния 

композитныхэлементов конструкций, работающих в условиях 

комплексных внешних воздействий, вызвана их широким применением в 

технике. Возникает необходимость создания математических моделей для 

описания их деформирования при различных нагрузках, включая 

радиационно-силовые. Влиянию нейтронного облучения на механические 

свойства материалов посвящены монографии [1–2]. Общие подходы к 

построению математических моделей многослойных конструкций при 

статических и динамических нагрузках изложены в монографиях [3–7]. 

Колебания неоднородных цилиндрических оболочек рассмотрены в 

статьях [8–10], трехслойных круговых пластин – в [11]. Деформирование 

трехслойных стержней и пластин в температурных полях исследовано в 

работах [13–17], в том числе связанных с упругим основанием.  

1. Постановка краевой задачи. В несимметричной по толщине 

трехслойной круговой пластине тонкие внешние несущие слои, толщиной 

h1 h2, подчиняющимися гипотезам Кирхгофа. В жестком достаточно 

толстом заполнителе (h3=2c) справедлива гипотеза Тимошенко. 

Постановка задачи и ее решение проводятся в цилиндрической системе 

координат, которая связывается со срединной плоскостью заполнителя. 

Предполагается, что в начальный момент времени перпендикулярно 

внешней поверхности верхнего слоя z=c+h1 пластины воздействует 

осесимметричная распределенная по кругу силовая нагрузка q(r) и падает 

нейтронный поток плотностью φ0 = const. В силу осесимметричности 

нагрузки тангенциальные перемещения в слоях отсутствуют: uφ
(k) = 0 (k = 1, 

2, 3 – номер слоя), а прогиб пластины w(r, t) не зависит от координаты φ.  

При малых деформациях в линейном приближении можно считать, 

что изменение объема материала в слоях 
Ik  прямо пропорционально 

интегральному нейтронному потоку ( , )kI z t  [1]: 

( , )Ik k kB I z t  ,  ( , ) ( )k kI z t z t ,                                  (1) 

где k – интенсивность потока, нейтрон/(м2·с), дошедшего за время t к 

поверхности с координатой z в k-ом слое; Вk  – константа материала, 

получаемая из опыта, величина которой в зависимости от энергии 
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нейтронов и облучаемого материала может быть порядка 10-28–10-23 м2 / 

нейтрон. 

Интенсивность потока нейтронов, доходящих до плоскости, 

параллельной границе z = const, будет убывать по экспоненте [1].  

Для описания связи напряжений с деформациями в слоях пластины 

используются физические уравнения состояния, учитывающие 

радиационное изменение объема (1),  
( ) ( )2k k

ks G э  ,   (3) (3)

32rz rzs G э , 

( ) ( )σ (3ε )k k

k k kK B I     ( 1, 2, 3;  , )k r    .                       (2) 

где ( ) ( ),k ks э  – девиаторные, ( ) ( )σ , εk k – шаровые части тензоров напряжений и 

деформаций; ,k kG K  – модули сдвига и объемного деформирования; (3)

rzs , 
(3)

rzэ  – касательное напряжение и сдвиговая деформация в заполнителе.  

Обобщенные внутренние усилия и моменты вводятся соотношениями  
3
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где ( ) ( ),k k

rz  – компоненты тензора напряжений. 

Подставив в (3) выражения напряжений через деформации из (2), 

получим для внутренних усилий формулы, связывающие их с искомыми 

функциями u(r), ψ(r), w(r). Обобщенный изгибающий момент будет  
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Остальные обобщенные (3) усилия выражаются подобными формулами.  

Пусть на рассматриваемую трехслойную пластину действует 

локальная поверхностная нагрузка q(r), равномерно распределенная 

внутри кольца относительного радиуса 
0a r b  :  
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 0 0 0( ) ( ) ( )q r q H b r H a r       
0( const)q  , 

где 
0( )H r – функция Хэвисайда. 

Система уравнений равновесия упругой трехслойной пластины в 

обобщенных усилиях приведена в [4]. Подставив в нее обобщенные усилия 

типа (4), получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений 

равновесия для определения искомых функций в рассматриваемой задаче: 

2 1 2 3L ( , ) 0ra u a a w    ,  
2 2 4 5 3L ( , ) 2 0ra u a a w cG     ,   

 3 3 5 6 0 0 0L ( , ) ( ) ( )ra u a a w q H b r H a r       ,                       (5) 

где дифференциальные операторы L2 (оператор Бесселя), L3  
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запятая в нижнем индексе обозначает производную по следующей за ней 

координате; коэффициенты ai выражаются через геометрические и упругие 

параметры слоев.  

2. Общее решение краевой задачи. Общее аналитическое решение 

системы уравнений (5) будет следующим: 
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Константы интегрирования 
1 2 8, , ...,C C C  следуют из условий 

шарнирного опирания контура пластины и требований ограниченности 

решения (6) в ее центре.  

Численные результаты  получены для пластины единичного 

радиуса, материалы которой Д16Т–фторопласт–Д16Т. Принимались: В1 = 
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В2 = B3 = 10 23 м2/нейтрон, что обеспечивает объемную деформацию в слоях 

порядка 3–3,5 %. На рисунке 1 показано изменение вдоль радиуса прогиба 

w – (а) при интенсивностях нейтронных потоков (нейтрон / (м2с)): 1 – φ1 = 

1017, 2 – φ2 = 1018. Силовая нагрузка отсутствует. Толщины слоев: h1 = 0,02; 

h2 = 0,06; h3 = 0,4. Рост интенсивности потока на порядок вызывает 

примерно такое же увеличение прогиба и радиальной деформации.  

     
Рисунок 1. Прогиб w при нейтронном облучении  

Выводы. Полученное решение позволяет исследовать напряженно-

деформированное состояние трехслойных круговых пластин под 

действием локальных кольцевых нагрузок с учетом нейтронного 

облучения.  

Работа выполнена при финансовой поддержке ГПНИ «Конвергенция-25». 
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