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В прикладных задачах теории колебаний как в системах с сосредоточен-

ными параметрами (необходимо решать системы обыкновенных дифферен-

циальных уравнений), так и в непрерывных системах (требуется решать 

уравнения и системы уравнений в частных производных), необходимо 

уметь решать задачи, связанные с воздействием на систему периодических 

и импульсных сил. Рассмотрим классическую модельную задачу продоль-

ных колебаний стержня под воздействием импульсной силы, т. е. силы, 

имеющей характер мгновенных толчков, периодически действующих на 

систему. 

Понятие импульсной функции введем на элементарно-графическом 

уровне [1]. Рассмотрим функцию δ ( )h t  (рисунок 1) 
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Она представляет собой величину, которая дей-

ствует на отрезке [0; h], где имеет постоянное значение 
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Предполагая, что 0,h →  введем условную функцию δ( ),t  которую бу-

дем считать пределом семейства функций 
0

δ( ) limδ ( )h
h

t t
→

= и называть им-

пульсной функцией или, короче, σ-функцией. Импульсная функция δ( )t  

равна нулю всюду, кроме точки 0,t =  где она равна ,  и тем не менее для 

нее считается справедливым соотношение δ ( ) 1,h t dt



−

=  которое является 

предельным соотношением для семейства функций δ ( ).h t  

Лаплас-образ σ-функции имеет вид [1]: δ( ) 1.t  

На σ-функцию распространяются основные правила операционного ме-

тода, в частности, теорема запаздывания дает: ρτδ( τ) .t e−−  

Рисунок 1 
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Рассмотрим продольные колебания стержня под действием периодиче-

ской импульсной силы ( )f t  с периодом T и ам-

плитудой 
0F  (рисунок 2). Явную зависимость ( )f t  

задаем с помощью σ-функции: 
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Стержень имеет длину l, левый конец стержня 

0x =  закреплен, на правый конец x l=  действует сила ( ).f t  Краевая зада-

ча для продольных колебаний стержня имеет вид [2] 
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граничные условия 
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где ( , )u x t − амплитуда продольного смещения сечения стержня с координа-

той x за время t, коэффициент 
2 ,

ρ

E
a =  где E−модуль Юнга; ρ − объемная 

плотность материала стержня; S − площадь поперечного сечения стержня. 

Начальные условия задачи полагаем нулевыми, т. е. 
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Лаплас-образ ( ) ( )F p f t  имеет вид 
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Вводим лаплас-образ неизвестной функции ( , ) ( , ),u x t U x p  переходим 

к лаплас-образам в уравнении (1) и граничных условиях (2). С учетом нуле-

вых начальных условий и лаплас-образа ( )F p  получаем следующую крае-

вую задачу 
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Рисунок 2 
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Решение уравнения запишем в виде ( ) 1 2, ch sh .
px px

U x p c c
a a

= +  

С учетом граничных условий находим коэффициенты 1c  и 2c  и получа-

ем решение краевой задачи (3)  
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Далее находим функцию-оригинал, отвечающую лаплас-образу (4). 

Функция ( ) sh ch
2
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имеет бесконечно много нулей в точках 

,np p= являющихся решениями уравнения 
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(мы рассматриваем комплексные нули функции ( )B p , лежащие в верхней 

полуплоскости). Нулю функции ( )B p  в точке np p=  отвечает простой по-

люс функции ( ),U x p . Вычет функции ( ), ptU x p e в простом полюсе np p=  

находим по формуле [3] 
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Находим производную функции ( )B p  
 

( ) ch ch sh ch ,
2 2 2 p

pT pT pl pT pl
B p p

a a

 
 = +  

 
 

поэтому (с учетом равенства ωnp i n= ) 
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Подставляем производную ( )nB p  в равенство (5) и получаем  
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В полученном выражении выделяем действительную часть  
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Разлагая гиперболические синусы в ряд Маклорена, находим, что точка 

0p =  также является простым полюсом функции ( ),U x p : 
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Поэтому получаем 
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Частоты собственных колебаний стержня даются корнями уравнения 
 

ch 0,
pl

a
=

π
π ,

2

np l
i n

a

 
= + 

 
 

( )π 2 1
,

2
n

i a n
p

l

+
=  0,  1,  2 n = K  

 

Перезаписав производную функции ( )B p  в виде  
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вычисляем вычет в полюсе 
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Выделяя действительную часть, находим требуемое соотношение  
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Суммируем результаты формул (6), (7), (8) и по основной теореме обра-

щения лаплас-образа [4] находим функцию-оригинал, отвечающую нашему 

лаплас-образу (4) 
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В полученном соотношении для функции ( , )u x t  второе слагаемое описы-

вает вынужденные колебания стержня со спектром частот импульсной силы, 

третье слагаемое – собственные колебания стержня, наличие первого слагае-

мого – статический сдвиг сечения стержня, обусловлено периодическим ха-

рактером внешней импульсной силы. 
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При рассмотрении процессов колебаний в реальных механических си-

стемах необходимо учитывать, что подавляющее число систем являются 

неконсервативными, т. е. колебательные процессы в них происходят с дис-

сипацией (потерей) энергии. Прежде всего, потери энергии вызываются 

влиянием среды на механическую систему. В целом ряде случаев, однако, 

влияние среды на систему можно учесть достаточно простым образом, по-

лагая, что на тело действует сила трения. Обычно силу трения, действую-

щую на систему, совершающую одномерные малые колебания с обобщен-


