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ПРЕДИСЛОВШ.

Настоящій выпускъ составляетъ предолженіе печатаемаго авторомъ
по частямъ труда подъ общимъ заглавіемъ: « Начала статики сооруженій »,

а именно четвертую книжку этого труда. Матеріалы, вошедшіе въ этотъ

выпускъ, появились въ первомъ изданіи отдіэльными брошюрами, & также
въ видЪ ц'Благо ряда статей въ журнал}; Министерства Путей Сообще—

нія. Первое изданіе упомянутыхъ брошюръ въ настоящее время совер-
шенно исчерпало, всліз'дствіе чего и возникла необходимость во второмъ
ихъ изданіи, составившемъ этотъ выпускъ.

Вопросы, разбираемые въ настоящемъ выпускіз, представляютъ зна-

чительный интересъ для инженеровъ, занимающихся проектированіемъ
и расчетомъ металлическихъ сооруженій.

Д'Ьйствительн0‚ мы видимъ, съ ОДНОЙ стороны, что уже и у насъ НЪ—

которыя строительныя конторы новыхъ жел'Ьзнодорожныхъ лиш'й стали въ

послізднее время дополнять расчеты консольно-балочныхъ (системы Гер-
бера) мостовыхъ фермъ, въ особенности при большихъ пролетахъ, гра—

фическимъ построеніемъ перемгізщеній узловыхъ точекъ (см. изданіе Об-

щества Юго-Восточныхъ желёзныхъ дорогъ. Сооруженіе Восточно-Донец-
кой желЪзной дороги. Мостъ черезъ різку Донъ отверстіемъ 300 саж.,

стр. 125—я. Расчетъ упругаго прогиба фермъ И продольнаго перем'ЬщеНія

подвижныхъ опоръ отъ статической нагрузки посредствомъ построенія
плана “’Шіо’в). Между тёмъ, область прим'Ьненія этихъ построеній вообще
весьма обширна, какъ въ случаіз статически—опредёлимыхъ, таыъ и въ

случай. статически—неопред'Ьлимыхъфермъ.
Съ Другой стороны, какъ извЪстно, въ практику проектированія стро-

пильныхъ покрытій все болізе И бОЛ'Ье входятъ пространственныя фермы,

для расчета коихъ требуется основательное знакомство съ пріемами гра—

фическаго сложенія силъ въ пространстве
При изложеніи сего труда авторъ пользовался сочиненіямп и тру-

дами по графической статикъ Мі'111ег-Вге51аи, Р`0рр1’а‚ Віггег’а и Б’Беіпег’щ
МоЬг’а, & также статьею французскаго инженера “'іНіо‘в: Ыо’віопз ртй—
чаев $1іг 13 Звагічие згаръічие. Аппаіез (111 (}епіе Сіуі1. 1877.

С. Нуницній.
24 ноября 1901 г.
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ГЛАВА 1.

Графическое построеніе деформаційплоскихъ
Фермъ. .

, '

‹

Введеніе ва главу 1—70. Настоящая глава составляетъ прямое и непо-
средственное процелже—ніе курса Графической Статики *), изученіе кото-
рой должно поэтому предшествовать изученію сей главы.

Въ этой главч‘ь разсматриваютсяпреимущественно деформаціи плоскихъ
фермъ, относительно коихъ въ далънЪйшемъ изложеніи сохраняютъ свою
силу ті; же самыя разсчетныя предположенія, которыя служатъ. вообще
основаніемъ обыкновенныхъ статическихъ расчетовъ плоскихъ системъ,
& именно:

' 1) оси всЪхъ стержней фермы и всё вніэшнія силы лежатъ въ одной
плоскости; `

2) внёшнія силы приложены лишь въ узловыхъ точкахъ фермы, при
чемъ собственный вЪсъ фермы разсматривается какъ Н*Ъкоторая вн'Ъшняя
нагрузка, распредЪленная на узлы фермы и къ нимъ приложенная;

З) вращеніе стержней фермы около осей шарнировъ можетъ проис—
ходить безъ трет'я.

@ 1. Общія понятія. УМ'Ъпіе опредЪлять посредствомъ графическаго
построенія или при .помощи вычисленій упругія деформаціщ которыя
данное сооруженіе получаетъ подъ д’Ьйствіемъ данной нагрузки, :Даетъ
возможность, прежде всего‚ заранЪе предсказать величину прогибовъ7
которые сооруженіе должно получить подъ дізйствіемъ пробной нагрузки,
и сравнить д'Ьйствительно- измЪренные прогибы съ опредЪленными по
расчету. - .

Сверхъ того, выводъ законовъ, которымъ подчинена деформація соору-
жешй, составляетъ основаше для интересующаго насъ расчета статически-
неопредізлимыхъ сооруженій.

Деформація всякой системы упругихъ стержней имізетъ вообще по— 
*) См. Начала Статики сооруженій. Графическая статика п ел приложенія къ

расчету сооруженій. С. К. Куницкій. СПб. 1898 г.
0. 1С. Куницвій. 1



__2_
сл'Ъдствіемъ н'іжоторое переміщеніе (передвиженіе) узловыхъ точекъ си-
стемы изъ первоначальнаго ихъ положенія, когда сооруженіе не было

нагружено, въ то положеніе, которое соотвЪтствуетъ опредіэленной дефор-
маціи сооруженія подъ дЪйствіемъ данной его нагрузки. Всякое перешла—

щеніе какой—либо узловой точки данной системы упругихъ стержней
можно вообще разсматривать, какъ геометрическую сумму двухъ пере-
мізщеній:

1) одного перем'Ьщенія, зависящаго отъ Ніжотораго вращенія стержней
системы, и

2) второго перемЪщенія, зависящаго отъ упругихъ (положительныхъ
или отрицательныхъ) удлиненій (или укороченій) стержней системы подъ
дЪйствіемъ данныхъ внЪшнихъ оилъ.

При разсмотр'Ьніи перваго изъ сихъ перемЪщепій, стержни системы
можно принимать за т'Ьла неизм'Ьняемыя (абсолютно—твердыя, жеоткія);
если же стержни системы соединены между собой такимъ образомъ, что
углы, образуемые осями стержней, не могутъ быть измізнены безъ измч‘э-

ненія длины стержней (какъ это, напримЪръ‚ имЪетъ мёсто, когда стержни
системы образуютъ треугольныя фигуры), .то вся система стержней мо-
жетъ быть принимаема, при разсмотр'Ьніи перваго рода перемЪщеній, за

неизмізняемую систему (абсолютно твердое т'Ьло).

Разсмотримъ отд'Ъльно вліяніе каждаго изъ упомянутыхъ двухъ родОВЪ
перемізщеній на окончательное перемЪщеНіе узловой точки данной мате—

ріальной системы.
Въ дальндвйшеілъ изложеніи будемъ разсматривать лишь плоскія си—

стемы, движущіяся по плоскости, т. е. такія, въ коихъ оси всЪхъ стержней
системы лежатъ въ одной плоскости, именно въ той, по коей передви-
гается система.

Прежде всего приведемъ нЪкоторыл предложенія изъ геометрическаго
(кинематическаго) ученія о движеніи плоской неизмЪняемой системы по
плоскости.

% 2. Предложеніе о мгновеннош'ь центрі; вращенія. Представимъ собі;
(фиг. 1), что плоская неизмъняемая ‚система, (плоскій неизмдвняемый
дискъ) произвольнаго очертанія (напримізръ, для упрощенія чертежа,
возьмемъ треугольное очертаніе) переміащается по нізкоторой плоскости
(напримЪръ, по плоскости чертежа). Пусть первоначальное положеніе
данной неизміэняемой сйстемы было А, В1 С1 и пусть затізмъ эта си—
стема, по истечеш'и нЪкотораго промежутка времени, перемізстилась въ

положеніе А2 132 О,. Соединимъ точки А1 съ А2 и В1 съ В, прямыми
лишями, затЪмъ изъ срединъ А и В прямыхъ А, А2 и В1 В2 возста—
вимъ къ нимъ перпендикуляры и продолжимъ ихъ до взаимнаго пересё-
ченія въ точкъ (О).



_в_
Легко ВИД'ЁТЬ, что переМ'Ьщеніе данной неизмізняемой системы изъ

положенія ея А,С,В, въ положеніе ‚(4202192 можно себЪ представить
происшедшимъ отъ вращенія системы около точки ( О). Въ самомъ дёлё,
такъ какъ въ силу построенія точки (0), отріэзокъ А,(О) равен'ь отр'ЬзкуА2(О) и отрЪзокъ В,(О) равенъ отріззку В2(О)‚ то значитъ точки А,
И 131, при перемізщеніи ихъ въ положеніе А2 и соотвЪтственно В2, опи—
шутъ части окружностей, имёющихъ общій центръ—точку ( О).

Точно также легко показать, что всякая точка данной неизм'вняемой
системы, при упомянутомъ ея перем'Ьщеніи, опишетъ часть. Н'Ькоторой
бкружностщ центръ коей будетъ находиться въ точк'Ь (О). Раземотримъ,
напримізръ, перемізщеніе точки 0, въ ея новое положеніе 02. Чтобы по—
казать, что при этомъ перемдвщеніиточка С, вращается около центра ( О),
Достаточно убЪдитьсн въ томъ,
что:

(ОЮ : (ШСБ;
ЭТО равенство СЛ'ЁДУЭТЪ Н@ПО—

СРВДСТВЗННО ИЗЪ равенства
ТРВУГОЛЬНИКОВЪ?

А(0)0131 : А (О)огвзг
ИМБЮЩИХЪ по ДВ'Ь равныя
между собою стороны:

(ОЩ = (ФВ? 7 _ 1 Ф .1.6131 _ СяВя Ш

и по одному равному углу между означенными сторонами, & именно:
7 _ уА ЦВМ) — А („ВМ.

Равенство этихъ угловъ слЪдуетъ изъ того, что:

А 0131(0) : А ОіВіАі _“ А А1В1(0)

А (]2В2(0) : А 672В2А2 Ч_ А А2В2(0);
НО: ; 0‚В,А : ; 0232$,
такъ какъ относительное положеніе точекъ А„ 01 и В1 данной неизміз-
няемой системы при ея перемізшеніи не измізняется.

А А1В1(0) : А А2В2(0)7
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вслЪдствіе равенства треугольниковъ:

А А'іВ1(0) : А АйВЙОЪ

}" ноторьшъ соотвЪтствуЮЩія стороны равны между собою.

Впрочемъ, можно было сказать & ртіогі, что точка С, и всякая иная
точна, принадлежащая данной неизьгіэняеыой систеъщ оппшетъ, при пе—

рем’вщеніи системы изъ положенія А,В‚С, въ положеніе 11213202 (фиг. ])
нЪкоторпо окружность около центра (()/›. Въ самомъ №113, каждую точку
юнной непзм’вняемой системы можно преіставшь себ'Ь связанного съ

точками А, и В1 двумя пецзм’впяемымп стержнями; поэтому, очевидно„
что, если точки А, п В, при своеьгь перемъшеніп описываютъ окружности
изъ нЁкотораго центра ‹О‚л. то и всякая непзмЪнно связанная СЪ ними

точка. при толь же переМ'ЬшеНіп, оппшетъ окружность изъ того же центр…
Представимъ себ'Б (фиг. 1}… что

данная неИЗМ'Ьняемая гпстема (пгт-
скій дискъ) изъ положепія 141215426”2

постепенно перемЪшаетсн по плос—

кости чертежа обратно въ положе—
Ніе 1113,0], при этомъ переМ'Ьщепіп
точка А2 будетъ все приближаться
къ точкЪ А„ а также точки В,2 Ц В1
будутъ сближаться между собою, раз-
ность между ДЛИНОЮ отр'Ьзковъ на-
клонныхъ липій А? (О) и АдіО) ц
длиною нормали (А О)‚ & также между
ДЛИПОЮ отр'Ьзковъ наклонныхъ лппій
В,(()) и 13] (О) И ДЛИНОЮ нормали

ВКО) будетъ все уменьшаться и въ предЪлЪ, при безконечно маломъ
разстояніи точекъ А2 И А], В2 и Ві, нормали А(О) п Е(О) совпадутъ
соотвЪтственпо съ направленіями А,(О) и ВКО). Эти послЪднія напра—
влешя составятъ съ касательпыми къ траекторіямъ точекъ А, и В‘ пря-
мые углы, & такъ какъ при безконечно маломъ перемЪщепіи (т. 9. про-
исхоцящемъ въ безкопечно-малый промежутокъ времени при копечныхъ
сноростяхъ переМ'Ъщенія) мгновенное направленіе сего перемЪщенія со—

впадаетъ съ касательной къ траекторіи перемізщепія, то, если заданы
мгновеннын паправленія перемЪщеній Двухъ точекъ А, и В1 неизміз-
няемой системы,—можемъ найти цептръ (()) вращепія системы (пазы—
ваемый въ этомъ случа'Ь мгновеннымъ центромъ вращенія системы) про-
веденіемъ изъ точекъ А1 и В] нормалей къ мгновеннымъ паправленіямъ
движенія сихъ точекъ до взаимного переС'Ъчепія сихъ нормалей въ точкдЬ
(0) (см. фиг. 1 и 2). Итакъ, всякое перемтщеніе негазшьняемогг плоской

 
Фиг. 2.
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системы (плоскаго диска) по плоскости можетъ бытъ разсматршзаемо
кака вращет'е ея около (ніжоторой неподвижной точки) никоторшоцентра, лежащаго ва той же плоскости.

При разсмотрЪніи весьма малыхъ переМ'Ьщеній неизміэняемой плоской
системы по плоскости, будемъ называть этотъ центръ мгновеннымъ цен—
тромъ вращенія (или полюсомъ вращенія).

Мгновенный центръ вращенія (или полюсъвращенія) опредізляется
взаимнымъ пересЪченіемъ— проведенныхъ черезъ двЪ данныя точки не—
изм'ізняемой системы —норма‚лей къ мгновеннымъ направленіямъ движе-
Нія этихъ точекъ. Полюсъ вращенія (или мгновенный центръ вращенія)

будемъ въ дальн'Бйшемъ изложеніи
обозначать черезъ (0), въ отличіе
отъ полюса О, изъ котораго стро—  

Фиг. 3. Фиг. 4.

ятся лучи къ вершинамъ плана силъ при построеніи веревочнаго много—
угольники.

Зная центръ вращенія‚ опредішенный, какъ показано выше (фиг. 2),
и зная направленіе вращенія (т. е. происходитъ ли оно въ паправленіи
движенія часовой стріэлки пли въ обратномъ направленіи), можемъ для
любой точки данной плоской неизмізняемой системы опредЪлить мгно—
венное направленіе движенія. Для этого стоитъ соединить разсматри—
ваемую точку системы съ мгновеннымъ центромъ вращенія прямою и
возставить къ этой прямой въ той же точк'Ъ нормаль, на которую надо
нанести стрёлку въ сторону вращенія. На фиг. 3 это построеніе испол—
нено для точки С данной плоской неизмЪняемой системы.

Разсмотримъ частный случай фиг. 3, а именно, когда, полюсъ вра—
щенія (()) совпадетъ съ точкою А. Этотъ случай ИМ'Ьетъ мЪсто, когда
одна изъ точекъ данной системы, напр. точка А, закріъплена неподвижно.
На фиг. 4 изображенъ разсматриваемый частный случай, причемъ изъ
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предыдущие ясно, что мгновенныя направленія движенія точекъ &’…) или
В должны быть нормальны къ прямымъ АО или соотвЪтствепно АВ.

@ 3. Планъ скоростей. Пусть данная неизмізняемая плоская ‹Ёистема

А1В101 (фиг. 1) перемЪстилась въ теченіе какого—либо промежутка вре—

мени $2—д Изъ положенія А,В‚С'1 въ положеніе А2В2С2. Это первый;—

щеніе‚ какъ было показано выше, можно представить себ'Ь происшедшимъ
отъ вращенія системы около точки ( 0). При этомъ вращепіи каждая
точка системы опишетъ Н*Ькоторую окружность изъ центра (0), причемъ,
если обозначить разстояніе разсматриваемой точки, напр. С„ Данной
системы отъ центра… вращенія черезъ ре, переміэщеніе той же точки че—

резъ Азе, и уголъ, составляемый прямыми (О)С', и (О)С2 черезъ ‹», то
можемъ написать: : ре . ш

точно также для точки А или В можемъ написать:

А8а=рд.ш

АЗЬ=Рд.шо
Уголъ ‹» (соотвЪтствующій данному промежутку времени 152

—— #1) для
всЪхъ точекъ данной системы 0дпнаковъ, такъ какъ всЪ точки ея не—

измЪНно Связаны межлу собою, въ силу условія неизмЪняемости системы.
Этотъ уголъ представляетъ собою, очевидно, ніжоторую функцію вре—
мени ‹» : ‹?(г). _

Въ выраженіяхъ переміэщеній точекъ системы переМ'Ънною величиною
является р, такъ какъ оно различно для разныхъ точекъ (оставаясь по-
стояннымъ для одной и той же точки). Возьмемъ безконечно малый про—
межутонъ времени, начинающійся въ моментъ времени 15 и кончающійся
въ моментъ времени 154%”; въ теченіе этого промежутка времени а??? вся
система повернется на уголъ сіш и элементарное переміэщеніе какой—либо
точки О выразится черезъ:

03$ = ре . сіш;
ТОЧНО также:

дза : ра -_ №)

#81, : Рё . ($03.

Скорость точки С системы будетъ:

6180 Оіш ‚_ш=№лёт№› % :
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точно также скорости точекъ А и В системы будутъ:

?) __ЁЁ __ сіш __ …,“"Си—Рим:“РЮ -

И

?) _ & _ 0!_ш — ш'Ь—ОН—Рь°сігі_р”° '

причемъ:
$10) __ …,(Ё

есть не иное что, какъ угловая скорость вращенія системы около соот—
вЪтствующаго мг'новеннаго центра вращенія или полюса вращенія.

Изъ выраженія для скоростей гла, щ, ц. и т‚ д. точекъ А, В, С
и т. д. системы втадимъ, что угловая скорость:

' ” _ Ёе _. З
Ра РЬ Ре

СВВРХЪ ТОГО:

та : и : и :: Ра : рд : р., :: (0)А : (0)В : (ду).
Направленія мгновенныхъ скоростей точекъ системы совпадаютъ съ

мгновенными направленіями движенія этихъ точекъ (направлены по на-
сательной къ траекторіи точки).

Скорости точекъ системы можвмъ графическиизофазитъ таксама же
способомъ, шта изображаются силы, т. е. отргъзками прямытъ моим.
Скорость— совершенно опред‘влена, если даны: положеніе на плоскости
той точки, которая им'Ъетъ данную скорость, прямая параллельная мгно—
венному направленію движенія разсматриваемой точки (эту прямую бу—
демъ называть- лит'ею скорости), величина отрёзка, изображающаго (:ко—
рость, и направленіе (или знакъ) скорости (13. е. если показана на от-
річзкіз стр'Ьлка)

Если даны мшт'и скорейшей двуж тачекъ неигтьняемой плоской си—
стемы, @ также величина и знака скорости одной ига «почепа, то можетъ
бытъ найдена мгновенная скоростъ какой угодно точки той же системы.

Это предложеніе слЪдуетъ непосредственноизъ того соображенія, что
нормали къ линіямъ скоростей двухъ точекъ системы опреддізляютъ своимъ
пересЪченіемъ мгновенный центръ вращенія системы. Зная мгновенный
центръ вращенія, можемъ найти для любой точки системы радіусъ вра-
щенія, & также по нормали къ сему радіусу въ разсматриваемой точкЪ
системы линію и направленіе скорости этой точки (въ сторону направле—
нія вращенія системы).
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1 Величина искомой мгновенной скорости точки найдется ци, щтсъвіп,

что скорости тоцвкъ системы пропорш'ональны радіусамд 21:17, ерсщшг'я.
Зам'Ьтимъ, что линіи скоростей точекъ системы нормаціьпы № …от—

вЪтствующимъ радіусамъ вращенія, & именно:

@и__|_ Ра; „В __[_ РБ; ”в _і_ Ре И Т. Д.

ИЛИ:

% _1__ (0)А; ?)„ _і_ (0)В; % і (О)О и т. ‚1.

Пользуясь этими замъчаніями, можемъ построить такъ называемый‚иного-
уголъникъ скоростей или плана скоростей точекъ Данной ситемы (фиг. 5). 

Фиг. 5.

Пусть даны: плоская система съ треуеолънымъ очертанішид % итти
скоростей точекд А и В‚ а также величина % направлснів (знака) ско—
рости одной изд сита точскд; требуется построить плана скоростей
точекъ А, В и 0. На фиг. (5—51) по даннымъ линіямъ скоростей точекъ
А и В системы построенъ мгновенный центръ вращенія Системы (());
заТ'ЬМЪ построенъ радіусъ вращепія р„ точки С и по нормали къ сему
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радіусу въ точкъ С построена лиНія скорости сей точки. Величины т„ и
@, скоростей точекъ В и О получены построеніемъ, показаннымъ на
фиг. (5-3) по данной величиніз Фа скорости точки А. Возьмемъ произ-
вольную точку О фиг. (5-т)‚ проведемъ изъ нея прямыя, соотвЪтственно
параллельныя скоростямъ щ, ®„ и щ, и отложимъ на этихъ прямыхъ въ
сторону направленія. скоростей отрёзки, изображающіе величины соот-
В'Ьтствующихъ скоростей; полученныя такиМъ образомъ точки @, 6 и с
(т. е. концы упомянутыхъ отріззковъ) соединимъ между собою прямыми
линіями. Легко вид’Бть (фиг. 5'Т)’ что эти прямыя образуютъ треуголь-
ниыъ абс, стороны коего будутъ нормальны къ соотвізтствующимъ сто—
ронамъ данной треугольной фигуры АВО (фиг. б—а), т. е.

а?) _1_ АВ; 60 _1_ ВО; ас _|_ АО;
А абс с… АБС.

Въ самомъ ДЁЁ-Л'Ё, сравнивая фиг. (5-0!) и фиг. (5-7), вйдимъ, что:

А А(О)В … А аод,
всліздствіе того, что:

1) [„ ао?) : _; А(О)В по взаимной перпендикулярности сторонъ
этихъ угловъ:

__ _оа _1_ АЮ)

06 і В(О)
2) сходственныя стороны, заключающія этотъ уголъ, пропорціональны,
& именно:

оа : (0)А = 00 : (О)В.
Изъ подобія означенныхъ треугольниковъ слёдуетъ, между прочимъ, что:

; даб = А (0)АВ‚
& такъ какъ стороны ихъ да _1_ (О)А по построенію, то должно быть:

ад _[_ АВ .

Такимъ же способомъ докажетея, что

ас _[_ АО
И

до $ ВО.

Прямыя да, 06 и ос (фиг. 5—7) 06разуютъ, такъ называемыи, плана ско—

ростей.
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Все, что доказано выше, очевидно, примізняется и къ слУЧд-Юэ 30111?»

очертаніе данной фигуры не треугольникъ, & какой угодно многого…—
никъ, какъ это легко видЪть, напримгізръ, изъ фиг. 6. Въ плпскій дии…

съ очертаніемъ произвольнаго ВИда всегда возможно вписать г»…огоуголъ—

НИКЪ, вершины коего будуть лежать на линіи, представляющей (шерш—

ніе даннаго диска. Слёдовательно, если ва платъ скорости!, {'ы/‚итить
между собою прямыми мот'ями концы отризновъ, изобра›ксагмщгшд ст)—

рости, то получится фигура, подобная данной фигурки, (образуемой

точками данной неизміаняемой плоской системы), прицела стороны фес—

ауры, полученной въ плинт скоростей, будутъ нормами,; жд сюошвют—
ствующимдстфонта:да %—

ной фигуры.
ИЗЪ этого сл'ізд‘д ‹эгь, что

для построепія плати ‹:ко—

ростей достаточно знать
скорости двухъ точекъ си—

стемы‚ такъ какъ эти (11:0—

рости7 по построепіи ихъ
)* произвольной точки (),

дадутъ дв'Ь точки, припад—
лежащія фигур'Ь плана (31:0-

ростей (т. @. ДВ'Ъ точки МПО-

гоугольника (16646, фиг. 6).

1543.3 плаза скоростей можетъ быть построена по этимъ двумъ точкамъ,
газ:; аааъ извЁсшо, что прямыя, соединяющія между собою вершины
337,351 плана скоростей, нормальны къ соотвізтствующимъ прямымъ,
‹ РЕЕЁЕЪЗЩШИЪ между собою вершины данной фигуры.

Эааінгпршгь одинъ частный случай, встрЪчающійся при построеніи
_в_:ьа гворостей, & именно, когда, одна изъ точекъ, принадлежащихъ

_і‚далиатрпваеиому щоскому диску (данной плоской неизмёняемой си—

:тглг. , зепщвижно за.};рЪплена на плоскости, по коей происходить вра-
…-г_-_;>_ цска. Въ зтшгь случа’в закр'Ьплепная точка и представляетъ собою

" ! пептръ врашенія (или полюсъ вращенія) диска и скорость
ет ‚7! гс'чэзх равна, нулю.

 
Фиг. 6. 

‚`.`
А " \\ \! .ЦЕ: *`.

мг:: и” центръ гарашенія намъ извЪстенъ, то ИЗВ'БСТНЫ И ЛИНіИ

та.:дъсщтэй тием, системы, а именно для любой точки системы линія
гласрсгати ея :шришъпа къ ‹:оотвітствующему радіусу вращенія. ЕСЛИ,

еток; дампы величина ц направленіе скорости одной изъ точенъ си-
тгщты. го _хтг‚г_*_›тт‚ бытъ опредіълепы величина и направлепіе скорости
‚гг..;шгъй' изъ прочихъ точет, системы.

ГГ аг ‚, _ ‘ ’ ...' ‹„,с… фиг, ‚„ ‚миг, п…юсый дискъ АВО треугольнаго очерташя,
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могущіп двигаться по какой-либо плоскости (напр. 110 плоскости чер—

тежа); пусть точка А этого диска закрізплена неподвижно на упомяну—
той плоскости И пусть даны величина и направленіе скорости точки В,
имен…) ц,. Требуется построить планъ скоростей для данной фигуры
АВР. Мгновенный центръ вращенія, по условіям'ь заданія, есть точка А;
липіи скоростей точекъ В и О нормальны къ радіусамъ АВ и АО.
Нащшвленіе скорости точки С опредЪлитсл изъ направлены вращенія 

Фиг. 7.

системы, которое найдется въ свою очередь по заданному направленію

скорости г„ точки В.
Величина скорости точки 0 найдется изъ услошя пропорцюнальности:

АВ:АО : ии)…

отк да:у 110
„с : ?)], .

_А—Ё

и можетъ быть опред'Ълена графически по фиг. (7—3).

Для построенія плана скоростей возьмемъ (фиг. 7—*;) точку @ за по-

люсъ О и построимъ у этой точки скорости точекъ А, В и С, а именно:

та : 0; г„ и @.

Соединяя концы отрёзковъ, изображающихъ скорости, получимъ тре-

угольникъ абс. который и изобразитъ фигуру плана скоростей: вершина @
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этого треугольника совпадаетъ съ полюсомъ плана скоростей, 3 стороны
его а!) и ас будутъ равны соотвізтственно скоростямъ $„ и @; точснъ В
И С. Треугольникъ абс обладаетъ, сверхъ того, общими свойствами, при—
сущими всякой фигур'Ь плана скоростей, т. е. стороны его нормальны
къ соотв'Ьтственнымъ прямымъ, соединяющим}, точки данной фигуры.

@ 4. Фигуры, получаемыя отъ соединенія прнілышы линіяши концовъ
отрЪзковъ, изображающихъ—отложенньш по нормаляшъ къ шгновеннышъ
направленіямъ движенія—величины скоростей сеотвЪтствуЮі—ЦЩЪ точекъ
плоской неизм'Ьняемой системы. Пусть (фиг. 8) для плоской неизм'Ь немой
системы АВО н'амъ ИЗВ'ЁСТНЫ мгновенный полюсъ вращепія (О) и мгно—

венныя скорости @… г)„ и ‚ус точенъ
А, В И С. Предстшзимъ 066%, что мы
отложили величины этихъ скоростей
по соотв'Ьтствующимъ радіусамъ вра—
щенія (О) А; (О) В И (О) С (т. @.

какъ бы повернули линію каждой ско—
рости на прямой уголъ), тогда полу—
ЧИМЪ отр'Ьзки:
АА’=7)„; ВВ’ =@‚‚; (10:14.

Соедипимъ “концы этихъ отр1в—
ковъ пупктирныьш прямыми, какъ по-

казано на чертежіз; тогда получится фигура А’Б’()’‚ подобная ‚1311110171

фигуръ АВО.
Въ самомъ дЪліэ, какъ пзвізстно изъ % 3:

и : д„ : и : (О)А : (О))? : (ЩО,
ОТКУДЗ НВПОСРЭДСТВВННО СЛ'ЬДУОТЪ, ЧТО:

А’В’ || АВ; В'О’
[|_ ВО; О’А’ || ОА.

Такимъ образомъ‚ 920 соединений прямыми лит'ями концовъ отргьз—кова, изображающжъ величины скоростей тонет; системы, отложен—
ныя 920 нормалямд тз мгновеннымд направлет'ямд движенія сита тонет,
получается фигура подобная % подобно расположенная данной фигура.Полюсъ вращенія (0) есть полюсъ подобія обЪихъ фигуръ. Основываясь
на только что Доказанномъ предложеніи, возможно р'Ьшить задачу, при—
веденную въ слъдующемъ 5-1; и ИМ'Ьющую нъкоторое значеніе въ практи—ческихъ примЪненіяхъ.

@ 5. Относительное движеніе плоскихъ дисковъ, находящихся въ однойплоскости. Пусть даны (фиг. 9) два плоскиж диска ВЕ И ЕЕ, движу-щшсся 920 неподвижной плоскости (напр. по плоскости чертежа,) % сов—

 
Фиг. 8.
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дштнныж между собою идеалънымъ шарниромъ (вращеніе безъ тренія)
ва точки, Е @@ „усть извгьстны величины и мт мгновенныж скоро-
стей е„ И @, точетз 1) и Е; требуется найти помост вращенг'я (О,)
И (02) каждшо изъ данныт дисков?; .по отношенію кд неподвижной
плоскости, по которой ‚они, движутся.

Извізстно изъ предыдущего % 4—го, что. если отложить величины мгно-
веппыхъ скоростей точекъ Данной системы по соотвізтствующимънормалямъ
къ мгновеннымъ направлепіямъ движенія, то фигура, полученная отъ со-
единеніы концовъ отрёзковъ, изображающихъ эти скорости, подобна и

подобно расположена фигурЪ, изображаемой точками данной системы.
Отложимъ по нормали къ ?)„ отрЪзокъ ВБ‘ : щ и по нормали къ

“г отр'Ъзокъ ЕЕ1=ег и проведемъ черезъ точки 1)‘ и Р‘ прямыя соот—

в'Ътс-‚твенно параллельныя прямымъ БЕ
и ЕЕ. Точка Е’ пересЪчеНія проведенныхъ
прямыхъ даетъ намъ отріэзокъ ЕЕ1 : щ,
т. е. равный величинЪ скорости точки Е,
общей Двумъ Даннымъ Дискамъ. Линія ско—

рости % точки Е будетъ нормальна къ
ЕЕ]; направленіе же скорости этой точки

будетъ ВЪ ту же сторону, какъ и точекъ
В и Е.
_

Изъ раніэе доказаннаго ясно, что точ-
на (О,) перес'ЪчеНія прямыхъ В0‘ и ЕЕ‘,
представляющихъ нормали къ мгновен—'

нымъ направленіямъ движенія двухъ то-
чеыъ 1) и Е, принадлежащихъ диску
ПЕ, опред'Ьлитъ собою мгновенный полюсъ вращенія сего Диска.

Точно также точка (02) переС'Ьченія прямыхъ РБ” и ЕЕ”, предста-
вляющихъ нормали къ мгновеннымъ направленіямъ движенія двухъ то—

чекъ Е и Е, принадлежащихъ второму диску, & именно диску ЕЕ,
опредізлитъ собою мгновенный полюсъ вращенія (02) второго диска,.

Такимъ 06разомъ, центръ шарнира Е и два, полюса (01) и (02) ле-

;катъ на одной прямой ЕЕ’(О2)(О,).
Относительное движет'е третъ плостжъ дискова, находящиеся въ

 
Фиг. 9.

одной плоскости.
Если данный дискъ 01 перемЪщается относительно диска С?, припи—

маемаго первоначально за неподвижный, то дискъ О, вращается около

Н'Ъкотораго неподвижнаго полюса вращенія (()„д, который можно пред—

ставить себ'Ь неизм'Ьнно связаннымъ съ обоими дисками (т. е. съ непод—

вижнымъ Дискомъ 02 И съ ВраЩающимся 01) такъ, что оба диска какъ бы

соединены между собою идеальнымъ шарниромъ.



_14_..
Если зат'Ъмъ сообщить обоимъ дискамъ О, и О, одновременно н'Ько’

торое переміщеніе относительно третьяго диска 03, то при этомъ дискъ О,
будеть очевидно вращаться около нёкоторой мгновенной оси (О„ 3), &

дискъ 0, около нічкоторой мгновенной оси (О„ 3). При этомъ вращеніи
точка (О„ 2), принадлежащая обоимъ дискамъ 0, и О„ которая перво—
начально являлась пеподвижнымъ полюсомъ вращешя, будетъ двигаться,
причем'ь нормаль къ мгновенному направленію ея движенія должна не—

преМ’Ьнно пройти какъ чере’зъ полюсъ (О„ 3), такъ и черезъ полюсъ (О„ 3),
такъ какъ точка (О„ ,) можетъ быть разсматриваема, какъ общая точка
дисковъ О, и О,. Отсюда слЪдуетъ, что три полюса ( О„ 2), (О„ 3) и
(О„ ,) должны лежать на одной прямой [какъ это, между прочимъ, и
Получилось на фигур'Ь 9—й; на этой посліздней фигур!) диски ВЕ И ЕЕ
двигаются по неподвижной плоскости, которую можно разсматривать
какъ третій дискъ; точка Е фигуры 9-й соотвЪтствуетъ точкъ ( О„ ,),
точка. (@)—течи}; (О„ 3), точка (@)—точкъ (О„ 3)].

9 6. Несвободная плоская кинематическая цтшь. Если НЪсколько не-
измЪняемыхъ плоскихъ дисковъ, лежащихъ въ одной плоскости, соеди-
нены междх собою посредствомъ Идеальныхъ шарнировъ въ одну си-
стему дисковъ такимъ образомъ, что всё; точки каждаго даннаго диска
этой системы при его движеніи должны описывать относительно каждаго
изъ прочихъ дисковъ системы опредізленныя траекторіи (пути), то такая
системадисковъ носитъ названіе несвободной тоскойкинематической шыш.

Простой примізръ такой кинематической ц'Ьпи представляетъ показан-
ный на фиг. 10 шарнирный четыреугольникъ, образуемый четырьмя не—
измЪняемыми стержнями, соединенными между собою по концамъ шар—
нирами, около осей коихъ соотвътствующіе стержни могутъ вращаться
безъ тренія. Если стержень 1, 2 закрізпленъ неподвижно на плоскости,
то каждая изъ точекъ стержня 1, 4 можетъ переміэщаться не иначе,
какъ по окружности, описанной изъ центра, 1, т. е. изъ центра идеаль—
наго шарнира, помЪщеннаго въ точкъ 1—й, радіусомъ, соотв'Ьтствующимъ
разстоянію разсматриваемой точки стержня 1, 4 отъ точки 1—й; точно
также каждая точка стержня 2, 3 можетъ перемізщаться, при неподвиж—
пости стержня 1, 2, не иначе, какъ по окружности, описанной изъ центра
2 радіусомъ, соотвізтствующимъ разстоянію разсматриваемой точки стержня
2, 3 до точки 2. На основаніи изложеннаго въ % 2-мъ ясно, что при
неподвижности стержня 1, 2 и при какомъ-либо весьма маломъ пере—
м'Ьщеніи остальныхъ точекъ шарнирнаго четыреугольника мгновенное на-
правленіе движенія точки 3 нормально къ прямой З, 2, такъ какъ точка 3
должна описывать окружность изъ центра 2, & мгновенное направленіе
движенія точки 4 нормально къ прямой 4, 1, такъ какъ точка 4 должна
описывать окружность изъ центра, 1. Точки 3 И 4 принадлежатъ одному
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и тому же неизм'Ьняемому плоскому диску, именно стержню З, 4; поэтому
можемъ, въ силу % 2, найти мгновенный центръ (О) вращенія стержня 3, 4,

продолживъ ДО взаимнаго пересЪченія нормали къ мгновеннымъ направ-
леніямъ движенія точекъ З и 4, т, е. прямыя З, 2 и 4, 1 (см. фиг. 10).

Пусть дана величина мгновенной скорости точки 3; отложимъ ее по

нормали къ мгновенному направленію движенія точки 3 въ видч‘э отріззка

3—37; въ такомъ случай, на основаніи % 4-го, можемъ найти величину

мгновенной скорости точки 4, проведя прямую З', 4’ Н 3, 4, причемъ

отріззокъ П' представить величину мгновенной скорости точки 4, отло-

женную по нормали къ мгновенному направленію движенія этой точки.

Въ самомъ дЪлЪ, такъ какъ, всл’вдствіе неподвижности прямой 1, 2,

скорости точекъ 1 и 2 порознь равны нулю, то фигура скоростей 3’, 4’,  
Фиг. 10. Фиг. 11.

1, 2 (см. фиг. 10) будетъ подобна и подобно расположена данной фи—

гур'Ь З, 4, 1, 2.
Разсматривая, наконецъ, движеніе по плоскости двухъ дисковъ 4, З

и 4, 1 относительно третьяго неподвижнаго 1, 2, вицимъ, что, въ силу

%
5—го, полюсъ вращенія стержня 4, 3 относительно стержня 4, 1, т. е.

точка 4, и полюсъ вращенія стержня 4, 1 относительно неподвижнаго

стержня 1, 2, т. е. точка 1, должны лежать на одной прямой съ третьимъ
полюсомъ вращенія, т. е. съ мгновеннымъ центромъ вращенія стержня
4, З относительно неподвижнаго стержня ], 2.

Такимъ образомъ, искомый полюсъ (0) долженъ лежать на, прямой
], 4. Точно также Доказывается, что этотъ полюсъ долженъ лежать на

прямой 2, З; сліздовательно, полюсъ (О) находится на пересЪченіи пря-
мыхъ 1, 4 и 2, 3.

Подобнымъ же образомъ возможно, принимая сторону 2, 3 шарнир-
наго четыреугольника за неподвижную, найти полюсъ вращенія стержня
4, 1 относительно стержня 2, З и т. д.
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ВмЪсто .прямолинейныхъ стержней, песвободную плоскую кинемати-

ческую нём можно представить собі; состоящею изъ неизм'Ьняемыхъ
дисковъ какой угодно формы; для примЪра, см. фиг. 11.

6 '7. Планъ переміщеній точекъ неизм’вняешаго плоскаго диска. Выше,
въ @ 3-мъ, показано было построеніе плана скоростей точекъ неизмізг
НЯЭМЗГО ПЛОСКЗГО ДИСКЕЪ.

.

Разсмотримъ перемдвщенія точекъ такого диска, происходящія въ весьма,
малый промежутокъ времени Ат, причемъ предположимъ, что въ теченіе
ЭТОГО весьма МСЫКИО промежутка времени СКОРОСТИ ТОЧЭКЪ ДИСКЕЪ 920-стоянны. Въ такомъ случа'Ь перем'Ьщеніе какой—либо точки диска, на—
прИМ'ЬрЪ точки А, которое мы обозначимъ черезъ Аз… выразится, какъ
извізстно, слЪдующимъ образомъ:

А8“ : ?)“ . АТ.
Подобныя же выраженія получимъ для поремізщспія въ тот. ;не гэ…мый

весьма малый элементъ времени Ат прочихъ точекъ диска тякъ, 1151111…
для точекъ В И С:

Аза : и . Ат.

  АЗС : Эс ‚ АТ
ЗамЪчая, что:

А3 А3 АзеА.С : “ : __Ь : : о . о . ' во„ о„ ос
находимъ, что:

А8„:А30:Аз„:…. =@„:г)‚,:@„: . . . . . .

Отсюда слЪдуетъ, что планъ переМ'Ьщеній представитъ многоуголь—никъ, подобный и подобно расположенный плану скоростей, И что самая
фигура переммщенізг подобна и подобно расположена фигур”; скоростей.

Сямыя же величины перем'Ьщеній точекъ диска, пропорціональны ве—
личинамъ скоростей соотв'Ьтствующихъ точекъ. Этихъ замЪчаній доста—
точно для того, чтобы возможно было впосліздствіи, при построеніи пла—
повъ переМ'Ьщепій узловыхъ точекъ системъ упругихъ стержней, т. е.
сквозпых'ь фермъ, найти переМ'Ьщенія ихъ, зависящія отъ вращепія всей
фермы, какъ одного цЪлаго, около н'Ькоторой точки, опред'Ьляемой усло—віями конструкціи сооруженія.

@ 8. Построеніе по способу ШіПіоЪ — для узловыхъ точекъ системы
упругихъ стержней—перемЪщеній, зависящихъ отъ упругихъ удлиненійсихъ стержней. Пусть дала самая простая системя упруижд стержней,
‹:оодипеппыхъ между собою по копцямъ Идеальными шарнирами, & именно
треугольпая система аде (см. фиг. 12).
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Положимъ, что сперва на разсматриваемую систему никакія вн'ЬШНія

силы не Д'Ьйствуютъ‚ она находится въ состояш'и таыъ называемаго есте-
ственнаго равновгъсг'я, причемъ въ этомъ случай; длины ея стержней со-
ставляютъ соотвйзтственпо [„ 29 и 13. Пусть затізмъ на узловыя точки
со, 1) и 0 системы (т. е. на центры Идеальныхъ шарнировъ) подізйствуютъ
Б'Ькоторыя выдвшнія силы Р„ Р2 И РЗ, взаимно уравновізшивающіяся и
не превосходяшіяпо вели—
чшгЪ извЪстнаго предізлгц
внутри коего упругость ма—

торіала стержней не нару—
шается. Силы эти предпо-
лагаются постепенно воз-
растающими отъ нуля до
окончательныхъ заданныхъ
пхъзначеній такимъ обра—
зомъ, что въ каждый Данный
моментъ времени дёйствіе,
производимое ими на каж—

дый изъ упругихъ стержней
дс, ас и ад, уравновіэшива—
ется упругимъ сопротивле-
ніемъ, проявляемымъ раз-
сматриваемымъ стержнемъ.  

Фиг. 12. Фиг. 18.

Зададимся на фиг. 13 системою такихъ Взаимпо-уравновЪшивающшхся
(;илъ Р„ Р2 И РЗ; возьмемъ величину и лппію д'Ъйствія одной изъ этихъ
силъ, напр., силы Р1 произвольно; выберемъ, сверхъ того, произвольно
линію Д'Ъ‘ЙСТВіЯ силы Р2‚ тогда величина силы Р„ а также линія діэйствія
и величина силы РЗ опредізлятся изъ Двухъ условій равповізсія силъ Р1 ,

Р2 и РЗ, & именно, чтобы многоугольникъ силъ былъ замкнутъ и вере—
вочпый многоугольникъ построенный на этихъ силахъ, былъ замнпутъ.

Данный треугольникъ абс примемъ за веревочный треугольникъ. При
этихъ условіяхъ лучи въ планіз силъ (см. фиг. 1З—В) представятъ усилія

С. и. Куницкій. 2
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въ упругихъ стержняхъ данной системы 6160, а именно стержеонь
ад бу—

детъ сжать усиліемъ ЕЬЗ; стержень Ьс будетъ вытянутъ усишеыъ РД,
стержень ас будетъ вытянуть усиліемъ ЬРЁ;

къ тому же результату при-
вело бы простое разложеніе силъ. Упрупе стержни сад, 60 и ас поцъ

вліяніемъ развивающихся въ нихъ усилій, возрастающихъ постепенно,

по м'ЬрГЬ возрастанія внЪшнихъ силъ отъ нуля дО ВЫШЭПРИВЭДОНПЫХЪ одон-
чательныхъ ихъ значеній, соотв'Ьтствующихъ окончательнымъ значешямъ

внЪшнихъ силъ Р„ Р2 и РЗ, получать ніжоторыя упругія удлиненія
(впрочемъ, весьма малыя сравнительно съ

_первоначалыгыми длинами
стержней), соств'Ьтствующія величинамъ усишй. Всліздстще этихъ удли-
неній первоначальныя длины стержней данной системы пЪсколько измЪ—

пятен и углы, образуемые осями стержней, вслЪдствіе измъненій длинъ

сторонъ треугольника, измЪнятся на нЪкоторую, впрочемъ, весьма малую
величину *). При этихъ изм'Ьненішкъ длинъ стержней и угловъ, образуе—
мыхъ ихъ осями, узловыя точки данной системы абс получатъ Н'Ькоторыя
перемЬщенія, т. е. вершины упругаго 'треугольника соотвЪтственно пере-

двинутся изъ первоначальныхъ ихъ положеній а, 6 и с и вся система

стерікней Н'Всколыю исказится (измЪнитъ свою форму), деформируется.
ОпредЪленіе упомянутыхъ переміщеній узловыхъ точекъ упругой системы

посредствомъ графичеснаго построенія и составляетъ предметъ предложен-
наго въ 1877 году французскимъ инженеромъ \ЧіПіо’ь способа.

Зная усилія въ стержняхъ **) данной упругой статически опредЪли-
мой системы абс (опрелёляемыя вообще однимъ изъ способовъ, давае-
мыхъ Графическою Статикою, напр., построеніемъ взашшой діаграмшл
по способу Сгешопа), находимъ удлиненія стержней, какъ извЪстно изъ

Строительной Механики, по формуламъ:

__ 3.11 . _ $212 ._
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гд'Ь [„ 22 и 13, какъ уже упомянуто выше, означаютъ первоначальныя
длины стержней;

81, 82 и Бз—усилія въ стержняхъ.
Е„ Е2 и Ез—модули (коэффиціенты) упругости матеріала стержней.

_ $313_
ЕзЁз ’ Аг, % м3

”) Относительно возможности при опред’Ьленіи усилій въ стержняхъ статиче—
ски опред'Ьлимой упругой системы пренебрегать удлиненіями стержней и измізне—
ніями угловъ, образуемыхъ ихъ осями, см. «Начала… статшш сооруженій». Основа-
нія графическихъ способовъ расчета сооруженій. С. К. Еушгщкій 1897 г. (Изданіе
2-е. К. Л. Риккера) стр. 26—29.

**) Накъ увидимъ впослЪдствіи, расчетъ статически неопред'Ьлпмыхъ системъ
упругихъ стержней приводится къ разсмотр'Ьнію деформацій статически-опредізли—
иыхъ спстемъ, въ видів главной статически опред'Ьлимой сЪти стержней, выд'Ьляе-
ной изъ данной с'Ьти.
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Р„ 172 и Ёз—площади поперечнаго С'Ьченія стержней.
Если всё стержни изготовлены изъ одного матеріала, то Е,=Е‚==: Е3 : Е.

›

Пусть (фиг. 14) въ треугольной системЪ упругихъ стержней абс центръ
шарнира @ закрізпленъ неподвижно (т. е. прикръпленъ къ какой либо
другой непоцвижной системі; или къ неподвижному тт‘злу такимъ обра-
зомъ, что эта узловая точка @ пе можетъ получить поступательнаго пе-
ремЪщенія ни вверхъ‚ ни внизъ, ни вправо, ни влёво, но данная система
стержней можеть свободно вращаться около этой точки) и пусть стер-
жепь ад сохраняетъ во все время деформаціи данной системы свое по—
ложеніе а?) (т. е. не можетъ отклоняться въ сторону, напримЪръ всл'Ьд-
ствіе удерживающихъ его какихъ либо препятствій). При такихъ усло—
віяхъ, въ случай; удлиненія стержня а?), длиною 23, на величину МЗ,
точка 6, очевидно, перемёстится
по направленію аб (т. е. въ сто-
рону отъ @ къ Ь) на величину МЗ
и займетъ новое положеніе 61. За—

тіэмъ перемЪщеніе точки с опредіз-
лится слёдующимъ образомъ: пред-
ставимъ себЪ, что сходящіеся въ
общей точкЪ с стержни ас и 60
на н'Ькоторое время разъединены
между собою; въ такомъ случая“),

вслЪдствіе удлиненія АД стержня
ас 212 точка, с этого стержня займетъ новое положеніе 01. Что касает—
ся стержня Ьс : !„ то таковой, вслЪдствіе удлиненія МЗ стержня
а6=23 переМЪстится параллельно самому себ'Ь въ положеніе 61 02, при-
чемъ, всліздствіе удлиненія А!, стержня 60:6102 =А точка 02 перешё—
стится въ положеніе сз. Представимъ себЪ за тЪмъ, что мысленно разъ—
единенные стержни, по ихъ удлиненіи, т. е. стержни ас1 и 1), сз, повора—
чиваясь СВОбОДНО около соотв'Ьтственпыхъ центровъ вращенія, т. е. около
точекъ @ Щ Ь„ приходять въ такое положеніе, при коемъ концы ихъ со—

впадаютъ въ одну точку и стержни образуютъ замкнутую треугольную
фигуру. При этомъ точки с, и (33 опишутъ Н'Ъкоторыя дуги окружностей
изъ центровъ а и соотвЪтственно 61 радіусами аэс1 и соотвЪтствепно 6,03
до взаимнаго пересЪченія этихъ дугъ окружностей въ нткоторой точкЪ,
которая и представитъ окончательное положеніе точки с данной системы
стержней послі‘, ихъ удлиненія.

Вслъдствіе малости удлиненій стержней А1*)‚ сравнительно съ пер—

 
Фиг. 14. 

*) Эти удлиненія выражаются обыкновенно долями одного миллиметра п въ
болізе р'Ьдкихъ случаяхъ практики—ніъсколькими миллиметрами.

2$
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вшшчшьными ‚ышшми ! стержней данной ТРеУт-“НОЙ СНСТ‘ЁЁ'Ш: ’; въ
частности, въ даннок'ь случзіз, всліздствіе малости Ага сравнительно съ
[„ углы ‹лшоненія стержней ас, и 6163

оп, первоначальнаго
2.4;

за—

прав…шнія 53213111: весьма малы, & слідовательно зміст душ… 03;р3.';;:нистп.
шлиЪтсгвуюишхъ этимъ угламъ, можно взять на чертежі :амлеіэзыя
къ этииъ ‚131 зиъ, причемъ пересЪченіе этихъ }:асаёельныш, т.

е: норма—
‚шей % точкзхъ с, и 03 къ ‹юглвътствуюшимъ ращусамъ врашешя ас] п
6, 1:3 (си, фиг. 14), и опредіцштъ искомую точку с’‚ т. е.

нрвье поло-
женіе точки !: посл, удлиненін стержней данной треугольноп (лстеыы
абс, (итить ЁЁ и выразить ио вели'шнъ7 по :шш'и, по ншцщшенію
(знаку) и по пщоженію на плоскости перемЪщеніе точки с; точно также
‹лрЬзокъ 5/1; представить переыілценіе точки 6; перемішеніе же точки а,

по условно равно нулю.
Соединяя (какъ показано
на фш. 1—1) точку с' съ
точками и н 0, прямыми,
получаемъ искаженный ИШ
деформировапный ВЩЪ
данной треугольной систе-
мы упругихъ стержней, &

Именно треугодшшк'ь 06,6". Тат, каки по сд'Блаппому уже замЪчанію,
величины уиругихъ удлипеній А! стержней системы, сравнительно съ
пернопачальпьши длинами ‹:ихъ ‹;тернишй, весьма малы, то, откладываяуминеиія стержней и, тот, же масштаб'Ь, какъ И длины стержней, мы
получили бы штын положены точекъ системы весьма близко къ перво—начамлплт, и …: т. ‹:остояпіи были бы надлежащимъ образомъ изм'Ьритьиеличины перемЪщепій точскхь системы, ни Даже точно опреДЪлить ЛИНіИиеремфшеній, …: ”тори уже ‹› томъ неудобствд что построепія пришлосьбы щимжцдить при этот. па самомъ чертеж}; данной системы стержней.Во и:;б'Ьжшяіс: :п'ихъ неудобстнъ, строить на отд'Ьльпомъ чертежіз въ уве-личенным, мастит; (т. е. отсладывая упругія удлиненія М стержнейл,;итой ‹:ис'гщш …. масштаб'і'. значительно большемъ противъ масштабаршиунмняій, …. ноемъ построила данная система), такъ называемый планатутммщсти ун.‚я‹нн‚яхъ точеи'ь данной системы стержней, зависящихъити ;:ту/ушж удлинет'и смтржнви’ системы.

"‘-1  
Фиг, 1:3. Фиг. 15 МБ *).

)!‚ли итого (фиг. 15) изъ произвольной точки 0, принимаемой за, по—лют, шить „‹:рем'ішдшяій, проводить прямую 06’ || оси стержня ад и
отк…нщшншо'г'г. о'гр'іззок'ь О/ц’ : Мэ въ значительно увеличенномъ масштабйщш'гит. миспг'абгь ршштояпій, припятаго для чертежа данной фигуры,

"; Минпч-цбч. фиг, 16 Ин _уполпчоп'ь втрое противъ масштаба фиг. 15.
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образуемой осями стержней разсматриваемой системы; въ случай, если
стержень ад получаетъ положительное удлиненіе, т. е. если въ немъ
проявляется вытягивающее усиліе, то МЗ слЪдуетъ откладывать отъ точки
0 вправо, т. е. въ сторону перемёщенія точки Ь при дЪйствительном'ь
удлиненіи стержня аб, точка @ коего неподвижна; если стержень а?) по—
лучаетъ отрицательное удлиненіе, соотвізтствующее сжимающему въ немъ
усилію, то отрЪзокъ МЗ слЪдуетъ откладывать отъ точки 0 ВЛ'ЁВО, т. е.
въ сторону переміщенія точки 6 при укороченіи стержня аб; отрЪзокъ
06’ изобразитъ по своей линіи, величин}; и Направленію перемізщеніе
точки 6 Данной системы; зат’вмъ изъ полюса О проведятъ прямую || оси
стержня ас и на этой прямой откладываютъ отръзокъ АА,; наконецъ, изъ
точки 1)’ проводятъ прямую, параллельную оси стержня 60 И на ЭТОЙ
прямой откладываютъ АД;
изъ концовъ отріззковъ АД и
М] возставляютъ къ ихъ ли-
НіЯМЪ нормали до взаимнаго
пересёченія ихъ въ точкіз с'.
Отр'Ъзокъ Ос’ изобразитъ по
своей линіи, величипъ и на…—

правленію (знаку) переМ'Ьще-
Ніе точки с данной системы;
такъ какъ точка @ данной си
стемы принята за неподвиж— _

ную, то перемЪщеніе ея рав— Фиг. 16.
но нулю и въ планЪ пере—
мізщеній отрЪзокъ Оа1 : 0, т. е. точка @, совпадаетъ съ полюсомъ 0.
При откладываніи въ планъ перемізщеній отрЪзыовъ А1, и Ма СЛЁдУеТЪ
поступать по тому же общему правилу, какъ мы поступали и при от-
кладываніи отріззка МЗ, т. е. эти отргьзки откладываются въ ту сто—
рону отъ соотвтьтствующшсъ началъныж течет; (въ данномъ случай;
отъ точекъ 6, и 0), за которую проистодмтъ удлиненіе разсматривав—
мазо стержня, смотря по тому, положительно ли оно или отрицательно,
т. е. удаляется ли или приближается мысленно освобожденный (разъеди-
ненный) конецъ стержня къ другому его концу, связанному съ узловыми
точками данной системы. Если сравнить верхнюю часть фиг. 14—й, & именно
пятиугольникъ ‹: с„сзс'с„ съ чертежемъ плена перемізщеній (фиг. 15 и 15015),
то изъ подобія и подобнаго расположенія этихъ чертежей легко убіэдитъся,
что 00’ и 06’ дЪйствительно представляютъ искомыя перемЪщенія точекъ
‹: и соотвЪтственно Ь; такъ, напримЬръ, отрезокъ сс' изъ фиг. 14—й ра—
венъ отріззку Ос’ изъ фиг.15—й, & отрЪзокъ Ос' изъ фиг. 15Ьіз предста—
вляетъ по величпнъ утроенное переМ'ЬщеНіе точки с, 00' : Зсс'.
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шесыссрщгъ еше случай, показанный на фиг. 16. Пусть на треуголы
_ддед? а/Зс упругпхъ стержней д'Ьйствуютъ взаимно уравповЪшпваю—

«3; "'-1.5; Рг })2 П Р37 приложенныя въ узловыхъ точкахъ данной
323554. Ц…;з ціагр-аьшы усилій въ стерЖНЯХЪ СИСТЭМЫ (фИГ- 1733) ““О“
П“351

17…

Фпг. дтп„ что стержень 12/'сжатъ‚ & стержни !,/ И [З]“ вытянуты. (Знакъ—на фиг. 17-а у стержня 221” означаетъ сжатіе, знаки + у остальнычъстержней означаютъ вытягивапіе). Пусть отріззки ісА!,; ісА! ° ХсМ (фёг.17-7) представлшотъ удлипепія соотв'Ьтствующихъстержней (;дстеміл уве-личенных въ іс разъ, причемъ /сА2,>О‚ ЬА13>О‚ & ісМ,<О.
,

Въ этомъ случа'Ь плапъ перем'Ьщеній будетъ им'Ьть видъ, показанный
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на фиг. 17—85 на этой фигуръ величины ісА!‚ пропорціональныя удлине-
ніямъ стержней, увеличены еще въ четыре раза.

Черт. 1'7—ё` даетъ понятіе объ искаженномъ ВИД'Ь данной треугольной
системы послдв деформаціи, причемъ перем'Ьщеніе точки с построено на
основаніи фиг. 17—8, представляющей планъ перемізщеній, & именно изъ
точки @ проведена прямая сс’ || 00’ и на этой прямой по направленію
ЁЁ, т. @. отъ О къ с' отложенъ отр'Ьзокъ Ест=‘/4ЁЕЁ т. е. равный пе-
рем'Ъщенію точки с, увеличенному въ 70 разъ. Сравнивая фиг. 15, 15-Ьі5
и 17-8 видимъ, что стр'Ьлки на отріззкахъ изображающихъ перемЪщенія
узловыхъ точекъ данной системы стержней, зависящія отъ упругихъ
удлиненій ихъ, всегда направлены отъ полюса О къ концамъ соотв'Ът-

ствующихъ отрёзковъ, какъ, напримізръ, @, 0—17 и т. п.
' Если бы им'Ьли (фиг.

63
' "

1800 системудвухъупру-
Р'}^С

ёдд\\ _ ‚
 гихъ стержней ас и 60,Х/%:“70\ `/\1  

Фиг. 18. Фиг. 19.

соединенныхъ между собою въ точит; ‹; посредствомъ идеальнаго шар-
нира, и если бы намъ были Даны перемч‘эщенія точекъ @ и 1), а также
упругія удлинепія А2, и АЦ стержней ас И сб, то перемізщеніе точки @

нашлось бы на основаніи предыдущаго, какъ показано на фиг. 18—8.

Разсмотримъ теперь зависящія отъ упругихъ удлиненій стержней пе-
ремчёщенія узловыхъ точекъ системы упругихъ стержней, состоящей изъ
нёскольнихъ треугольниковъ. Такія системы имЪютъ наибольшее приш;—
неніе въ практикъ, въ качествдв фермъ мостовыхъ или стропильныхъ со—

оруженій. Образованіе плоской системы стержней, состоящей изъ тре—
угольниковъ, можно себ'Ь представить такимъ образомъ: къ данной тре—

угольной системі; абс (фиг 19) присоединяются два новыхъ стержня,
соединенныхъ между собою посредствомъ Идеальнаго шарнира въ точит)

01; затЪмъ къ двумъ произвольнымъ узловымъ точкамъ полученной фигуры
примыкаютъ опять двгі’ новыхъ стержня, соединенныхъ между собою въ
узлЪ, и т. д. Построимъ планъ переМ'Ъщеній узловыхъ точекъ системы,
показанной на фиг. 20-а‚ у которой стержни обозначенные зпакомъ (+)
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испытываютъ удлиненія, & остальные—укороченія. Предположимъ, чте уз-
ловая точка @ неподвижна, и что положепіе стержня 1-го на плоскости
остается пеизмізннымъ. При этихъ условіяхъ, поступая послЪдовп'гелЬНО
для каждаго изъ узловъ &, с, с! и @, какъ мы поступали выше при раз-
смотр'Ьніи треугольной системы для узловъ & и @, можемъ легко построить
планъ перем'Ьщеній.

Построеніе исполнено на фиг. 20—3 сл'Ьдующимъ образемъ:
Произвольная точка, О принята за полюсъ плана перем'Ьщепіи Таыъ

какъ узловая точка а принята за неподвижную, то перем'Ьщеніе ея равно
нулю, & потому отріззокъ бс? равенъ нулю и точка а’ совпадает, съ точ— 

Фиг. 20.

кою О. Перем'Ьщеніе ОЬ’ точки & равно укороченію А 1 стержня 1—го,
& потому оно отложено отъ полюса, 0 по прямой, параллельной оси
стержня 1—го въ сторону переміщенія точки 6 при укороченіи сего стержня,
т. е. въ сторону отъ точки 6 къ точкіз @. Узелъ ‹; соединенъ съ узломъ
@ стержнемъ 2-мъ, & съ узломъ Ь стержнемъ З-МЪ; узелъ ‹; приближается
на А 2 къ узлу @ и удаляется на А З отъ узла 6. Поэтому, если уточки а’ (совпадающей съ О) построить въ направленіи са отр'БзокъА 2 || 2, а въ точки &’ построить въ направленіи дс отр'Ьзокъ А 3 Н 3 И

возстлвить къ этимъ отръзкамъ въ ихъ концахъ нормали, то точка пере-с'Ьченш этихъ нормалей с’ опредіэлитъ собою перемізщеніе 0—07 точки с.
Узелъ сі соединенъЁ, узлами @ и ‹; стержнями 4—МЪ и соотвЪтственно
5-МЪ; перем'Ьщеніе 00!’ узла, с! найдется, если построить у точки &' (сов—
падающей въ данномъ случай съ полюсомъ О) отрЪзокъ А 4 || 4 въ на-
правленіи ст и если заТ'Бмъ построить у точки с' 'въ направленіи всі от-
р'Ъзокъ А 5 Н 5 ; возставляя изъ концовъ упомянутыхъ отрЪзковъ нор—мали къ нимъ до взаимнаго пересёченія сихъ нормалей въ точкъ 03’, на—
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ходимъ 00!’ искомое перем'Ьшеніе точки &. Такимъ же образомъ построится
п перемйщеніе узла @, какъ показано на фиг. 2О—В. Этотъ чертеж'ь
представляетъ планъ перемізщенія узловъ данной фермы адсоіе, всл'Ьдствіе
упругихъ удлиненій ея стержней, и называется иногда„ просто планом
П’іігёод по фамиліи французскего инженера, предложившего это построе-
піе. Въ пландв Й7ЛИОЁ лучи ОЬ' ; Ос' ; Ос?’ ; Ое’ и т. д. представляютъ
пе величина“), не линіи и по направленію переміщенія соотвЪтствующпхъ
узловыхъ точекъ !)

; с ; сі ; в и т. д. данной фермы. Перенося эти не-
ремізщенія въ соотвізтствующіе узлы и соединивъ между собою точки,
изображающія новыя положенія узловъ, прямыми линіями, можемъ по-
лучить искаженный или деформированный подъ дёйствіемъ заданной на—

грузки ВИДЪ фермы.
@ 9. Сложеніе переміщеній, зависящихъотъ упругихъ удлиненійстерж-

ней данной системы съ переш’вщеніяши, зависящими отъ вращенія всей
системы около неподвижной точки. На, основаніи предыдущихъ ёё, отъ
% 2—го до % 7-го включительно, мы знаеш, какъ построить планъ пере-
МЪщеній точекъ плоской системы въ зависимости отъ вращенія ея около
данной точки. Изъ % 8—го намъ ИЗВ'ЪСТНО, какъ построить планъ пере-
мізщеш'й узловыхъ' точекъ данной системы упругихъ стержней въ зависи-
мости отъ упругихъ удлиненій сихъ стрежней. Если узловыя точки данной
системы упругихъ стержней получаютъперемещены, зависящія отъ двухъ
причинъ, & именно: 1) отъ упругихъ удлиненій стержней системы подъ
д'Ьйствіемъ внёшнихъ силъ, и 2) отъ одновременнаго вращенія всей си-
стемы около н'Ькоторой неподвижной точки, ей принадлежащей, то окон—
чательное общее перем’вщеніе каждой узловой точки найдется геометри-
ческимъ сложеніеМЪ'двухъ частныхъ перем'Ьщеній той же точки, зави-
сящихъ отъ упомянутыхъ двухъ причинъ. Геометрическое сложеніе пере—
мізщеній производится такъ же, какъ и сложеніе силъ; такъ что общее
(окончательное)перемЪщеніе узловой точки (такъ сказать равнодЪйствую—
щая двухъ перемдЬщеній) графически получаетсятакимъ же пріемомъ, какъ
равнодізйствующая Двухъ данныхъ силъ.

По правилу сложенія силъ отрёзки, изображающіе силы, отклады-
ваются одинъ за другимъ въ сторону направленія, показаннаго стрЪлкою
на каждой сил'Ь такъ, чтобы воображаемая матеріальная точка, движу—
щаяся по многоугольнику силъ могла им'Ьть непрерывное движеніе. Это
же правило необходимо соблюдать и при сложеніи перемізщеній, т. е.

одно перемЪщеніе откладывается за, другимъ въ сторону стрЪлокъ, (пока-
зывающихъ направленія перемізщеній) такъ, чтобы матеріальная точка,
движущаяся по многоугольнику перемЪщеній могла имізть непрерывное
движеніе. По соединеніи прямою начала отр’взка, изображающего пере—
мЪщеніе разсматриваемой точки отъ первой причины съ концомъ отрЪзкщ
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изображающаго перем'Ъщеніе той же точки отъ _послЪдней причину, по—

лучимъ отрёзокъ, изображающій геометрическую сумму перемъщешй той
же точки (общее, окончательное перемЪщеніе, произведенное д'Ьйствіемъ
обЪихъ причинъ,— равнодёйствующую перем'Ьщеній); стрЪлка на этомъ
отр'ЬзкЪ (какъ и на равнод'Ьйствующей силъ) будетъ, очевидно, напра-
влена въ сторону, противоположную стрёлкё, поставленной на послЪдней
стороні многоугольника перемЪщеній. Чтобы возможно было‚ пользуясь
этимъ замёчаніемъ, сразу 0предізлпть, въ каждомъ частномъ случа'Ь, на-
правленіе (стр'Ьлку) окончательнаго общаге переміэщенія (геометрической
суммы перемЪщеній) разсматриваемой узловой точки,— условимся дер—
жаться опредізленнаго, разъ навсегда, правила построены каждаго изъ
двухъ частныхъ (геометрическихъ слагаемыхъ) перемъщеній по отношенію
къ избранному нами полюсу О плана перемъщеній.

Пусть (фиг. 21—(а)) даны по величиніэ, линіи и направленію два,

перемЪщенія какой-либо узловой точки т Нікоторой системы упругихъ
стержней, а, именно: ОДНО перемЪщеніе тт’, зависящее отъ упругихъ
удлиненій стержней системы, и другое перемгЪщеніе 9№‚ зависящее отъ
вращенія всей системы около Н'Ъкоторой неподвижной точки; требуется
найти геометрическую сумму этихъ перемдвщеній.

Для этого возьмемъ произвольную точку О (полюсъ плана перемЪще—
Вій) и построимъ у этой точки оба упомянутыхъ перемізщенія. Построе—
ніе это можетъ быть сд'Ьлано или такъ, какъ показано на фиг. (21—я)
пунктщомъ, или такъ, какъ показано сплошными линіями; выборъ одного
изъ этихъ построеш'й зависитъ отъ насъ. Замч‘этимъ еще, что въ Силу
построенія перемЪщеній одного за другимъ въ направленіи, показанномъ
стрёлками, всегда будетъ им'Ьть мЪсто (см. фиг. 21 —(а)) такого родаявленіе, что, если стр'Ьлка одного изъ двухъ перемізщеній направлена на
полюсу 0, то стрЪлка другого переміащенія будетъ направлена, отъ по—
люса О. Такъ, напримізръ, Въ той части фиг. 21—01), которая состоитъ
изъ сплошныШиній‚ перемЪщеніе О_т’ направлено отъ полюса 0, а,

перем'ЬщеНіе т”0 кд полюсу О; въ той же части фиг. 21—(а), котораясостоитъ изъ пунктирныхъ линій, стрдвлки по отношенію къ полюсу О
расположены обратно, а именно стр'Ьлка перемізщенія № направлена на
полюсу 0, & стр'Ьлка перемЪщенія т’—’О направлена отъ полюса О.'

СоотвЪтственно сему, въ первомъ случаЪ, стрЪлка на отр'ЬзкЪ т’_’т’_‚
изображающемъ дъйствительное переміщеніе точки т (т. е. геометриче-скую сумму частныхъ переміщеній), направлена отъ точки т” къ точкът’, а во второмъ случаъ отъ точки т’ къ точит; т”.

дЛЯ ОДНООбразія выберемъ въ дальнізйшемъ изложеніи то построеніе,
которое показано на чер. 21—(а) сплошными лиш'ями и будемъ помнить,
что этому построенію соотвтзтствуетъ направленіе стрЪлки на отріззкахъ
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…бпшкающихъ ДЪйствительныя пер__емЪщеш'я узловыхъ точекъ, отъ т”,
1 ‚г, т'. За перемізщенія такія, какъ 07—215 т. @. направленпыя отъ полюса
идиша переміщеній—примемъ переміщенія, зависящія отъ_упруГИХЪ УДЛИ-
іепій стержней системы; за перемЪщенія такія, какъ т_”О‚ т. е. напра—
впениыя № полюсу плана перемізщепій, примемъ перемЬщенія, зависящія 

Фиг. 21.

отъ вращенія всей системы около неподвижной точки. На, чер. 21—(8)
показано сложеніе перемізщеній для другого случая направленія стрізлокъ
па двухъ заданныхъ перемізщеніяхъ.

@ 10. Построеніе плановъ перем’вщеній узловыхъ точекъ статически—
опред’влишыхъ плоских'ъ Фермъ. Какъ извЪстно изъ предыдущаго вы—

пуска *), всякая статически—опредізляемая плоская ферма имізетъ дві; 
*) Начала статики сооруженій. Основанія графическихъ способовъ расчета со-

оруженій. С. К. Куницній. 1897 г. (Изданіе 2-е К. Л. Ринкера, стр. 29—32).
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опорння точки, изъ ноихъ одна неподвижная, т. е. не допускаетъ ни—
какого поступательнаго перешёщенія фермы ни вверхъ, ни впизъ, ни
вправо. нн вліво, но допускаетъ вращеніе фермы около ЭТОЙ ТОЧКИ

{причецъ это вращеніе предполагается происходящимъ безъ тренія),
а другая опорная точка—подвижная, т. е. допускающая свободное пере-
иЪшевіе соотв'Ьтствующаго ей конца фермы по нёкоторой линіп (это не-
рецъшеніе предполагается также происходящимъ безъ тренія), но под-
вижная опорная точка, въ силу условій конструкціи, не можетъ сойти
са .‚шніи, по которой она скользить ни въ одну, ни въ другую сторону.
Въ силу этнхъ конструктивныхъ условій—и послЪ деформаціи подобной
фермы оша опорная точка. ея остается на своемъ мізстЪ, & Другая оста-
ется на. той линіи, по которой она- можетъ скользить. Пусть (фиг. 22—00
дана плоская статически-опред’Ьлимая ферма асідес, у которой опорная
точна а неподвижная, & опорная точка 6—подвижная, именно можетъ
скользить по горизонтальной прямой, такъ что центры шарнировъ @ ид
всегда находятся на одной горизонтали; пусть стержни ас]; від; (20 и 026,
обозначенные знакомъ (+), удлиняются, & стержни ас; вв и её, обозна—
ченные знаномъ (_), укорачиваются. Положимъ, что величины удлине—
Ш'й стержней для какой-либо нагрузки данной фермы намъ извізстны;
построиыъ планъ переМ'Ьщеній узловъ этой фермы, соотвЪтствующій упо—
МЯНУТЬШЪ удлиненіямъ стержней ея. Съ этою цЪлью возьмемъ сперва(фиг. :2'2-{3} какой-либо узелъ фермы, напримёръ узелъ ’с! за, неподвижную
точку для построенія плана перемізщеній, зависящихъ отъ упругихъ удли—неній стержней системы, и, сверхъ того, положимъ, что стержень сс! со—
храняеть неизм'Ьнно свое положеніе при деформаціи фермы. При этихъ
предложеніяхъ и взявши для удлиненій масштабъ, увеличенный противъ
масштаба. чертежа фермы въ произвольное число разъ (напримЪръ, для
наглядности въ 2.000 разъ, чему, примдЁрно, соотвЪтствуетъ масштабъ
фиг. 2'2-6 по отношенію къ масштабу фиг. 22-я), построимъ (фиг. 22-8)
изъ произвольно выбраннаго полюса О (совпадающаго съ точкою сі')
планъ перемізщеній, зависящихъ отъ упругихъ удлиненій стержней си-
стемы, и найденъ линіи, величины и Направленія перемізщеній узловыхъточенъ с; а; в и 6, а именно: @ ; О—а’ ; О—в’ и 0—62 причемъ увидимъ, чтоточка, 6’, т. е. конецъ 0трЪзка, изображающаго перемЪщеш'е точки 6, не
придется на. одной горизонтали съ точкою а’. Зная перемЪщенія узло—выхъ точекъ, построимъ на фиг. 22:5 искаженный (деформированный),
вслЪдствіе сихъ перемЪщеній узловъ, видъ фермы; съ этою цізлью МЫ
должны были бы привести переміщенія, найденныя на фиг. 22—8, къ
масштабу фиг. 22-[3‚ т. е. разд'Влить на 2.000 и пОлученныя величины
переміщеній построить у соотвізтствующихъ узловыхъ точекъ. Очевидно,
что при этомъ перемізщенія получились бы такими малыми, что мы бы
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”№ жгли НИ отложить ихъ, ни составить себ'Ь понятія объ относитель—
ЫС'МЪ РЗСПОЛОЖеНШ стержней фермы въ искаженнбмъ ея вид!; но отно—
шешю :::ъ расположенно ихъ въ первоначальномъ (заданномъ) ВИД’Ь фермы.

у. 
     

Между Т’ЬМЪ насъ интересуютъ на фиг. 22-{3 пе пастоящія перемізщенія
узловыхъ точекъ, & только, измізненія относителышго расположены узло—
выхъ точеыъ и стержней, & потому, для наглядности чертежа, построимъ
на фиг. 22—3 перем'Ьщенія не настоящія‚ но увеличенныя въ 250 разъ 



(для чего придется раздізлить на 8 соотв'Ътствующія перемЪщенія, пай-
денныя на фиг. 22—8). Изъ фиг. 22—3 легко видЪть, что изображенный
на ней искаженный видъ фермы не соотвізтствуетъ д'Ъйствитолыюсти,
так'ь какъ: ]) узелъ а оказался сошедшимъ со своего М'Ъста и переМ'Ьстив—
шимся въ новое положеніе а’, между т'Ъмъ по условіямъ копструкціи
фермы этотъ узелъ, какъ соотвЪтствующій неподвижной опорной точк'Б
фермы, долженъ въ д'Ьйствительности оставаться на своемъ М'Ьст'Ь и при
деформаціи фермы; 2) узелъ & перем'Ьстился въ новое положепіе Ь’, при-
чемъ отошелъ вверхъ отъ горизонтали ад, на которой онъ въ Д’ЁЙСТВИ—
тельности долженъ оставаться въ силу условій конструкціи фермы. Такой
несоотв'Ьтствующій дЪйствительности искаженный видъ фермы получился
вслЪдствіе невЪрнаго предположенія, которое мы сд'Ьлали} при построеніи
на фиг. 22—8 плана перемЪщеній, & именно, что узелъ ‹! остается не—

подвижнымъ при деформаціи фермы и что стержень всі не изШзняетъ
своего первоначальнаго положенія. Чтобы искаженный видъ фермы удо—
влетворялъ конструктивнымъ условіямъ, въ коихъ находятся опорпыя
точки @ и 6, необходимо такъ передвинуть ферму въ искаженномъ ея
видіз (см. фиг. 22-В)‚ чтобы: ]) точка &’ совпала съ точкою @, дла чего
достаточно сообщить всей ферм"), какъ неизміэняемой системЪ, поступа—
тельное ПШЭМ'ЁЩВНіе по направлеШЮ 0/0 на величину (Та„ равную пере—
м'Ъщенію О’а (фиг. 22-8), измізренному въ соотвЪтствующемъ масштаб'Ь
(по масштабу сш‘=—_'/8 Оа’); при этомъ каждая узловая точка фермы въ
Ёсаженномъ ея видіз (фиг. 22—8) передвинулась бы ВЦИЗЪ на величинуа’а, и 2) точка Ь' пришлась бы на горизонтали, проходящей черезъ
точку а’, для чего необходимо всю ферму, какъ неизмЪняемую систему,
повернуть на уголь ср (см. фиг. 22—3). (ЗдЪсь необХОДимо замгЬтить, что
такъ какъ дЪйствительныя величины перем'ЪщеНій по отношенію къ мас-
штабу, въ которомъ построена самая ферма въ 250 разъ менЪе изобра—
женныхъ на чертежіз, то въ д'Ъйствителъности уголъ ‹? получится значи-
тельно менізе показаннаго на чертежіз; но насъ въ данномъ вопросъ Не
интересуетъ д'Ьйствительная величина этого угла, & только фактъ, что
таковой уголъ при разсматриваемыхъ условіяхъ образуется). Совпаденіе
точки и! съ @ (фиг. 22—В) можетъ быть также достигнуто тёмъ, что

_ферма въ первоначальномъ ея видЪ, т. е. ферма асгбес будетъ передви-
нута въ направленіи аа’ на величину 53, что равносильно перемЪщеніюполюса, О (фиг. 22-8) въ точку &’ (обозначенную также въ качествЪ
новаго полюса плана перемЪщеНій черезъ 0”), т. е. прцнятію за… непод-
вижную точку при построеніи плана переміщеній той узловой точки,
которая по условіямъ конструкціи фермы дізйртвительно остается непо—
ДВИЖНОЮ (Н_Ыіодвижная опорная точка) или равносильно условію, ЧТО
отр'Ьзокъ Оа' равенъ нулю: @ =0. Перемізщеніе каждой точки фермы
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измёпится на величину Оа’, отсчитываемую отъ О въ направленіи къ а',

причемъ новыя перем'Ьщенія будутъ:
вм'Ъсто ОЬ’ — перемЪщеніе 0%" : а’б':

» Ос’ _ » ОПС! : а/сі;
» Ое' —— » Оне' : (&'8':

» Осі' : 0— » . ОМ’ : а’ві’.

Эти новыя перемЪщенія построены на чертежъ 22-т, причемъ полу—

чился новый искаженный видъ фермы, уже болЪе удовлетворяющій д'ЁЙ-

ствительнымъусловіямъ, въ коихъ находится ферма. На фиг. 22-х остается

неудовлетвореннымъ лишь одно условіе, & именно, чтобы точка 6

лежала на прямой ад. Для удовлетворенія этому условію, какъ усматри—
вается изъ чертежа 22-т, необходимо, чтобы ферма, вращаясь, какъ не-
измЪняемая система, около своей неподвижной точки @, повернулась на

н'ізкоторый уголъ ср, который, какъ замізчено выше, въ д'Ьйствительности
весьма малъ по той причинё, что перем'Ьщенія узловыхъ точекъ, завися—

щія отъ упругихъ удлиненій стержней системы, весьма малы. Такимъ
образомъ, узловыя точки фермы получаютъ перемёщенія, зависящія, не

только отъ упругихъ удлиноній стержней системы, но и отъ нЪкотораго
вращенія всей системы около неподвижной опорной ея точки,—вращенія‚

обусловливаемаго конструктивными условіями фермы, требующими, чтобы

другая опорная ея точка скользила по данной линіи, не сходя съ нея.

ДЪйствительное перем'ЪщеНіе каждой узловой точки фермы представитъ
геометрическую сумму двухъ упомянутыхъ перемЪщеній.

Изъ предыдущихъ %% 3 и 7-го изв’Ьстно, какъ строить планъ пере-
М'ЁЩЭНіЙ точекъ неизм'Ьняемой системы, получающей весьма малое вра—

щеніе около данного мгновенного центра вращенія. Фигура, плана пере-
мЪщеній совершенно опредЪлена, если извЪстны ДВ'Ё ея точки; въ дан-
номъ случаъ Одна изъ сихъ точекъ есть точка а”, совпадающая съ а! и
съ О” (полюсъ плана перемЪщеній, оовпадающій съ неподвижною опор-
ною точкою фермы)‚ & вторая точка Ь” опред'ізлится изъ того условія,
что ддвйотвительное перемізщеніе точки 6 должно быть горизонтально,
т. е. точка 1)“ должна лежать по горизонтали, проходящей черезъ тоЧку
&' И одновременно на нормали къ аб, проходящей черезъ точку а', такъ
какъ перем'Ъщеніе точки 6, зависящее отъ вращенія ея около точки @,

ДОЛЖНО быть нормально къ радіусу вращенія, т. е. къ а?). Значитъточка
6" найдется, какъ точка пересдвчеНіЯ прямыхъ 6'6” и а/Ь”.

По Двумъ точкамъ а”, (а!) и 6” можно построить фигуру плана пере—
мізщеній, подобную фигурдв данной фермы, исходя изъ уоловія пропор-
ціональности и взаимной перпендикулярности сходственныхъ сторонъ.
Такъ какъ точка @ дЪлитъ аб пополамъ, то и точка сі" должна раздЪ-
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лить а"6” пополамъ; имён точки а”, 6“ и 6” И ПРОВОДЯ ЕОРЗШУШ № "0"
отвЪТСТВУЮЩИМЪ элементамъ ферщ ПОСТРОИМЪ ИСКОМЪ'Ю ‘Ё'ИГУРБ' гл…на

переміщеній а"(1“/;”е"с". Сложеніе переміщеній ЖЁЛЭЪЭТСЯ
№111» ПШчдТШО

въ предыдущемъ ‚';; 9. ДЪйствительное перемЪЩеше точки &,
увеличен???(сравнительно съ масштабомъ данной ферМЫ) ВЪ 2,000 рии.: _всть ’м 5

- и направлено вправо (‚г. ттпсп
&, чем И ‹:дгЩоьгпю г;;шдшь &

ргіогі, та…, каш, точка « пеши-
двин;на‚ стершш пгс Щ/ и (П;

оба уд…кипнютггя по :…‚‚….№. На
фш. “22—е цэобршыспъ искажен-
ный вшъ фермы? щщбшштшь—
по ‹:ошШпствпоппп по относи—

тшьпшду располшюиію частей
Д'ЬЙС'гвытелышстц, …, зависн-
Мосш отъ коп(:ті'дуптшшыхъусло-
вій опорныхъ ея точекъ. При
гломъ однако сліэдуетъ зам'Ьтить,
что_ эта фигура Даетъ понятіе
лишь объ относительномъраспо-
ложеніи узловыхъ точекъ и стер—
жней фермы, самыя же перешё—
щенія построены на ней въ
преувеличеппомъ (въ 250 разъ)
масштабЪ, сравнительно СЪ мы—

сштабомъ чертежа самой фермы.
";; 5 11. Построеніе плана пе—

рем’Ьщеній узловъ Фермы при
наклонной линіи екольженія под—
вижной опорной ея точки. Пусть
(фиг. 2З—а) дана ферма‚ ДЛЯ
коей линія скольжепія опорной
ея точки паклонпа къ горизонту
(какъ показало на чертежъ прер-
ванной липіей) и пусть стержни,
обозначенные на чертежъ зна—

комъ (+) удлипшотся, & (›бошшчеппью зпакомъ (—) укорачиваютсн. По—
строепіо плана поро…пцопій для этой формы исполнено на чертежъ 23—В,
на основании разсуждшпй щтводеппыхъ выше въ % 10, при чемъ для
построепія фигуры пер<ыи1пц<тій отъ вращопія фермы около неподвижнойел точки « послужили дв'іъ точки, точка (д' (а”), принятая за полюсъ О,

 
Фиг. 25$.
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и точка у", полученная отъ пересізченія прямой а"у“ _1_ау_ и прямой 9’у”,

представляющей линію дізйствительнаго перемізщенія точки у || данной
лиыіи скольженія подвижной опорной точки 9 фермы. Д'Ьйствительное

перемЪщеНіе точки 9 направленоотъ у’Г къ у’ ‚по общему правилу; та-
кого направленія сего перемЪщенія сліздовало ожидать & ргіогі, такъ какъ
точка @ неподвижна, & стержни ЁЁ, с? и _в} испытываютъ удлиненія.

При построеніи плана церемізщеній, зависящихъ отъ, упругихъ удли-
непій стержней, за Неподвижную точку была, принята точка @ и при
этомъ первоначально предположено было, что стержень аб, обозначенный
№ 1, сохраняетъ неизмізнно ёвое пОложеНіе.

' ' '
'

. ""

5 12. Поетроеніе многоугольниковъ прогиба Фершъ. Для тогс‘і, чтобы

чертежъ перемЪщеній узловыхъ точекъ, въ завИсимости отъ Ёпругихъ
удлиненій стержней системы‚——Не выходилъ слишкомъ большшбь размЪ-
ровіь, цЪлесообразно выбирать—въ качеств'Ъ стержня, неизм'Ьннр сохра-

няющаго первоначальное свое положеніе‚—не крайній стержень фермы,
а, одинъ изъ ея среднихъ стержней. Такъ, напримізръ, мы поступили на

фиг. 24—а, въ коемъ для построенія плана перем’вщеній (фиг; 24—3)
точка @ принята за непоцвижную и средній стержень аб, обозНаченный
№ 1, принятъ сохраняющимъ неизм'іэнно первоначальное свое положеніе
на ;плоскости. При построеніи плана перем'Ьщеній‚ ДЛЯ его упрощенія‚
знайки А у удлиненій пропущены; Фигура переміэщеній на чёрт. 24—3

поліучена на основаніи сліздующихъ условій: 1) точка Ь" должна совпа—

дать съ точкою И', такъ какъ точка іъ фермы въ Д'Ъйствительнжти не-

подвижна (неподвйжная опорная точка фермы), слЪдовательпо. перета-
щеНіе ея іъ’Чъ' должно быть равно нулю; 2) перемізщеніее”в’ долЖно быть

горизонтально, такъ‘ какъ подвижная опорная _точка @ фермы, но заданію
моЖетъ скользить по горизонтальной прямой, и 3) ”’в" должно быть _|_ Ив,

въ силу свойствъ фигуры переміащеній.
Найдя дв'Ь точки 11” и @” фигуры перемЪщеній, р&ЗД'ЁЛЯВМЪ

17," е" на

четыре части по числу панелей данной фермы и строимъ фигуру, подоб—

ную фигуріэ Данной фермы, при условіи взаимНой нормальности сход—

ственныхъ сторонъ этихъ фигуръ. По плану Перемдізщепій фиг. 24-В можемъ

измізрить перемещенія №, ЕЙ и т. д.— узловыхъ точекъ 1), с и т. д.

Проведемъ черезъ точки 73, у, @, 01,18 'данной фермы (фиг. 24—01)

пунктиромъ вертикали и спроектируемъ (фиг. 24-х) на соотв'Ьтствую-

щія вертикали точки Л', у’, (:'‚Тсі' и в’ плана пе'ремізщеній (фиг. 2443),

при чемъ назовемъ полученныя проекціи чере'зъ до, 90, % 010 и во,? 00—

единимъ точки 72,0 и во прямою липію, которая пересізчетъ въ ‹точкахъ

у'”, а’” и сі’” вертикали, прОХОДящія черезъ `соотВ'Ьтствующія узловыя
точки; 'тогда отрдЬзки упомянутыхъ вер'тшс‘але'й; & именно у"’уо;а'”ао;сі”’сіо
представятъ не иное что,- каыъ вертикальныя проекціи перем'Ъщепій- со—

0. К. Куннцкій.
3



отвЪтствующихъ узловыхъ точекъ, & именно точеыъ: у, а и (.д. Берти—
кальныя проекціи перем'Ъщеній узловыхъ точек'ь із И ‹; порознь }і-зіВНЫ

нулю, такъ какъ точка Ь неподвижна, & точка 6, хотя и подливки, но
она скользитъ по горизонтали, & потому вертикальная проекцш ел пере—

мъщенія равна нулю.
Вертикальныя проекціи д'Ъйствительныхъ перем'Ьщеній узловыхъ точекъ

фермы называют'ь прошбами фермы, напр. у"’у„ есть прогибг фермы въ

точть у. Многоугольникъ 700 90 ао 010 во называется многоуголънмкот №0— 
Фиг. 24.

шба нижнязо пояса фермы (многоугольникомъ изгиба фермы) или литва
прогибы нижняго пояса фермы; прямая 1206 называется замътающею.

Заштрихованная на чертежЪ 24—7 площадь называется площадью
прошба нижняго пояса фермы.

Если требуется найти лишь иногоугольникъ прогиба Ьоуоаосіоет какъ
это часто случается въ воиросахъ инженерной практики, то, какъ это
легко ВИД'ЁТЬ изъ фиг. 2419, для фермъ, въ коихъ недвижная опорная
точка скользить по горизонтали, не требуется строить фигуры перемЪ—
щеній, сліздовательно, для фермъ, чаще всего встрЪчающихся на прак-
тиы'Ь, построеніе значительно упрощается.

Построеніе многоугольниковъ прогиба, для сквозныхъ фермъ имізетъ
большое значеніе для практики, такъ какъ оно даетъ возможность весьма
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просто получить точную теоретическую величину прогиба для каждые
узла, не прибізгая, какъ это обыкновенно дізлается, къ вычисленію про-
гибовъ по формуламъ, которыя относятся къ' сплошнымъ балкамъ, & не

къ сквознымъ фермамъ и, сліздовательно, даютъ не точныя теоретиче—
ст'я значенія прогибовъ, причемъ ошибка иногда можетъ достигать до
30 проц.

Въ заключеніе сл'Ьдуетъ упомянуть объ одномъ частномъ случай; по-

строенія многоугольника прогиба фермы. Этотъ частный случай легко

получить по фиг. 24, если предположить на фиг. 24—В, что удлиненія
частей фермы, симметрично расположенныхъотносительносреднягостержня
а?) фермы, равны между собою, & именно: что А4=А1О; А9=А3; А2=А8;
А11= А5; А6 =12; А7 : А13.

Легко вид“]зть (фиг. 2443), что въ этомъ частн'омъ случай; точка е'

придется на одной горизонтали съ точкою &' (совпадающею съ точкою 12”);

отрЪзокъ Ме” обратится въ нуль; фигура плана перемізщеній обратится
въ одну точку и прямая дово будетъ горизонтальна.

’

% 13. Новтроеніе планом перешёзщеній для еооруженій, еоетоящихъ
изъ отдйшьныхъ Фарш, влирающихся одна на другую или вообще сопря-
женныхъ мвжду 006910 до _дв'Ъ въ одной точит. Къ числу такого рода

сооруженій относятся, между прочимъ, фермы системы Гербера и ароч-
ныя фермы ‚съ тремя шарнирами. Въ фермахъ системы Гербера, простыл
балочныя (подвёсиыя) фермы соединяются съ консолъю—балочным-и фер-
мами или при помощи шарнировъ или непосредственно лежатъ на кон—

цахъ консолей; въ .арочныхъ трехшарнирныхъ фармахъ `ісредній шарниръ
соединяетъ между собою дв'Ь ‹отдізлъныхъ части сооруженія :(полуфермы).

1) Фермы Гербера съ шарщнымъ ›соедмненбвмъ иростышъ балона

съ консольными. Пусть дана ферма Гербера, показанная на фиг. 25;
эта, ферма состоитъ изъ четырехъ отдізльныхъ частей, & именно изъ

двухъ подв'Ъсныхъ (простыхъ балочныхъ) фермъ 1 и П, соединенныхъ

шарнирами с, @, @ съ двумя консольными фермами 1 и 111, опирающи—
мися на опоры и, 6, с и Г. Опорная узловая точка, а неподвижна;опор-
ныя же точки 1), в, Г и Ьмогутъ скользить (безъ тренія) по горизонталь—
нымъ линіямъ.

Для построенія плана перемізщеній фермы Гербера, показанной на
фиг. 25, необходимо ‘‹прежде всего построить отдтізльные планы перешё—

Щеній для каждой изъ четырехъ фермъ 1, П, 111 и ЦГ, входящихъ въ

составъ даннаго :ооаруженія. Съ этою цЪлью въ каждой изъ названныхъ

фермъ принимають произвольный узелъ за неподвижный и, ‹оверхъ того,
принимаютъ, что :ошлнъ изъ стержней фермы, ‹выходящихъ изъ этого
узла, сохраняетъ неизмэЪнно свое положеніе на плоскости _и строятъ пе-

3$
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режимом… у:;„ювт, фермы, зависяшіл ттт, ‚жд) :. .;, .; «пней
ея. Зятиъ придают. упгтящ'тьшъ [[трхга'ль. .; аъ - , этиш,
(:.‚гхчяхі‚. ;:якъ яеизьгіліяемыя системы. я'і‚..'огг‚яу‚:„ь ;:1;'‚і.’:' … _тдбы
бЫли шмютепы _условія, коимъ лиижы _; ‚ с гг:;„удгг, …? ? ‚*‘!нп

фери'ъ и чтобы связь въ точкам ‹: //. 51 атм: „туб.:‚д ' пни.
:чоляшими въ составив ляпяаго сосульгьдафд ’„лд р,.тгі .; г.., цена.

[Бистроепіе плановъ переягшепія <”;‚1гл:ы… т… 55…14. , …:сш—

мости отъ упругихъ улляяенія ея Г;Т":3]Ж[і4’:і .;.‚ыц я:;істд, „ці,
Т‘дцеіъ—

ядшаш, т. г:. мы знаем, кат, для ‚гилд‚',-„М»; сл.; т, „… і „дцы
найти въ плинт; перечтлпешй пыюжеиіе софта:: ‚т:; ш.:іаі …; 20?

ооо
‚„а/ляля 

Фиг. 25.

этому ня, фт. 2:3 пщъязялы не всё, такія точки, какъ т’, а только НЁ—

которьт пяиб‹›.‚г1‚е нажпыя для Дальп'Ьйшаго изложенія, & именно:
]) изъ пляня, переи'Ыпеній для фермы 1, который можетъ быть ПО-

строит. бор;. зятруднепій пя, (›сновяпіи изложения… въ предыдушпхъ па—
рягряфяхъ, …. виду того, что …. этой фермтз ОДПЭ. опорная точна по—
движная, я другяя пспожижпяя, можемъ опред'Ьлитъ дЪйствительное пе-
ремілпопіе точки с, т. @. отр'Ьзонъ (;”с’;

2) изъ „ляля, персмЪщепій для фермы П найдемъ точки с' И (Г;
Г:) Ит, пляпя поретлшзпій для фермы 1П пайдемъ точки сі’, в', ]” П _9';
4) изъ пляпя перемЪпюпій для фермы ПГ найдемъ точки 9’ и ід'.
У т,:эяпшля точки п…шлош, перемілцттій Достаточны для Построенія

фигу…. (;”і”//‚”‚ 1/‚”/;”/”_(/”‚ _г/"іс'Ч/д пляповъ перемізщепій, подобныхъ фигу-
рямъ СМ, ([и/:(], ‚(;/№ дяшплхъ фарш. П, 111 и ПГ, такъ какъ ИЗВ'ЬСТНО,
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что фигуры плановъ перемізщепій могутъ быть построены по двумъ точ-

камъ. ЗамЪтимъ, что такъ какъ точка в есть общая точка фермъ 1 и 11,

то въ планів перемізщеній П перемЪщеніе точки ‹: должно быть равно

перемгЪщепію той же точки, опред'Ъленному по плану перем'Ьщеній № 1,

т. е. должно быть равно отрдвзку от.— Для опредізленія точки 0!” мы

знаемъ пока лишь одно условіе, & именно, что прямая 0%!" должна быть

_і_ (17, т. е. точка 01” будетъ лежать гдЪ—то на прямой, проходящей че-

резъ с” и нормальной къ всі.

Для опред'Ъленія второго условія, которому должна удовлетворять

точка (!”, обратимся къ плану 111 переміэщеній для фермы 111, замёчал,

что точка в! есть общая точка ДЛЯ фермъ П и 1П; слёдовательно, въ

планахъ перемЪщеній для об'Ъихъ упомянутыхъ фермъ величина, линія

И направленіе перем'ЪщеНія точки а! должны быть одинаковы. Такъ какъ

опорныя точки в и 7”, въ силу условій конструкціи, могутъ двигаться

ЛИШЬ по горизонтальнымъ линіямъ, то въ план'Ъ перемізщеній 111 точка

@" должна лежать на горйзонтали, проходящей черезъ точку е', & точка

]” Должна, лежать на горизонтали, проходящей черезъ точку ]". Если

Обозначить черезъ ж,’ и щ' разстоянія по вертикали между точками &"

и е” и соотв'Ьтственно между точками в" и {”, & черезъ ш, и №2 гери—

зонтальпыя разстоянія между точками @ и в и соотвізтственно е' и Г

(фиг. 25), то, какъ извёстно изъ предыдущего, въ силу подобія фигуры

плана перемЪщеній и фигуры данной фермы, ДОЛЖНО быть;

, . , __ . .

откуда
ги,’ = 20‘,’ % ._ „,?

Величина отр'Ьзка и;] опредЪляетъ положеніе—въ планъ 111 перешё-

щеній—горизонтали (показанной прерванной чертой), на которой должна

лежать точка @". Самое положеніе точки ей” на этой горизонтали найдется,

если мы въ планів ПЕ у точки &' (имізющейся въ немъ, такъ какъ точка

@ принадлежитъ также фермЪ 111) построимъ отрЪзокъ с"‹1'‚ взятый изъ

плана П перемЪщеній и проведемъ с”‹і”_\_с‹і. ЗамЪчая, что въ планіз П1

должно бЫть сі"е"_[_сіе‚ найдемъ въ перееЪченіп горизонтали, проходящей

черезъ точку е' съ нормалью къ сіе, проходящею черезъ точку &” —

точку в". Такимъ образомъ, получимъ двёэ точки ($" и с” для поетроенія

фигуры &”е”/`“у” плана 111 перемЪщеній, слЪдовательпо, можемъ построить

эту фигуру. Перенеся затізмъ изъ плана Ш перемізщеній въ планъ Ц

перемЪщеній отр'Ьзокъ (№, можемъ построить фигуру плана 11 переша—

щеній по двумъ точкамъ с" и @". Неконецъ, замёчая, что узловая точка

;] есть ‚общая точка для фермъ 111 и ПГ и выстраивая. у точки 9' плана,
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ПГ переміщеній отріззокъ 97”, равный и параллельный отр'іззку ()?/‚ИМ'Ьющемуся въ планъ Ш перем'Ьщеній и проводя у”іг”_1_9/Ъ до пересчё—ченія съ горизонталью, проходящею черезъ точку ід’, найдемъ дві; точки9” и 11” для построенія_фигуры плана перемЪщеній для фермы П”. ЛегкоВИД'ЁТЬ, что построеншя, какъ показано выше, фигуры С”і”сі”'‚ {”е”/”!!”,9”1с’%” плановъ перем'Ьщеш'й удовлетворяютъ какъ конструктивнымъ усло-віямъ опорныхъ точекъ фермъ, какъ и заданному условію общей связивъ точкахъ с, 0! и у между фермами 1 и П, П и 111, Ш и П”.П. Ферма Гербера съ подвтсными балками, опирающимися на концыконсолей. ‚ такъ какъ точка ‹і лежитъ на концъконсоли фермы Ш—й. Между тЪмъ на фиг. 25 оба конца подвЪснойфермы были неизмізнно связаны посредствомъ шарнировъ съ концами



__39_
зящей по горизонтали, & именно 6 и соотвЪтственно [, тогда какъ на,

черт. 25—мъ все сооруженіе им'Ьло лишь одну неподвижную опорную

точку, Такимъ образомъ, при изм'Ьненіи температуры, напримЪръ при

повышеніи ея, все сооруженіе, изображенное на фиг. 25, получает'ь пе-

реміщеніе отъ опоры @ въ сторону опоры 12, & сооруженіе, показанное

на фиг. 26, при такихъ же условіяхъ получаетъ перемЪщеніе: 1) для

фермъ 1-й и 11-й отъ .а къ ‹1 и 2) для фермы Ш—й обратное, т. е. отъ

у къ [, причемъ точка сі относительно точки @ перемЪщается `вправо,

& точка в относительно точки сі перемЪщается вл'Ьво.

Построеніе плановъ перемізщеній для консольныхъ фермъ 1 и Ш не

представляетъ никакихъ затрудненій и производится на основаніи изло-

женнаго ранізе. Для построенія плана перемдвщеній подвЪсной фермы П,

удовлетворяющего т'Ьмъ условіямъ: &) что эта ферма связана неизм'Ьнно

въ точкЪ с съ 1 фермою и 6) что вертикальная проекція переМ'Ъщенія
точки сі фермы П равна вертикальной проекціи` переміщенія точки в,

т. е. конца консоли фермы Ш, поступаютъ сл’іэдующимъ образомъ. Въ

фермъ П принимаютъ сперва произвольный ‚узел'ь за неподвижный и на-

правленіе одного изъ стержней‚ проходящихъ черезъ этотъ узелъ, за не—

измЪнное; затдвмъ строятъ планъ переміщеній для фермы П, въ зависл—

мости отъ упругихъ удлиненій ея стержней; потомъ всей ферм'Ъ П, какъ

неизмЪняемому диску, сообщаютъ такое движеніе по плоскости, при ке—

торомъ: 1) связь фермъ 1 и П въ точк'Ъ с опять возстановляется, и 2)

вертикальвыя проекціи перемізщеній точекъ ‹! и е станбвятся равными

между собою. Посліз этого можетъ быть построена фигура с”іс”сі” плана

перемЪщеній, подобная фигурЪ данной фермы П (см. фиг. 26). Согласно

изложенному выше общему ходу построенія плана перемізщеній для фермы

П, это построеніе на фиг. 16 исполнено сл’вдующимъ образомъ.
1) Прежде всего построенъ планъ перемЪщеній, зависящихъ отъ упру—

гихъ удлиненій стержней фермы П, какъ совершенно отд'Ьльной фермы;

изъ этого плана получены на фиг. 26—(6) точки с' и сі'.

2) изъ плана перемізщеній фермы1 изв'Ьстенъ намъ отр'ЪзокъЁГсЦ выра-

жающій перем'Ъщеніе точки ‹: фермы 1; такъ какъ ферма П неизмізнно свя-

зана въ точкъ @ съ фермою 1, то крайній лізвый узелъ фермы П получитъ

такое же перемізщеніе, какъ точка 0. Поэтому, приетраивая къ точит. с (фиг.

26—8) отріззокъ ЁЁ получимъ точку с", т. е. одну точку искомой фигуры

с”іс"сі" полнаго плана перемівщеній фермы П. Прямая № въ фигуріз

плана перем'Ьщеній будетъ, какъ иввЪстно, нормальна къ ссі; с"сі"_і_соі.

З) Изъ плана, перемізщеній фермы 1П изв'Ьстенъ 'намъ отр'Ъзокъ е'_'в'—‚

& сліздовательно извізстна и вертикальная проекція сего отрёзна, которая _

по условію конструкціи сооруженія должна быть равна вертикальной

проекціи перем’вщенія точки 61, т. е. вертикальной проекціи отр'Ъзка (17$?



Н‹›:›г‹›м_у„ если у точки ‹1' (фиг. 26—6), пристроить отр'іэгюкъ атк!" и про—

пости чороп'ъ точку с” горизоп'галЬ до встр'Ъчи съ нормалью къ (‚'/57, про-
\‹›Днщ‹ч‹› чорщ'ь точку г”, то получится искомая вторая точка ‹!” „;).;з'д‘ры

‹"’/."’‹/" плана порщиізщщпій, тшс'ь шыш, вслЪдствіе построепія прдммдмль—

…… щинчсцін порши'іпцопін &!"(1' будетъ равна вертикальной 11ро<гнчіп пе—

рщгізщопіп ‹”‘‹”_::‹:"‹/'. Ностроопіе фигуры с”/ъ;“‹і“ плана перепугщеній
формы 11 по щюдгтшшть :шсимъ пикшгихъ затрудпепій.

|П. ‚!ртитл у/іерма (*а тремя шарнирами.
форма этого рода (фиг. 27) состоитъ изъ двухъ частей: гюлуъермъ

п.… сочлопоппыш» диски…, 1 и 11, которые соединены между собою сред-
ппмъ ппцшпрпмъ, помізщоппымъ въ точкЪ @.

Точка ‹: п соотвізтствоппо !) представляютъ неподвижпып опорныя
точки полуфермъ 1 и П. Для по-
строенія плана переМ'Ьщепій такой
фермы представимъ себ'Ь сначала,
что оба сочлененныхъ диска (0615

полуфермы) 1 и П разъединены
между собою въ точніэ @, т. @. пред-
ставляютъ отцъльныя (независи-
мыя) фермы. Для каждой изъ та-
кихъ фермъ построимъ отдёльный
планъ перемЪщеній, зависящихъ
отъ упругихъ удлиненій стержней
системы‚ для чего возьмемъ произ—
вольную узловую точку въ каж—

домъ дискіз за неподвижную и

Фиг. 27. произвольный стержень, проходя—
щій черезъ эту точку, примемъ со-

\рапяющимъ пепзмізппо свое положеніе на плоскости. Затізмъ, разсма-
тривая сочлононные диски 1 и П, какъ неизмЪняемыя системы, прида—
димъ имъ такое движеніе, при которомъ: 1) были бы удовлетворены
условія, которымъ подчинена конструкція опорныхъ точекъ а и 6 ди-
сковъ 1 и соотвізтствепно 11, т. 9. что эти опорныя точки не допускаютъ
никакого поступательнаго перемізщенія (ни вверхъ, ни внизъ, ни вправо,
НИ №1380). :] допускаютъ одно лишь вращеніе полуфермъ, и 2) была бы"

возстаповлепа связь между дисками 1 и П въ точкіз с. Поступая такиьгь
‹…разомъ. въ (›копчательномъ результатъ получпмъ (см. фиг. 27) искомыя
ФИГУРЫ 0”!’”‹*” И д'с"с” плановъ перемЪще'ній для сочлененныхъдисковъ
(полуфермъ) 1 и П. _

Самое построоніе исполнено на фиг. 27 сліздующимъ образоьгь:
Н 11 :чъ плапа перомЪщопій, зависящихъ отъ упругпхъ удлинепій СТВРЖ?
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ней диска 1, получимъ точки а’ и с'; точно также изъ плена перемізщеній,

зависящихъ отъ упругихъ удлиненій стержней диска 11, получимъ точки

Ь’ и с'‚ остальныя точки этихъ плановъ перемізщеній намъ не нужны.
2) Такъ какъ точки @ и !) дисковъ 1 и соотвізтственно П неподвижны,

то точка а" фигуры а"01“с“ плана перемЪщеній, подобной фигур'Б аса?

давнего сочлененнаго диска 1, совпадаетъ съ точкою а’, т. @. перем'Ь-

щеніе 5”? точки @ равно нулю; точно также перемізщеніе [77327 точки 6-

равне нулю, & потому точка !)” фигуры 1)”в"с" плана перемЪщеній, по—

добной фиг. Ьес давнего сочлененнаго диска П, совпадаетъ еъ-точкою д'.

Такимъ образомъ‚ мы получили по одной точк'Ь для каждой изъ двухъ

фигуръ перемдізщеній.
3) Еще по одной точкіз для построенія “упомянутыхъ фигуръ полу-д

чаемъ изъ сл'Ьдующихъ соображеній: @) въ план'Ъ 1 (см. фиг. 274)?

должно быть а"с"_|_ас; въ планів 11 (см. фиг. 27, П) должно быть 6"с”_|_Ьс;д

б) такъ какъ точке с есть точка общая обоимъ дискемъ 1 и П (обЪимъ’

полуфермамъ), то въ пленахъ 1 и 11 (см. фиг. 27) перемЪщеніеЁ’Ё’
должно ИМЪТЬ одни И тт) же: линію, величину и направленіе, или про-
екціи 2707 перемізщенія на две опредЪленныхъ направленія должны быть

одинаковы какъ въ планіз 1, такъ и въ план'Ь П.
Для построенія на фиг. 27 взяты проекціи перем'Ьщенія 0707113 на-_

правленія: ас и на нормальное къ ас. ,

Изъ точки а” (а') проводимъ въ Плант 1 (фиг. 27) прямую нормаль—

ную къ ас; на этой прямой должна лежать точке с”; зат'Ъмъ “изъ точки

с' проводимъ прямую 0% || ас до встрізчи въ точк'Ь іс съ Зршою, прохо—.

дящею черезъ точку и”, и нормальною къ ас‚ ОтрЪзокъ 0% и изобразитъ

проекцію перем'Ьщенія с”с' и направленіе || ас.

Перенесемъ эту проекцію въ плантз П (фиг. 27), т. е. построимъ от-

ртззокъ с’іс у точки е' въ плант, П, возставимъ въ этомъ план'із перпен-

дикуляръ въ точит; іс къ отр'Ьзку 0%; этотъ перпендикуляръ отсЪчетъ на

нормали къ Ьс, проходящей черезъ точку 6", искомую точку с". Такимъ

образомъ получимъ не пленіз П отрГЪзокъ с”с'‚ изображающій величину

перемъщенія точки @. Зная на План'Ь' П дві; точки Ь" И'с" фигуры Ь”е"с"

плана переміщеній, можемъ построить эту фигуру, какъ подобную дан-

ной фигуръ Ьес сочлененнаго Диска П. Такъ какъ перемЪщенія с"с' точки

‹: ВЪ планахъ 1 и П должны быть одинаковы, то перенесемъ проекцію
160" сего перемЪщенія на нормаль къ ас изъ плана П въ 1, т. е. отло—

жимъ отъ точки іс отр’іззокъ Асс" и получимъ точку с". Зная въ плинт, 1

дві; точки ан и с" игурЫ а”сі"с” плана перемЪщеній диска 1, легко по—

строить эту фигуру, какъ подобную данной фигурЪ айс диска 1.

Точно также можно- воспользоваться для построены плановъ переь —

Щеній проекціей іс' отріззка с”с' въ плант) Н на оби перенесеніемъ этой
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проекціи іс’ въ планъ 1 найти точку с”, возставляя перпепдшц'щра,. ёс”
къ ёс въ точкЪ і въ планів 1.

5 14. Полный примізръ поетроенія плана перем’вщеній ‚№1 глазечной

Фермы. Предварительно приведенія сего прИМ'Ьра, замётимъ, *згс*;ш ночь-
зованін способовъ Кремона для построенія усилій въ фермахъ …‹№1 №06—
ною провЪркою правильности построенія можетъ служить ;;ріюь, пред—
ложенный Моігт’омъ (профессоромъ Дрезденскаго политехъшсща, пзвЪ-
стнымъ своими работами въ области Статики сооруженій).

Этогь пріемъ состоитъ въ томъ, что предварительно пост;”юонія по
способу Кремона взаимной діаграммы усилій, проявляющаяся въ фермдв Фиг. 28.

подъ дёйствіемъ данныхъ ВН'ЁШНИХЪ силъ (грузовъ, приложенныхъ къ уз—
ламъ фермы и опорныхъ ея противодЪйствій), строится веревочпый мно-
гоугольникъ для грузовъ, приложенныхъ къ узламъ фермы, примемъ за
полюсные разстоят'е берется длина сі панели фермы, что и исполнено
на фиг. 28; этотъ веревочный многоугольникъ замыкается засимъ извЪ-
стнымъ способомъ и проводится въ планів силъ д'Ьлящій лучъ парал—
лельно замыкающей, причемъ въ плата силъ получаются опорпыя про—
тиводЪйствія фермы, отсЪкаемыя д'Ьлящимъ лучемъ. Построенный такимъ
образомъ веревочный мпогоугольникъ 1,11, 111 П, У`‚\Г1‚\ГНИ УТП
обладает; тькоторыми замгъчателъными своиствами.

Разсмотримъ ординаты этого веревочнаго многоугольника, соотвЪт-



веревочнаго многоугольника, эти ординаты, будучи помножены на по—люсное разстояніе, выразятъ изгибающіе ферму моменты для соотвізтству—ющихъ узловыхъ ея точекъ, & именно по общей фомулЪ, даваемой въ \Графической Статикіз, будемъ имЪть:

Нп=М.
Въ данномъ случа'Ь полюсное разстояш'е Н: сі, т. е. длиніз панелиразсматриваемой фермы, выражаетъ величину линейную; ординаты 11 мыобозначали на черт. 28—мъ буквами В съ соотвЪтствующими числамивнизу, указывающими нумеръ узла фермы; эти ординаты представятъ нё—которыя силы, такъ какъ полюсное разстояніе, въ данномъ случай, при—нято выражающимъ Н'Вкоторую длину.Такимъ образомъ‚ найдемъ вообще: изгибающій моментъ

М=Щ=М,
& въ частности для узла 1—го

М, = 13,03

Для узла 2—го и т. д. соотвЪтственно можемъ написать:

% = 13203;
‘

Мз = 13303;

М„ : 13403;

и т. д.

Слёдовательно силы, выражаемыя ординатами веревочнаго много-угольника (см. фиг. 28), будутъ имізть значенія:

В‚=]%;

Вй=%;

Вз=%;

Вд=%‘;
и т. д.

гдЪ черезъ М обозначены моменты относительно соотв'Ьтствующихъ уз—ловыхъ точекъ внЪшнихъ силъ, д'Ъйствующихъ на ферму. Посмотримъ,
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чему равна разность двухъ посл'Ьдовательныхъ силъ В.

130 = @

М1Ві _ ВО : Ві :7
но, какъ извЪстно изъ Графической Статики *), М,: Уж„ гдъ У], есть
вертикальная сила для участка АВ фермы, & 7”, есть разстояніе точки
приложенія этой вертикальной силы отъ узла В, относительно котораго
берется моменть М вн'Ъшнихъ силъ; 71:11, ті=сі, гд'Ь А есть опор—
ное противод'Ьйствіе Л’ЁВОЙ опоры фермы. Слёдовательно:

М1121—3037:

е—е=%—%=%;М
На 1112: 17293 ; М, : Уд.

А=У, 
Такимъ образомъ

132
_Ві :Ш1_;71”

ВмЪсто момента 1112 = 7272 ?силы 72 съ плечомъ 72 можемъ взять
сумму моментовъ составляющихъ ее силъ съ соотвізтствующими плечами,
т. е. разстояніями точек'ь ихъ приложенія до узла (2) или ]) фермы,
такъ какъ сумма моментовъ составляющихъ 7, и Р‘ равна моменту рав-
нодізйствующей 172.

172 = 17, _рі.
Плечи же силъ 17, и Р, относительно узла (2)-го или В суть со—

отв'Ьтственно:
для 17, . . . . . . . . . “203

и
» Р, . . . . . . . .. сі(см.фиг.28).

Такимъ образомъ

132—13, : У,.2сі—аРД—
17,03 

такъ какъ #, : с!;
откуда

132—121: У‚—Р‚ = 172.

*) См. «Начала Статики Сооруженій». Графическая Статика и ея приложеніякъ расчету сооруженій. С. К. Куницкій 1898 г.; стр. 22 и 23.
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Этотъ же выводъ поцтверЖДается прямо изъ подобія треугольниковъ (см.
фиг. 28).

А дт! сю А тіш
по параллельности сторонъ, причемъ отношендія основаній къ высотамъ
треугольниковъ равны между собою, & именно:

132—13, : &=?"2 : 05.

Откуда
}32 ——

121 : Уа.
Точно также найдемъ, что

ВЗ _ Ея : Уз

У4 _ ВЗ : У!:и т. д.,
причемъ, для случая, изображеннаго на фиг. 28 разности, начиная отъ
126—35 становятся отрицательными, & именно

щ—щ=—щ
137—155—177
Вз__в7=_.У8=_в‚=—а,

т. @. опорному противоддіэйствію Л'ЁВОЙ опоры, взятому со знакомъ ми—
нусъ, такъ какъ ВЗ : О.

Такъ какъ
У1_У2:Р1
У2_У3=Р2
УЗ_У4=Р4ит.д.,

то, замъняя вертикальныя силы Уихъ выраженіями въ функціи силъ В,
изображаемыхъ ординатами веревочнаго многоугольника (фиг. 28), мо—
жемъ написать:

Р1= Ві—(В2—Ві):
Ре = (32 _— Ві) _“ (Ва _ 1%)

Рв : (Вз—Вя)_' (124—123)
и т. д. .

Поэтому при построеніи діаграммы Кремона усилій въ стержняхъ,
можемъ въ планів силъ—вм'Ьсто заданныхъ силъ (нагрузокъ), приложен—

-

‘ Ныхъ въ узлахъ фермы, писать ихъ значенія въ функціи силъ В.
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Этими силами В и пользуется Ліоіж для повърки правильности по-

строенія діаграммы усилій въ стержняхъ фермы по способу Кремона.
Пусть (фиг. 28) желательно опред'Блить усилія въ элементахъ 6—мъ‚

5-мъ и 4-мъ фермы, разс'Ьченныхъмысленно сЪчеНіемъ а-а. Легко виддвть‚
что всё; внізшнія силы (А и Р,), дъйствующія на, лЪвую, мысленно от-
сЁченную часть фермы, въ панели ВБ можемъ замізнить Двумя силами
В‚ и В„ изъ коихъ сила В, приложена въ узліз С фермы и направ-

лена вверхъ, & сила В, приложена въ узлізВ фермы и направлена впизъ (см. фиг. 29).
Въ самомъ д'ЬЛЪ, изгибающій моментъ ВН'ЁШ-

нихъ силъ }32 и В„ приложенныхъ, какъ по-
казано на черт. 29—мъ‚ относительно узла С
фермы (см. фиг. 28 и 29) будетъ ВД; & изги-
бающій моментъ относительно узла В фермы
будетъ 13,61, т. е. моменты получаются тт; же,
что и изъ веревочнаго многоугольника (фиг. 28).
Вертикальная же переріззывающая сила для
панели ВВ фермы получится, какъ равнодЪй—
ствующая силъ 32 И В„ д'Бйствующихъ на эту
панель и приложенныхъ въ узлахъ С И Б,
ограничивающихъ ее; величина этой равнодізй-
ствующей есть очевидно В2—В,‚ & точка, при-
ложенія ея опред'Ьлится построеніемъ веревоч—
наго треугольника на силахъ В2 И 1%' (фиг. 29)
и получится Л'Ьвчёе силы 132, т. е. Л'ЁВ'Ёе раз-
сматриваемой панели; откуда сліздуетъ, что рав-
нодізйствующая внёшнихъ силъ въ предізлахъ
панели ВБ есть 182 — В,. Изъ того условія,
что, въ случай равновёсія мысленно отс'Ьчен-
ной лЪвой части фермы‚—приложенныякъ ней

ВН'ЁШНіЯ силы: данныя В, И В, и силы замішяющія усилія въ разот—ченныхъ стержпяхъ 6-мъ, 5-мъ и 4—мъ должны взаимно уравновдвши—ваться, (& именно всліздствіе перес'Ьченія силы 32 съ осями стержней6 и 5 въ ОДНОЙ точкЪ С и силы В, съ осями стержней 5 и 4 въ одной
точкъ В, — сила 122 должна уравновізшиваться съ неизвізс‘тнымъ намъ
усиліемъ въ стержнЪ 6—мъ и съ нЪкоторою силою ( 5”), направленноюпо оси стержня 5—го; сила В, должна уравновёшиваться съ неизв'ізстнымъ
памъ усиліемъ въ стержн'Ь 4-мъ и съ ніэкоторою силою (5’), направлен—ною по оси стержня 5-го), можемъ начертить (см. фиг. ЗО) многоуголь—пикъ 'О—Щ—б—б, изъ котораго, при посредств'Ь силъ 132 и В, можно
отыскать пеизвЪстныя усилія въ стержняхъ '6—мъ, 5—мъ и 4—мъ данной

 
Фиг. 29.
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фортам, причемъ усиліе въ стержнъ 5-мъ фермы будетъ равно разности
ОТі—‘ЁТЧЧЮВЪ 5” _ 5’ = 5 *). Изъ фигуры ЗО усматривается, что, если въ;;істапмі; Кремона начерчены усилія въ стержняхъ 6—мъ, 5—мъ и 4-мъ,тэ прддолжая линію д'Ьйствія усилія 5—го до встрізчи съ планомъ силъ,мы ОТС'БКЗЭМЪ' на вертикали, проходящей черезъ точку О (фиг. 30), т.е.черезъ начало плана силъ‚ отрЪзокъ, равный В„ т. е. той силіз В,взятой изъ веревочнаго многоугольника (см. фиг. 28), которая соотв'Ьт-ствуетъ нижнему узлу, встр'Ьчаемомуразсматриваемымъ раскосомъ, въ дан-цомъ частномъ случаи}; раскосомъ 5—мъ. Это предложеніе, доказанное впер—вые Мо11г’омъ, относится вообще къ статически опредізлимымъ фермамъ,состоящимъ изътреугольниковъ, _

безразлично, будутъ ли въ різ—
Шеткъ вертикали или Одн'Ь лишь
наклонныя части (діагонали).

Приведенное предложеніе
МоЬг’а даетъ возможность не
только провізрить правильность
построенія діаграммы Кремона,
но служитъ основаніемъ само—
стоятельнаго способа построе—пія діаграммъ усилій въ фермахъ, ФШ“ 30°
называемаго способомъ МоЬг’а. Примізнимъ этотъ способъ къ примізру,
показанному на листіз Х, заимствованному изъ сочиненія ЗСЬаНег & Зоппе«НапаЬпсЬ (іег 1п3епіеигшіззеп5сЬайеп». П Ваші. «Бег ВгйсКепЬап» 1890,откуда, взята и нижеприведенная таблица удлиненій.

Пусть для данной нагрузки фермы, показанной на черт. 0: отдізльнаголиста 1 опредЪлены по способу МоЬг’а (см. черт. 7) усилія въ стержняхъфермы. По этимъ усиліямъ вычислены въ нижеприведенной таблиціззна-чепія А! удлиненій стержней фермы, и именно:

 
8!^! :т

Е: 2000.000 ай **); 615 = 1 %%
Зная величины удлиненій А!, можемъ построить планъ переміщеній.Съ этою цЪлью, замёчая, что точка А неподвижна, примемъ первона—чально, что стержень АВ сохраняетъ неизмЪнно свое положеніе на плос— 
*) См. по сему предмету способъ Циммермана опредізленія усилій въ сквоз—ныхъ фермахъ. С. К. Куницкій. Начала, Статики Сооруженій. Графическая Ста-тика и ея приложенін къ расчету сооруженій 1898 г., стр. 161—163. '**) аг : атмосфера, т. е. давлепіе одной атмосферы.
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кости во время деформаціи фермы. 33 начало плана перемч‘эщеній примемъ
на чер. ?) точку А’, точка В’ получится, откладывая Ц0 ‚горизонтали
вправо отъ А’ (такъ какъ стержень А’В’ вытягивается): А’В : А!’ =
= + 0,39 миллиметра. Для того, чтобы отложить такую малую величину,
возьмемъ. увеличенный масштабъ, 3 именно будемъ откладывать удлине-
нія, увеличенныя въ' пять разъ противъ натуральной ихъ величины (т. е.
ОДИНЪ мм. на чертежъ 8 будетъ выражаться пятью миллиметрами). Такой
масштабъ для переміщеній построенъ на лист}; 1 внизу. Зат'Ьмъ, но из—

вЪстнымъ изъ преДЫдУЩИХЪ %% правиламъ, построены точки 0", 1)’ и

‚Таблица Удлиненій   
 

 

№№ ;"
" Длина, Площадь

;
Усиліе Ь' Удлиненіе

стержня поп. сЪч. ! въ стержнъ А ;стержней.
,

! 0111. Е ст.2
1

тон. въ ШШ

1
;

250 120
‘;

+ 37,9
! + 0,39

2 1 271 128
3

_— 41,1

!

— 0,43
3

]
105 56

{
+ 2,5 + 0,02

4 ‘ 250 120
$

+ 37,9 + 0,39
5 271 20 * + 2,9 + 0,19
6 261 128 _ 42,3 — 0,43
7 180 56 : + 1,5 , + 0,02
8 250 120 1 + 40,5 5 + 0,42
9 308 20 + 4,5 : + 0,34

10 254 128 + 44,9 , — 0,45
11 225 56 + 3,1

Ё
+ 0‚06

12 250 120 + 44,2
1 + 0,46

13 336 20 + 3,3
› + 0,28

14 250 128 — 46,7 . — 0,46
15 240 56 + 5,7 + 0,12 .

16 250 128 — 46,7
' ' 0146

17 336 20 — 4,7 — 0,39
18 250 120 + 50,1 , + 0,52
19 225 56 + 9,3 + 0,19
20 254 128 \ _ 50,9 _ 0,50
21 308 20 _ 2,9 _- 0,22
22 250 120 + 52,5 + 0,55
23 180 56 + 8,5 + 0,14
24 261 ,

‚ 128 , — 54,8 — 0,56
25 271 20 _ 0,5 — 0,03
26 250 120 + 52,9 + 0,55
27 '105 56 + 6,8 + 0,06
28 : 271 128 — 57,4 _ 0,61
29 250 120 + 52,9 ' + 0,55      
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т. д. плана перем'ЬщеНій, зависящихъ отъ упругихъ удлиненій стержнейсистемы, и наконецъ, построена фигура плана перем'Ьщеній подобная‹}вшур'}; данной фермы. На чер. 8 листа 1 у точки А„ какъ у полюса,построены какъ лучи отрЪзки, взятые изъ черт. 8 того же листа, изобра—жаюшіе въ принятомъ масштабъ величины, линіи и направлеш'я д'Ьйстви-тельныхъ (полныхъ) перемізщеній узловыхъ точекъ данной фермы, & именноА,А,=О; А,В1=В”В’; А,О,=О”С’; А,]),=1)”В’ и т. д. А,@,=@"@’.На черт. 8 фигура А,В, . . .. @, изображаетъ въ принятомъ (увеличен-номъ въ пять разъ противъ натуральной величины) масштаба}; планъ дій—ствительныхъ (полныхъ) перемт‘эщеній узловыхъ точекъ данной фермы.Чертежъ А изображаетъ увеличенную въ четыре раза деталь частиплана перемЪщеній у точки А’, взятую изъ чертежа &.515. Построеніе деформаціиціни стержней, соединенныхъ между собоюпосредством'ъ шарнировъ. Рядъ прямыхъ стержней, соединенныхъ между со—бОЮ ПОСРЭДСТВОМЪ идеаль—

ныхъ шарнировъ послЪдо—
вательно, т. е. такимъ об—
разомъ, что каждый стер-
жень однимъ своимъ коп—
ЦОМЪ соединяетсясъ преды—
дущимъ стержнемъ, & дру—
гимъ съ посліздующимъ на,—

зывается Ц'ЁПЫО стержней.
Обозначимъ фиг. 31 въ по—
добной цізпи стержней: уз-
ловыя точки черезъ О; 1; 
2; ..... (т _— 1); т; (т + 1); . . . . . %; длины стержней $,; 12; . . . .г…; . . . . [„ и углы, образуемые между собою осями смежныхъ стерж-ней черезъ д,; 82; . . . . . Эт; ..... 8„_1_ Пусть внЪшнія силы прило—жены лишь къ узловымъ точкамъ цЪпи стержней; въ такомъ случай,

прямою, & деформація цЪпи стержней выражается относительными пере-мЪщеніями узловыхъ точекъ, переМ'Ьщеніями, обусловленнымиудлиненіямиА!,; А!, и т. д. стержней системы и измЪненіями А81; А82 и т.` д.угловъ, образуемыхъ между собою осями смежныхъ стержней. Изученіеэтихъ перемЪщеній имЪетъ значеніе для теоріи такихъ сквозныхъ фермъ,въ коихъ узловыя точки соединены цЪпью стержней, для которой измізненіяС. Н.. Куницвій.
4
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Фиг. 32.

№., всліздствіе ея деформаш'и, повернется на нёкоторьпё: ;гггълъ Ф.::
'У, и т. ‚1. отъ первоначальпаго своего положеш'я, при чеиъ. какъ

видно вт, фиг. 31—й,

ЛГ? тт А81;\у3:\р2 + Аза ; ч:м:. Ф'т_1 + _\„°5›т_1;

там как;. …:.гг,‚п-‚-…іе пглаорота стержня 12 около узловой точки 1 на

угол, 'У? ‹:ияссаппыс ‹:ъ пимъ остальные стержни (если представить себЪ

ихъ пи. крит пе измёпяющими угловъ 32;83; ..... Эт: :`>„_1‚ т. е.

клик!. бы жестко ‹;и‚р'г‚п.;юппыми въ этихъ углахъ)‚—повернутся также на

уггпп. 'У, Принят. :аатёмъ во вниманіе, что углы 8, начиная отъ 82 до Э„_1

могут также получить пікоторыя измЪненія, найдемъ написанныя выше

цыряжепія пеличинъ ‘У.
Риж-‚мптримъ теперь произвольный стержень длиною [, концы котораго

‹»бгнтядтимт, чрез'ь „, и & (фиг. 33). Пусть перем‘вщеніе аа' точки @ намъ
ижтггпп. Для опред'Ьленія новаго положенія 6‘ точки 6 перемізстимъ
стержень (!,/› параллельно заданному первоначальному его положенію въ

новое положепіе а'і;„ затёмъ Ё'Ьним'ь длину сего стержня на данную
величину его удлинепія А2=6‚Ь„ и, наконецъ, повернемъ стержень на
данный угол'ь ‘Р'. При этомъ конецъ Ь, стержня описалъ бы дугу окруж—
ности, равную (і-ъ— А!) ‘У; по такъ какъ мы предполагаемъ, что пере—

м'Ъщепія уялоныхъ точекъ весьма, малы, то можеть замЪнить эту дугу
окружности отр'Ьзкомъ нормали въ точк’Ь Ь, къ прямой (#62, при чемъ
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длину этого отріззка можемъ взять, по малости А2 сравнительно съ [, равною:

62612? :]‘Г;
при этихъ допущеніяхъ значительно упрощаются построепія, между т'Ьмъ
достигается совершенно достаточная для практическихъ ціэлей точность
построенія. Перемізщенія узловыхъ точекъ Ц’ЁПИ стержней цЪлесообразно
строить на отд'Ьльномъ чертеж'Ь и при томъ въ увеличенномъ масштабъ
отъ произвольно избраннаго полюса О; построеніе это слтздуетъ производитьтакъ, чтобы каждое перемЪщеніе по величинЪ, линіи и направленію
(знаку) изображалось лучемъ, исходящимъ изъ полюса (со стрёлкою, на-
правленною отъ полюса). На фиг. [33 ——(1;)] 07 обозначаетъ заданное
перемізщеніе узловой точки @; къ этому переміщенію пристроено удли—
неніе А! стержня ! (па-
раллельное оси сего стерж—
ня) и зат'Ьмъ къ А! при—
строенъ нормальный къ оси
стержня ! отрЪзокъ р: [ЧУ,
отр'Ьзокъ &' представляетъ
искомое перемЪщеніе узло-
вой точки 6.

Только что приведен—
нымъ способомъ построены
на фиг. [31 — (б)] посліздовательнопереміщенія вс'Ьхъ узловыхъ пунктовъ
Ц'ЁПИ стержней, изображеннойна фиг. [3] — (а)]. Величины А! и р : !ЧГ
пристраивались на, фиг. [31—(6)] въ нижесл'Ьдующемъ порядкЪ:

А11;А!„;р2;Аіз;р3; . . . . А!…;р‚„;. . . .А!„;р„
по величинЪ, линіи и направленію (знаку, стрЪлкЪ)‚ при чемъ вообще:

“… || !…;ртщіт
Вміэсто обозначеній Ад,;А12;А13 и т. д. приняты сокращенныя

 
Фит. 83.

обозначенія А1;А2;А З и т. д. Лучи ЕЦЁЦЁЗЪ. . . . Оп’ (см. фиг.
[31 — (6) )] представляютъ по величин'Ь, линіи и направленію (знаку,
стрълкЪ) искомыя перемЪщенія узловыхъ точекъ ], 2, З .. . . . данной
ціни стержней (фиг. [31—00] ).

На фиг. [З1—(а)] маленькія стр'Ьшш у стержней изображаютъ на—
правленіе вращенія соотвізтствующаго стержня. Положительному ЧГ со—
отвЪтствуетъ въ разсматриваемомъ случая; вращеніе стержня влЪво, &
отрицательному ЧГ—вращеніе стержня вправо.

Знаки (+) или (_), показанные у стержней, представляютъ знаки
соотвізтствующихъ удлиненій А! стержней. Знаку (+) соотвізтствуетъ
удлиненіе (вытягиваніе) стержня.

4.
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№№№№№ №№ неподвижныхъ (№

№} №„ № @, №№ № №№№жно. то она изъ углю—
» .… ззшеищшжную и эшнъ изъ стер—

» №№ тачку пришиты
на №; зжішв страт

ве:. : више, и. наконепъ. разсизшриви
‘

‘ " .. извлеките жотельнъшъ пере—№ ушвшжв №) № №й ть абсошютног-неишішнещю
тзбешдшжгшшю (съ .: г =. :\ сдединеш'эшш въ узнав) *`) систему,

№№ @ № № ююрошъ были бы удоюетворенышйй-
. =<. ‹

„ «шви… №№вюшшжшКвъсилу конструшіи или [ю за—

№)—№р№‚№№ №№№ Перешёщенія, испшываеиызузлдвш№№№№шшпошивеиъ ея движет изображашся№№ ш,», № 310 №0 при ржишршш плановъ пере—№ № № \ТЩ—лут м’Ю, направле-и къ полюсу
@@ № кв №); № оба переквщенія геометрически,№№ (№) переиіпценіе т”т’.Р№№№ №№ будешь принішшь въ дашьнйй-

: › въ №№ №№ фермъ, составленнъшь изъ
'

. .» ‚..: Уш &, № осями сиежныхъ стержней въ накой—№ № шержй, принадлежащей такой фермт. представцшотъ ШШ
аут утаить треугольников, образуемых}, осями стержней фермы, Ши № №№ углы треугольника.. Поэтому вычисленіе изміз-
шевіій & % № угловъ & сводится въ опредішенію измізненій
№№италии: пзшспосш отъ упругихь удлиненій его сторонъ.

& 16. №№ ‚новь треутохьноі сити тупи№ № щ юбоп шарпрш, въ зависнет отъ№ № шт перші. Пусть даны (фиг. 34) удлиненія
АД,; М,; А1‚скер:ней !,; !,; 1, треугольной системы АВС; требуется№ твеяія Аа,; Аа,; Аа, угловъ а,; а,; аз, образуеннхъ ОСШтт, “№.

Построят— (фиг. 35) плыть перешЬщеній узловъ данной треуголь—М системы по способу типы. Для этого приненъ точку А данной
тролшой системы за неподвижную и положить, что ось стержняАВ №№ №5510 свое положеніе на плоскости. Въ этомъ случай№ А’ (фл. 335) совпадегъ съ пошосонъ (0) плана. переміщеніщ и№“ А’Б'_А1‚ дасть точку В'. Если у точекъ А' и В' построитьу№ М, и А!, стержней 1,11 !„ изображаешя отріззкаии ЕТО:

        
 

”`)- При №25 соедиеш'яхъ въ узлахъ—углн нет осями стержней сохра—нят свою величину (1. е. не изи'Ьняются).  
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и В’С‚‚ и изъ концовъ этихъ отріззковъ возставить къ нимъ перпендику-
ляры до взаимнаго пересЪченія сихъ перпендикуляревъ, то получится
точка С", опредЪляющая собою переміщеніе 5—07: А’С” узловой точки
0 данной треугольной системы. Если представить себЪ, что точка С" най-
дена по способу, показанному въ предыдущемъ @, а именно посредствомъ
удлиненія АД и перпендикуляра р2=1‚ЧГ‚, то легко видЪть, что отрЪзокъ
СТС'2=р„‚ такъ какъ №2 есть длина перпендикуляра, опущеннаго изъ
точки 0’ на Ад,. При деформаціи разсматриваемой треугольной системы
АВО стержень 12 поворачивается по отношенію къ сохраняющему неиз—
м'Ьнно свое положеніе
на плоскости стержню
13 на… нЪкоторый уголъ
АОН; поэтому.

0,02 : р2 =12 Ааі.
Обозначимъ въ планів

перем'Ьщеній (фиг. 35)
точку пересёченія отрізз-
ковъ А2, и Аід черезъ
СЗ; возставимъвъ произ—
вольной точит; продол—
жепія прямой А’В’ перпендикуляръ 02 и проведемъ черезъ точки О,;
С? И 03 плана перемізщеній прямыя, параллельныя А’Б’, которыя пере—
сЪкутъ этотъ перпендикуляръ въ точкахъ ]; 2 и 3.

Изъ подобія треугольниковъ на фиг. 35 и 34 (по параллельности
сторонъ) легко найдемъ:

 
Фиг. 34. Фиг. 35.

0—1:А!1 =ід:!„
откуда:

Щ=А_дт;,‚;
1.

Подобнымъ же образомъ получимъ:_ — А!ов=№іщ 03=——Зіз,
% 13

гд’Ь % обозначаетъ высоту треугольника АВС, если принять за осно—

ваніе его сторону АВ. Затіэмъ проектируемъ отрЪзки 026“ и 0,0' на
прямую, паралельную А’В' и находимъ для этихъ проекцій значенія:

0208672011=р5в зто!1 : [‚ ЗтоиіАо:і ;

зам'Тзчая, что по фиг. 34—й

!, 36% а, : Ь,
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ШШОДИМ'Ь: '

020,85” 01, : Аа} ;&.

Подобнымъ же; образомъ 0,0" 3673012 : Аа,!з.
‹ _ _ “ ОТакъ какъ сумма угловъ въ треугольншъъ од +42 + из __ 130 , то

311+ Аа? + Ааз : 0,
откуда:

Ааі 4— Ааа :: — 333
Сл'Ьдователъно:

Аа, . 13 +51, . 72 : —.\с‹3 ]: ,

т. в.

026" зги, + 0,6" 823101, : _— Ааз . /г

Если зам'Бнить на, фиг. 35—й удлиненія 4311 ; А22;.\23 (т. е. линей—
. А1 А1 _ Агвия величины) отношешями 771 ‚ Т ‚ 73 (т. е. отвлеченпыми числами,

которыя, по отдгълъному масштабу чиселъ, могутъ быть также выражены
въ вид'Ь нёкоторыхъ 0трЪзковъ), то изъ фиг. 35—й можемъ получить
численныя значенія изм'Ьненій Аа, ; Аа, ; Ааа угловъ, выражаемыя также
въ вид”}. н'Ькоторыхъ отрёзковъ, изм'Ъряемыхъ по упомянутому масштабу
чисел'ь. Съ этою ЦЪлью достаточно построить лишь четыреуголъникъ
6303026" (см. фиг. 35), опред‘вляемнй точками 1; 2; 3. Точка 3 выби—
рается произвольно, точки 1 и 2 находятся отъ точки 3 въ нижеслЪдую—
щихъ разстояніяхъ: 31=іт__%_ . ЭТ— ы, _ Ад

1, !„ “12 г—
1

 
Во изб'Ьжаніе ошибокъ при опред'Ьленіи знаковъ величинъ Аа снаб—

жаютъ отрдЬзки др и (‚тд (фиг. 35) стрЪлками, направленньши къ
точкъ 6". Эти стр'Ьлки покажт, въ какую сторону поворачиваются
стержни !, и 12 относительно стержня 13. Въ случай, поназанномъ на
фиг. 34 и 35—й (какъ обозначено, между прочимъ, на фиг. 34-й неболь—
шими стрёлками, нормальными въ ВО и соотвЪтственно къ АС) стер-жень @ поворачивается вправо, стержень 21 _вл'Ьво‚ т. е. угл_ы а, и а!2
увеличиваются, поэтому уголъ а:з долженъ уменьшаться (для того, чтобы
и послЪ изм'Ьненія угловъ сумма ихъ осталась равною 1800), слЪдова—
тельно: Аа, > О, знакъ (+); Аа, > 0, знакъ (+_); Аш3 < 0, знакъ (—).

Если на, фигур'Ъ 35—й, вмЪсто длинъ, взять отношенія Т'Ьхъ же
длинъ къ % (выразивъ найденныя такимъ образомъ отвлеченныя числа.
нЪкоторыми отрёзками, по масштабу чиселъ), то возможно, пользуясь
ЭТИМЪ ЧВРТЭЖЗМЪ ВЫВЭСТИ Н’ЬКОТОРЫЯ ПРОСТЫЯ СООТЦОШеНіЯ между вели-А1чинами Аа и Т' Именно, проектируя отрЪзки 0302 и 030] на. го—

 
д“

;;
‚…да,—нац.;ь...

‚...-иш.

‘.ъ

;…

›

.‚ыы…

Ёьъіыгір№№щь

;№№:…

.„
.
.
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ризонталыполучимъ (по фиг. 35-й): _
› __ 7 у у

—-Аа:_З __ 0263 воза1 + 636 , сово:2

Проектируя тЪ же отр'Ьзки на вертикаль, чайдемъ:   А! А! 1
у __ 2 __ з __

0263 _( 12 13 >$іиа1
’

—— А1 .“ 1
7 —— _'____ ‚& ___

0361_< 11 13 >5ъ'жа,

Подставляя значенія отрЪзковъ 030, и 0203 въ выраженіе АокЗ,

получимъ: М М М А!Ааз—і——4 сйа+——Ё’——ц—2 сйа ‚ . 1
З

13 [‘ ]

у 2 [3 12
у 1

( )

Пользуясь аналогіей и замЪняя посліэдовательно величины а3;а2;а‚;
‚31 2 !
*!*—3 ; 9,3 ; % однъ другими въ томъ порядк'Ь, какъ онъ встр'Ьчаются ча-

3 2 1

совою стр'Ълкою на фиг. 36, можемъ написать:
‚ А‚“‘ —— М“) 6259013 +(Ы‘ —— 13) 6159012

\ "1 12 11 [3

А! М М .“
Асс2 :( [: —

233) сйуа1 +
(_??—

—- 15) (5.9013

Если удлиненія стержней зависятъ исключительно отъ усилій Б', ;82;
83, которыя вызываютъ напря—
женія матеріала стержней на

единицу площади поперечнаго
ихъ сіэченія:

/

    Ааі:(   %……

то получится:

№_і.ё_ё_гз.№_&__ _ ‚ __
2, Е] ’

12 Е2 23 Е„
При одинаковомъ для 'вс'Ьхъ ФЖ %

стержней модулъ (коэффишентЪ)
!

упругости Е найдемъ изъ уравненій (1), выражая %— черезъ %:

 
ЕАаз= (сз—оі)сі_9а2+(оз—о2)сйуаііЕАа2:(°2_°з)СЁ9ая+(““я—бдйуаз} ’ ° ' (2)
ЕАО!1 =(°1_ 02)6Ёуа3+ (‹:1 ——03) (;Ёуае!

Въ этомъ случаъ цілесообразно изобразить чертежемъ величины



Еда ззаніітъ зщтшпъ .И}: т. @. В’Ь фиг. "’"Й 331737373 ъзіаче—
31

3134г — д гепеггъ :. Подобная замйна исполнена 3.1 м:, ‚' ' :; 31;
?:іеТГгОЫЯ' ЗПППЧЁМ’Ь. гиг тебт'ютъ особычъ пояспеай: 7:3; “тт. “:"?
гит; ?.?шчачш ;да ат, ›раи'юскіе знаки разностей : __ : . т_

-

Фш, ЗР—я т.г‚дзгітатяе’гъ случай: копа. ог…
’)Г , г—г 6-— , ' ‚"№113“; 7 Те П‘ЁЖТЪ ';.ЧЗК'Ь [+ '? фИГ- +’"“? ":Юі‘на"““”

ими ггг, : —— :, :г‹'‚п‚жите…п‚на‚ т. @. ии‘ьетъ алан & …стъ: ите ъттпмтагьпа. ?. са. тгёъгатъ знань 7—1. Сзег;;3 г; '
-

‘ ;: ЦЕ-й
'гтга ’, :Ыбпяпа совпыаюгпею съ точного ЧТЗ хату…“ „ .‘едрэъи—‚‚ ;! ;;тггцкъ и::ъгііпетй .`ъи уг…товъ :(? обра: ‚ны ‘

- ‘:Тёржэей
‚буит ; .или?! *:пгечы. тг; :::, :;тгмъ отпогпеггдз 1.2; ‚-‚—- ;? ‚ :.?“ гы—
""'1'7 „ тяг ‚:Ё—г’г Вт, аг; ‚3,13, показатьгщъ ‚’;.з Г…Тз .Е—і; ".;ЦЕТ, тер-эт’ш

_

такт, ‚,г-"7:г'‚;г:ъ':э;'.ъ
12 трейжтьной систеъгді ‘…г ‚'—і‹ йово-

раттгпииьтгн ігри ‚псц‘юрчгяпіи системи вправо ——:г:_'‚ :;Ё ‹:г; ;. : гг:;т Б.
д —д,‹‚‘г‚‚д‚;‚ „„„„ „…, А. потап) утят, :(2 7»ге:5;::а.ет.д: : ; ;; < 0'ы ', — 4 гит, 7. г.гштиваетсн, Т. &. .Ъщ /О. 223“; — Фиг. 5:7. Фиг. 38. ”_

Вззм'Ьят. построенія возможно вычислить величины Е_\1: ды ЭТОГО
:;Мшищбразнп ввести вспомогательныя величины:

, '“Т и __ »- ' __ ,— ° , —— "' _”», #91“ 2 ‚з) . (»2 __
611932 (33—а1) ‚. 03 — 61913 №1 “Л'

‚ч…;гіъдстте что получится:
'В 3/1, :: (;)2 —— (:)2 ; Е'Аа2_—_‹:›‚—‹:›З;Ё_\а:3:ш

% 17. Построеніе отрізковъ р. Разсмотримъ (
О 1 2 . . . . %, ‹;оединеппьдхъ
иа пашьтижпую точку уж:
(‘,/›ХрИНЯГЪТ'Ь ПО

М'Ыпгзнія у

2_Ш1
фиг. 10) ЦЪЦЬ стержней

между собою шарнирами, причеиъ прпмемъл. О и, сверхъ того, примемъ что стержень 0—1“““…“ снт: положеніе на плоскости. ОпредЪлпмъ пере—?Ыгт'ь этой пушки стержней, зависящія исключительноотъ изміз-наній 33)
уг_‚п›н';‚‚ образуемым …”…“ стержней, Т. е_ найдемъ переміще-

когда упругія удлиненія стержней для КЗЖДЗГО
ны нулю, т. 9. когда А!:О.

тн уыпп'н ‚'ЫЯ случая,
стержня порбзнь ран

.?) ‚‘>Оа›"

ътп лада А‘“? 155313"



_57__
“Планъ переміщешй узловъ представляетъ въ этомъ случай; несомкну-тым многоугольникъ 0—2’_3' _ _ _ „" стороны коего 0—21: Рв _; АЭ ._

2 ”
2'3'=Р3=13А&2

итд.
норм?.тьны

къ осямъ соотвЪтствующихъ стержней 12; 23 и т. д. Упомя—
НПБГ]? мпогоугольпикъ легко построить, если извЪстны проекціи переміз-шенш узловыхъ точекъ данной цЪпи стержней на какую—либо ось АВ,которая однако должна быть выбрана так'имъ образомъ‚ чтобы она небыла параллельна ни одному изъ стержней‚ такъ какъ въ посл'Ьднемъ 

Фит. 40.

случай; проепція соотвЪтствующаго перемЪщенія‚ т. е. соотвЪтствующаго
отр'Ьзка р получилась бы равною нулю. Для нахожденія проекцій на
избраппую ось АВ перемёщеній узловыхъ точекъ Ц'Ьпи стержней при-
мемъ сначала, что измізнился на А8, лишь одинъ уголъ, & именно уголъ
Э„ остальные же углы 8, образуемые осями смежныхъ стержней цЪпи,
остались пока безъ изм'Ьненія; очевидно, что такое условіе равносильно
повороту части цЪпи стержней 1—2—3 . . . . и на, уголъ АВ,.При такомъ
поворотіэ какая-либо узловая точка т, отстоящая отъ центра вращенія,
Т. е. отъ узла 1-го на разстояніе @, перем'Ьстится по направленіщ нор—
мальному къ прямой 1т, соединяющей узлы 1—й и т—ый, на величину

бт——1 : &' А81°



. „‚_
Проекти: 81… № “№ на прямую тт… паршщю

ивбратшой оеи—АВ' правша, найдетсяпзъ №0613 (по взаШой пер…
пендикулярносш второи) треугольшовъ;

Айти (“\-“ А Е ту
ОЩда ч `

а/щ126т1: “71:63

гд'Ь а:, представляем разстояніе узла, 1-го ‚10 прямой тт… С.тіздовз-
тельно:  " \ $ (' `;?01т.1=0т.1 '

81
= в . 301 .

_;—

‘Ч, _ ,или о „‚_1 _ :::, › МЙ

Проеіщія 62, общаге перешБщенія Б„ узловой тош т, которое по—

лучится. въ зависимости отъ изшЬненій МД;.\Э‚;.\& . . . .АЭЩЧ вс'Ьхъ
угловъ 8„;8‚;&‚ . . . Э„Н выразится сушюю проекцій частини _пере—
м'Ьщенш, слідовшельно:

т—1, _ _ ,& ‚„—$,А81—ъ-502А82—ъ- . . .. +$‚,‚_,№„,_, _ 2 $38.
].

Изкіънеиія №т;А8‚„‚Н„ . . .АЭ„_1 угловъ &… ; Э,“… . . . %)„“ оче-
видно не вліяютв на перешіъщеніе разсматривземаго узла. т, но вліяютъ
соотв'Втс'твепыо на перекйщеніе посл'Ьд'уюпшхъ уз-ловъ. Выражевіе сто-
ящее въ правой“ части уравненія ( 1) можетъ быть разсматриваеио какъ
статическій мешать относшелъно тош (т) воображении сш *)
А3; ; Аайо — . №№.” Прилежнншъ въ узшъ. находящихся по л'Ьвую
сторону тот (т) и.№№Шіи шьйствіяпзраллельныл прямой АВ.

Изъ Графической Стишки наш. внёсшо цостроеніе статические но-
мента даннихъ силъ относительно данной точки, сл'Ьдовательно, поль-
зуясь этимъ построеніемъ, возможно легко опред'Ълить графически значе—
тя р, какъ это изложено ниже. '

Построить для воображаемыхъ грузовъ М),; $32....АЭ„_1 веревоч—
ный многоугольникъ съ пошосньшъ разстояніемъ равнымъ единицдв (Н=1)‚
при чень первую сторону этого веревочнаго многоугольншш, надлежшъ
для нашей Ц'Вли выбрать нормальной къ АВ. Если черезъ вершины 1, 2,’
З, . . ‚т, . . . % веревочнаго многоугольника провести прямых, параллельныяАВ и изнёрить отр'Ьзки этихъ прямыхъ, заключенные между веревоч—
ньтв многоугольникомъ и продошкеніемь 1—й его стороны, то, какъ из-

*) Величины Ы}, ; №}, . . . _“іт_1 въ дійствитедьности представляютъ ніжото-
рия отвлеченныя числа; чтобы представить эти величины подъ видомъ сшгь, т. 6-
ніъкоторыии отрёзкаии прямыхъ линій, необходимо построить отд'Ьльный масштабъ'
чиселъ и по этому масштабу изм'Ьрять отмазки, изображающіе величины АЭ-
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В'ЁСТП” ИЗЪ ГРЕЪФИЧЭСКОЙстатики, полученные отріззки и изобразятъ иско-МЫЯ ВОЛП‘ШНЫ 5'2; д’з._..8’„....б’„. Проведя (черт. 40) черезъ вершины1‚ Ё». - - т. . % веревочнаго многоугольника прямыя, параллельныя 1-й егоСТОРОП'Ё И ПОСТРОИВШИ _многоугольникъ О’ 2’...т’...п'‚ коего вершинылежаТЪ На этихъ параллельныхъ прямыхъ, & стороны нормалъны къ осямъ _ : ‚. “."? `Рэ— ——2‚ Рз=4'—б';...-Р„=(”—і)'—п'. 
Таш, какъ величины р зависятъ отъ величинъ д’, то чтобы получитьвеличины р на чертежъ въ масштабч‘ь увеличенномъ въ р. разъ, слЪдуетьувеличить величины д’ въ р. разъ. Это увеличеніе можетъ быть достиг—нуто или увеличеніемъ въ ;» разъ каждаго изъ воображаемыхъ грузовъМ}, сохраняя полюсное разстояніе веревочнаго многоугольника равнымъединицгЬ, или же уменьшеніемъ полюснаго разстоянія веревочнаго много—угольника въ р разъ, сохраняя силы А8 безъ изм'Ьненія.Въ ‹;амомъ №№, величины д’, помноженныя на полюсное разстояніеН ‚ выражаютъ соотвізтствующіе статическіе моменты М, воображаемыхъсилъ А?}, а именно:

М5=б'.Н=Еаз.АЭ
д,_2т.А8 *)_ Н—

Очевидно, увеличивая воображаемые грузы А8 въ р. разъ, получишь:

откуда   
т. е. увеличенную въ р. разъ величину д’.

При Н=1.... Бж.рА8:дд’.
Съ другой стороны, еслш уменьшить полюсное разстояніе Н въ р.разъ, получится:

 
2$.А8 _ 8,Т _ Р ’

1.1

т. е. опять—таки &’ будетъ увеличено въ ра разъ.
2 .А8 `При Н:]..… т1_=№‚_

Ё  
.

_ , „") Изъ полученнаго выражены очевидно, что величина & —линеинэ‚я‚ т. е. пзм'Ь-ряемая по масштабу разстояній, какъ и величины р, такъ какъ АЭ и Н выражаютсяВЪ масштабъ чпоелъ, & „к — въ масштабъ разстояній. Такимъ образомъ, величины(Р Не зависятъ отъ масштаба, чиселъ, въ ноторомъ изображены А0.
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На фиг. 40-й предположено, что уголъ “’… уменьшается, а всё
остальные углы {} напротивъ того увеличиваются.

@ 18. Пзпіненіе взапшаго разстояпія узловъ ц’Впи стержней (изьгЬ-
ценіе длины хорды Ц’Ьпи стержней). Пусть (фиг. 41) дана ЦЕПЬ стерж—
ней, соединенныхъ между собою шарнирами; требуется найти из :Ьненіе

взапьшаго разстояшя
узловъ ОИ 72 згой ЦЪпи
стержней‚ въ зависи-

"”4’”'›
__

мости отъ сн дефор—Ут „Уты: * - , __дт; : :

. маши шп, что то же
самое, найти пзміэне—
Ніе А], шиныЪ хорды
ОТП, соединяющей
дваупоьппіуТЬ1хъузла.

Таш, какъ деформапія пЪпп стержней, какъ мы ВЩ'ЬЛЦ выше, выражается
ве..…чипамн _\‚7 Ц _Ш, то задача сводится къ опред'шепію зависимости
№2175: А], и вешчппззш _\.7 Н „Ы.

Обозначшп, разстояніе какого-лпбо узла т отъ хорды 0—м черезъ
@; уши, наклонены осп стержня 7… къ хорд'Ь 0—м чегюзъ :… п поло—
жшгъ', 7 1:03 : : е_. …Тепго ВЩ'ЬТЬ, что увелпчепіе какого-ішби угла Н…, ‹:0-
(‚'таыгшщат ости стержней, пп, _Шт шгЬетъ пос.:гЬдствіемъ удлцпеш'е
хорды О _}; :Ъ на величину АЬ’:;/т _…т.

 
Фпг. 41.

Въ са.)..гтп, ‚11:17, разсматривая предварительно случай‚ когда всі; углы(
. .0, ::д. п;нішченшмъ пла В…, ‹гохраняютъ ыеизміъппо своп :;пачешя, & 

Фиг. 42.

плит, „тип, уп)…п, :}… и:;мЪняется на, величину А8… и когда длина каж-
‚тдш игл, стержней остается безъ измЪненія, по чертежу 42—му видимъ,
'по ш:‚.гі‚л_‹;тпі‹: и::мЪтэпія угла, %}т на А8," оси стержней, расположеННЫХЪ
между узлами т и %, отклопятся отъ первоначальнаго своего положенія,
при чет, у:;лоньт точки соотвіътственпо перемізстятся и узловая точка %
займет. понт: иоложеніе п'. Такъ какъ это перемЪщеНіе зависитъ отъ
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того, что стержень [… + , повернулся около узловой точки т на угольАЭ…, те прямая тп’ (см. черт. 42) е_оставитъ съ прямою тп уголъ АЭ….По малосш угла А8… перемещеніе вт’ точки % можетъ быть найденографически, если возставить въ точндв % къ прямой тп нормаль довстрЪчи съ прямой тп’, проведенною подъ угломъ А8… къ прямой тпили что то же, если ‹)Еюжить на нормали тг' отъ точки % отріззокъ„п'3т.&8„‚‚ гдъ т=тп. Проекція тг" отртэзка т' на направленіехорды (}—п и дастъ искомое удлиненіе А1}. Если обозначить черезъ осуголъ‚ составляемый прямою тп съ прямою О—п, то легко видЪть, что,по взаимной перпендикулярности сторонъдтг’п”= 4т930— _ Сл'Ьдо—вателъно:

фт” : АЪ’ : 9' . А8… . зта.
Но изъ прямоугольнаго треугольника тт’п сліздуетъ, что

у… : т 8672 а.
Такимъ образомъ‚ окончательно:

тг” : АЪ’ : у… АЭ….

Къ этому же результату мы пришли бы разсматривая А—къ т’т”т(черт. 42), при чемъ, по малости угла. АЭ…, можно положить: т’т”=:ут АЭ…; то же выражено графически на черт. 41 ——д. Легко вил'Ъ`ть;что удлиненію какого-либо стержня !… на А!… соотв'Ьтствуетъ изм'Ьнеш'е
длины ]} хорды 0—92 на АЪ", при чемъ АЪ” =А1тсозср‚.. Общее удли—неніе АЪ хорды 0—92, зависящее отъ совокупности изм'Ьненій вс'Ьхъ
угловъ {} и отъ удлиненій вс'Ьхъ стержней цЪпи, представится въ сліз—дующемъ видЪ:

п—1 „
.

АЪ=ЕутАдт+2Аіт008фщ . . . . . . (3)
1 1

гд'Ь
п—1 т=п—1
ЕутАдтт— 2 №488…
1 т:].

выражаетъ сумму значеній
_

уіА‘зі; у2А82о . о . ДО у„_1Аэп_1о
Зам'Ьчая, что

2С

=Ё’
если температура стержней не измЪняется, (т. е. если != О), получимъ:

АЬ=Ё1утА8т+ЁЕЕШ [т. . . . . ° о (4)

А!
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Если желательно примізнить уравненіе (4) и для случая, когда про—
исходятъ изм'Ъненія температуры стержней, то необхоцпыо ВМ'ЪСТО удли—
ненія А1=Ё подставить удлиненіе А! + А!, :%+ рН, гд'Ь р.—— коэффи-
ціентъ линейнаго расширенія матеріала стержней, & гі—число градусовъ,
на которое измізнилась первоначальная температура стержней цгЬпи.
Тогда получится окончательно:

п—1  
Выраженіе 231438 можемъ представить себъ какъ статическій моментъ

относительно оси 0 ——п воображаемыхъ грузовъ: А8]; АЭЗ; ....А8„ 4,
приложенныхъ въ узлахъ ]; 2; . . ‚;и—1 цЪпи стержней и параллельпыхъп—і
прямой 0—72. Поэтому, выражеш'е 2у„‚А8„‚ можетъ быть построено по—

1

средствОМЪ веревочнаго МНОГОУГОЛЬНИКЁЪ .

9 19. Многоугольникъ изгиба какъ веревочный шногоугольникъ. Раз-
смотр’Ьніе произвольнаго многоугольника въ качеств'в веревочнаго много-
угольники. Всякій многоугольникъ 0—1—2—3. . . . (см. фиг. 43—61) можно

разсматривать какъ
веревочный много-
угольникъ, построен—
ный для Н'ЁКОТОРОЙ
системы конечныхъ
силъ Р,; Р2; РЗ. . . .,
приложенныхъ въ
вершинахъ 1, 2, З.…
сего многоугольника,
при чемъ линіи дізй—
ствія этихъ силъ мо-
гутъ быть, въ извЪст-
ныхъ пред’влахъ, вы-
браны произвольно.
Но разъ мы задались
линіями дъйствія
упомянутой системы
силъ, то величины

 
Фиг. 43.1

"“

9ИХЪ уже_будутъ, ВООбЩе говоря, непроизвольны. Въ самомъ дЪлЪ, если мы зададимся величиною одной изъ этихъ силъ, паприм'Ьръ величи—
НОЮ СИЛЫ Р, (фиг. 43—3), то проведепіемъ лучей 1—го и П—го „ сто-
ронамъ 1—й и соотвізтственно П—й дапнаго многоугольника опред'Ьлится
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полюсъ О; проведя изъ сего полюса лучъ Ш || [[[-Ё стороні; веревочнагомногоугольника до встр'Ьчи съ прямой ВО || линіи дЪйствія силы Р„ мынайдешь величину этой силы Р‚‚ которая уже оказывается независящеюотъ наити) произвола. Точно также убіздимся, что величина каждой изъостальных» силъ не зависить отъ нашего произвола. Изъ сказаннагоясно, что въ данномъ случай; мы поступаемъ обратно тому, какъ посту—пали въ Графической Статикъ при построеніи веревочнаго многоуголь—ника,
@

именно: тамъ по построенному ранЪе плану силъ строили вере-вочный мгюгоугольникъ; здЪсь по построенному рание многоуюлънику,
пришшавмому за веревочный многоуголъникъ, выстраивает; ттт; сила.Легко ВПД’ЬТЬ, что данному многоугольнику О—1—2—3—4… .. и избран—ной (по лцніямъ дЪйствія) системі; силъ Р,; Р2; РЗ; РР.. удовлетво—ряетъ (фиг. 43—61) бвзчжлвнное множество плановъ силъ, подобныхъ
многоугольнику АВОВЕ (фиг. 43—23).

Въ ‚самомъ дЪлъ точку А сего многоугольника мы можемъ взятьпроизвольно, напримЪ-ръ въ А’ ; А” и т. д.; тогда величины силы Р‘ и осталь—ныхъ силъ опредЪлятся въ план'Ь силъ (фиг. 43—6), или обратно мо-жемъ задаться каной—либо другой величиной силы Р„ тогда положеніеточки А, при неизмЪнномъ полюсіз О„ опред'Ьлится само собою или же
выбирая и величину силы Р, и положеніе точки А произвольно, полу-чимъ новый полюсъ 0. Во вс'Ьхъ найденныхъ такимъ образомъ планахъ
силъ отношеніе между сторонами многоугольниковъ АВС'ВЕ остаетсяпостояннымъ, т. е.:  }ГЬ’:ВО:О_1)_: „…: А’В' :В’С’:О'В’... .,
& такъ какъ стороны этихъ многоугольниковъ выражаютъ величины силъР, то имЪемъ: -

Р,:Р2:Рз:....=Р’11Р'2:Р’3:…`..
ПредЪлы, внутри коихъ линіи д'ЬйсівіЯ силъ Р могутъ быть избраны

произвольно, опредізляются тЪм'ъ условіемъ, что каждая изъ силъ Р должна
имЪть конечное значеніе; какъ легко вИдЪть изъ плана силъ АВОБЕ
(фиг. 43—8) для достиженія этой цЪли необходимо, чтобы линіи дЪй-
ствія силъ Р не совпадали съ примыкающими къ нимъ сторонами ‚мно—
гоугольника О—1—2—З.…‚ принимаемаго за веревочный многоуголь—
никъ. Такъ, наприм'Ьръ‚ линія д'Ьйствія силы Р, не должна совпадать
НИ со стороной 0—1, ни со стороной 1—2; линія д'Ьйствія силы Р,
Не должна совпадать ни со стороной 1—2, ни со стороной 2—3 и т. д.

Пусть данный многоугольникъ 0—1—2—3. . .. (фиг. 44) разсма—
тривается какъ веревочный многоугольникъ, построенный для параллель-
ныхъ силъ; въ такомъ случай можно Вывести простую зависимость между
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полюснымъ разстояніемъ Н, силами Р и отріззками тд,; 712; 113. . . ., вы—

ражающими разстоянія соотвЪтствующихъ вершинъ 1, 2, З. . .. даннаго

многоугольника отъ произвольной прямой АВ, измЪряемыя по линіи

д'Ъйствія силъ Р; посредствомъ этой зависимости силы Р могутъ быть

выражены въ функціи величинъ 11. Въ самомъ д'ЬЛЪ, проведемъ (фиг. 44)

черезъ вершину 2 прямую, параллельную АВ до пересЪченія съ линіей
д'ізйствія силы РЗ въ точ-
кіз 3' и продолжимъ сто—

рону 1—2 даннаго много—

угольника до точки 3” . Изъ
подобія треугольниковъ:
А 122’ю А 3’2 3", по па-
раллельности сторонъ, по—

лучится: 3”;З' : ЖЗ
:

132
— т“ : }\95

откуда
7—_—— Ён

ФШ“ 44' 5”35' = (% ——т)
ХЗ2

Величина же отр'Ьзка З"; 3 найдется какъ разность отр'Ьзковъ З”;3
и З;З’‚ & именно . . . АзЗ„33’35"38'_8;3':(722_711))Т_(713_752)' . - (6)

[О

гдъ }\2 и ЖЗ выражаютъ проекціи сторонъ 1—2 и 2—3 на направленіе,

нормальное къ линіи дЪйствія силъ Р. Сравнивая (фиг. 44) веревочный

многоугольникъ и планъ силъ, находимъ, изъ подобія треугольниковъ
АЗ ; З” ; 2 &? аЗО (по параллельности сторонъ):

зщз : х_„‚-_—Р2 : Н
откуда: 3";3=Р2%.........(7)

Подставляя значеніе отр'Ьзка 3”;3 изъ (7) въ уравненіе (6) и опре-
дЪляя значеніе силы Р„ находимъ окончательно:

Р2=Н[ШЕШ—ЩХЩ)]9 . . . . . (8)

или вообще:  р…:н[‹ш;чт—я>_‹ш+дщ . . . . .…
т т



Выраженіе (9) имЪетъ общее значеиіе для всякихъ т;. Наприм’връ,
въ частномъ случаЪ, показанномъ на,

фиг. 45—й, когда %+, : чт-, и

}\…_ Ат + , найдется изъ выраженія
«_9) подставляя вмЬсто %+], рав—
ное ему 72… _ , И вмізсто Ж… _,. , ‚ рав—

ное ему А…:

_ (Пт_1]т '- !) (у]т— | _Пт)
Р…_Н[—А

__
[… ]т
 

По раскрытіи скобокъ у второго
члена И сдълавши Одну перестановку,

получимъ:

 
Фпг. 45.

Р… : Н [Щ'? %:») + "Ш
13:71:12]А А

П? ’"
ИП11

Р : `>и “;.—“т7 №:!
А…

Въ случай; показанномъ на черт. 46—м'ь получится, такъ какъ 72…+1:71…3

_ (п… —
1]… —д>_ (___пт—71…)

Р… "" Н[ }\ Т_т+ 1 ]п!

ПЛН

Р Н(______п…пупт —'  
Фиг. 46. Фиг. П.
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мпшнп нинишчь нщтнитіс и;“:пш-„тибп ‹]эитивнаш груза, напр.

 
(„Н, _ А?]… А?]… " ] __ Аут + ] *ЭЁШ . . . (10)

‚\!/1 А”! + ]

Н.м, фт. 19“; нп… *нп

”… 1

_ :,]… `: [т 82.” [Эт . ' ' ' ' ° ' (1 1)
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Разд'Ъляя это выраженіе на А…
: [„, сов В„, И М'Ьняя знаки, найдемъ:

А __ ,
',

_ у…__ Ау_—т_] : _—
"37[_12

5.937)! __ АЗт' .' . . . (12)
)" ”!

Точно такимъ же образомъ получится:

А?]… + __ Аут А!… + Г

ЖЖШ1;1__
: _ Ё @@… + 1

’— А3… +1 ° ° * (13)

Подставляя въ уравненіе (10) выраженія (]2) и (13), окончательно

паходимъ.
А1… А]… ++* №… + 7—4 №… … 414)(1)… : _

А3… + АВ… + 1
_

[… т 1

Пзъ фиг. 49-й сліздуетъ, что:

Вт + 1
+ 1800 __ Вт : 8111 '

Дифференцируя это выраженіе и замЪняя знакъ дифференціала зна-

комъ А, находимъ: (

Арт + 1

_ АЗт : А`}… ,

ОТКХДЗ ОКОНЧЁЪТЭЛЬНО:

А! М
……=Аэ…— ‚ттт жщуз…+‚ . . . №)

… !
  

При Зп : 90° или при $„ + , : 90°, ш… становится безконечно боль—

шимъ: шт : оо; поэтому, если ВС'Ъ ‹» должны ИМЕТЬ нонечныя значе—

БіЯ, то необходимо выбирать такимъ образомъ положеніе осей коорди—

НМЪ, чтобы ни одинъ изъ узловъ

3 не былъ равепъ 90°, какъ это

11 указано было выше, т. @.

должно быть {3 > или < 90°. Если

первоначальная температура
стержней остается безъ измЪпе-
нія, то для каждаго стержня
можемъ написать:

А! ___ Ё _ о
_

[
__ ЕЕ _ Е (1311г. 49.

" _   
Если для ВС'ЪХЪ стержней Е одно и то же (стержни сдізлапы изъ

одцпшъоваго матеріали), тоівыражепіе (15) можетъ быть преобразовано
въ пипсов.?гіздующее:

О' 'По \

:А8‚„-—Ёіу{3…+ Ё {93…+,. . . . .(16)(1)  
7,1

{)*
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Помножая 06%; части уравненія ( 16) на Е получимъ:
‘ , б ‚ \

ш‚т=-Ешт=Е{А8т—_6Ётйувт +—т_Е-Ё_‘2‘.//\$т+1}
' (17)

Если построить веревочный многоугольникъ для сплъ ш"… …… полос—
номъ разстояніи, равномъ Е, то получится многоуголышш изгиба Ц'ЁПИ

стержней въ направлеш'и оси У и при томъ въ томъ же масштабе, въ

которомъ изображена, самая ц'Впь стержней, т. е. величины Ау получатся
въ томъ же масштабіз.

Въ самомъ д'ЬлЪ:

но, по уравненію (10)

: е_ут — „… д _ (%?/… + ‚
— Ажш”!

. А’" А…, + 1

Слідовательно:

(„’ : Е
“&&&—__

Ау!” ТЦ) _ (_АЁЬЁЬТ Аут)!
^ Ат+1 [т

Сравнивая это послЪднее выраженіе съ выраженіемъ:

_ №№:ЩШ— тЙ_(*1т+ттЫ
Р…_Н1 А №] ‚,

17!

т]; В есть полюсное разстояпіе и №13 пт изображены въ томъ же мас-
штабЪ, какъ и А…, вщимъ, что если принять за полюсное разстояніе Н
величину Е, т. е. положить Н: Е, то Аут получится въ томъ же мас—
штабЪ, какъ и А…, Т. е. въ масштаб'Ь чертежа Ц'ЁПИ стержней. Къ тому
же резулътату придемъ, если величины Аут будемъ разсматривать какъ
величины пропорціональныя нізкоторымъ моментамъ, такъ что произведе-
ш'е изъ полюснаго разстоянія на величину Аут даетъ значеніе опреддВ-
леннаго момента Мт : ЕАут. СЪ дРУГОЙ стороны этотъ же моментъ М'т
равенъ произведенію нёкоторой линейной функціи силъ (Ы… :Ешт на

'Н'Ькоторую линейную величину тт, измЪряемую въ томъ же масштаб};
разстояній, въ которомъ изображенъ чертежъ цЪпи стержней, таыъ какъ
при построеніи веревочнаго многоугольника для грузовъ (”'… грузы этц
предполагаются приложенными по вертикалямъ‚ проходящимъ черезъ уз—
ловыя точки цЪпи стержней, т. е. горизонтальныя разстоянія между фик-
тивными грузами ш’т изображаются разстояніями между узловыми точ-
ками цЪпи стержней.

Такимъ образомъ получимъ:

Мт : ЕА'у", : ][ (“')‚т ) тт : Е,]: (О)…) Т… ,
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ОТКУДЗ
А _ Е; (шіт) ттут _ _ты : ?.т ' ]С (Ю…) *

Такъ какъ

(‚О… : А8… _.“
% #98… + ЪЁ! #93… + 1

есть величина отвлеченная, то измтзреніе и масштабъ величины Ау… за-
висить отъ изм'Ъренія и масштаба величины „., & такъ какъ посліздняя
величина 7”… есть линейная (разстояніе) И при томъ изм'Ьряемая по чер-
тежу цьпи стержней, то масштабъ Ау… есть тотъ же, что и масштабъ
Ц'Ъпп стержней. Если желаешь получить Ау въ масштабъ увеличенномъ
въ р. разъ противъ масштаба чертежа Ц’ЁПИ стержней, къ каковому уве-
личенію на практиктз приходится постоянно прибЪгать, то слтзд’уетъ взять

полюсное разстолніе Н въ ;: разъ меньше, т. е. положить Н=Ё.
При Т'Ьхъ же грузахъ(Ы…, величины Ау… получатсятогда въ @ разъ %ольше.
Въ самомъ дтзлЪ;

…, : @ ММ… — Ау…д ‘) _ &(Аут + 1
—

Ау…л
… А Ат + 1 ]77!

или, полагая Н ::
'сіщ

’;  Ш, : Н [ (Р'Аут _ Р‘Аут ___1_) __ (”Аут +;_—
Р'Аут)}] }\т Ат + 1

.

Если желали бы принять во вниманіе изм'Ьненіе температуры стерж-
ней, то необх0димо было бы только напряжепія

‹; = ?. увеличить на рЕЁ.

Въ остальномъ предыдущіе выводы сохраняютъ свою силу и для

этого случая. Когда, по фиктивнымъ грузамъ °"… веревочный многоуголь—
ник'ь построенъ, то всё Ау 0предЪлены, если дана прямая АВ, т. е. если

изв'Ьстны какія—либо два перемЪщенія Ау, напримізръ, для точекъ О и %

Ц'Ьпп стержней.

@ 21. Разсмотр’вніе площади прогиба, какъ площади шошентовъ. Вы—

численіе прогибовъ. Пусть (фиг. 50) многоугольникъ О'—1’— 2' . . .т' . . . и

есть линія прогиба по направленію АА’ цЪпи стержней О—1—2...т. „п,
лежащихъ въ вертикальной плоскости, И пусть АВ есть замыкающая

сторона этого многоугольника, который МЫ можемъ разсматривать, какъ

веревочпый многоугольникъ для нЪкоторыхъ фиктивныхъ грузовъ ш, ; (92 ;

шз ...ш‚„.
Обозначимъ прогибъ въ точк'Ь т черезъ б…, а часть отр'іззка В…, за—
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клншепную между прямого О’м’ и лцніей прогиба, череп, @ Ншшаіь,
заключенная между мпогоугольнпкомъ прогцба п прямом (ЛЛ молсетъ
быть разсматрпваема какъ площадь моментовъ ‚'[ЛЯ нагружении] фшсшв-
ными грузами ш,; (”22 (из... ‘”… простой балки А’В’, 1:‹‚›Т‹)р01`1 опоры
А’ и В’ лежатъ па прямыхъ, проведенныхъ черезъ узлы О и )? шщпшрпнй
Ц'Ьпи параллельно направленію АА' разсматриваемыхъ переп'Ыпепіі‘і, при

чемъ скользящая опора Ъ“ этнй балки
перемЪщается по :шпіц п‹'›р\ш;п‚поі"1 къ
направлепію АА’. Если ‹]щктшшые гру—
зы ‹» опред'Ьлепы ИЗЪ вышеприведен—
наго уравненія (1:3) или (16), т. е. при
полюспомъ разстояпіц Н: 1, то‚ какъ
ИЗВ'ЁСТПО ИЗЪ Графической Статины, ме—

жду изгнбающимъ моментомъ ПЛ…… для
сЪченія (т) простой балки А'В’ Ц певицу
ординатой ^г„„—веревот1паг0 многоуголь—
ншса (въ даппомъ случа}; эта ординат
представляетъ Н'Ьпоторое перемЪщепіе)
существуетъ слъдующая зависимость:
1 . ТМ : 31%… . ЕСЛИ фиктивные грузы
ш' опред'Ьлены изъ вышеприведеппаго

Фиг. 50. уравпенія (17), т. е. при полюспомъ раз—
стояпіи, равномъ Е, то ЕТ, : 31…11…

 
]Иш т . ‚откуда "1

:
Е] . Такимъ 06разомъ, опред'Ьлеше прогпоовъ ”@ сводится къ

вычислепію изгибающихъ моментовъ для простой балки. Если переміэщепія
% и % извЪстны, то‚ по опред'ЬленіИ прогнбовъ т 8013 остальпыя первый;—

.’13" {1}" т \ т+ (` * + (` —П*
_"О 14 ]" ‚Ь

щенія могутъ быть найдены изъ выражепія: б… : 7]…
Это послЪдпее выражепіе легко получить изъ фиг. 50.
Изложепное въ семъ % показывает), что опред'Ьленіе прогибовъ Ц'ЪПИ

стержней можетъ быть произведено независимо отъ построенія веревоч-ппго мпогоугольпшщ, еще И апалитичеекимъ путемъ посредствомъ вы—
числепія ордипатъ ц…, которое приводится къ вьшислепію изгибающихъ
моментовъ для (:'Тзчопій простой балки, нагруженной фиктивными гру-
зами. Это вычислепіе въ п'Ькоторыхъ случаяхъ очень удобно И просто,
а именно, когда балка симметрично нагружепа и когда, сверхъ того,
фиктивные грузы (» расположены въ одинаковыхъ разстояпіяхъ А ОДИПЪ
отъ другого. Приведеппымъ способомъ пользуются при вычислепіи про-гибовъ поясовъ сквозпыхъ фермъ.
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Графическое сложеніе И разложеніе силъ
въ пространствъ.

Создатель Графической Статики, незабвенный профессоръ Нульманъ,

въ своемъ сочиненіи «Віе (}гарЪізсЪе Б’Ьа’сш», появившемся въ первомъ

ИЗДаНіи въ 1864 году‚ а во второмъ изданіи въ 1875 году, первый
показалъ графическіе пріемы сложенія и разложенія силъ въ про-

странствъ.
Эта часть Графической Статики, имЪющая непосредственную связь

съ Начертательной Геометріей, какъ пользующаяся методами послЪдней‚—

долгое время оставалась ВН'Ъ области практическихъ примЪненій и только

въ сравнительно недавнее время, благодаря замЪчательнымъ трудамъ про—

фессора РбррГя, & именно сочиненію его: «Ваз РасЪшегк іш Вайте»,

появившемуся въ 1892 году, получила весьма важное значеніе въ теоріи
сооруженій, предоставляя возможность разсчитывать сооруженія, какъ си-

стемы пространственныя, каковыми они въ д'Ъйствительности являются,

безъ искусственнаго расчлененія сооруженій на составляющія ихъ пло—

скія системы.
Въ области расчета плоскихъ системъ, какъ всЪмъ извЪстно, Гра-

фическая Статика уже давно пріобрізла себъ значительное практическое

примізненіе.
'

П-г Рбрр1 явился преемникомъ и послЪдователемъ покойпаго 0111—

тапп’а, котораго идеи, такъ сказаты популяризованы и развиты РбррГеМЪ,

собственно въ практическихъ примЪненіяхъ. Основанія расчета простран—

ственныхъ системъ, состоящія въ графическихъ способахъ сложенія и

разложенія силъ въ пространствЪ, собственно даны были уже 0111шап11’омъ‚

затЪмъ нЪсколько дополнены Міі11ег-Вгез1аи по отношенію къ частному

случаю сложенія силъ, пересёкающихся въ ОДНОЙ точк'Ъ. Д-ръ РОрр]

излагаетъ эти пріемы, основываясь на идеяхъ Сп]…апп’а, но въ значи—

тельно сокращенномъ и упрощенномъ видіз, лишь насколько это необхо—

димо для практическихъ Ц'ЁЛВЙ.
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Ь…Мттти ши № въ щита точить.

& “ Пуер} №№№ Р“ Р‘? и 193, „типів: Майотт А_ пере-№№ М; № №№, №№ задания;; пилы ‚че ‚тащат… 3”… шой№№№, тт) равиодёйтуюшая В .’;тп*-;?‚ пят,
'7_ТШВ’ГЪ№Я 11110 № №Я И Ш) ВЭЛРПИН’Ё іідгвнальвч гиря...т.:іелопи—№, №810 иа №3315, изображающихъ по ‚шыш ;ёйствія и

№ № № Ш№‚ Вэ самоиъ ‚!%-„ГБ. если мы гг.,тожпмъ
_х-гегшу№ № ?, #“ ?, (фиг. 51), то пшучииъ равнпіёйтзун'ъгптэіъ В’. „те—№ 319 №, проходящей гхеразъ !" и Р,}, и :шектавлпюшую№№№“, построеннаго па силах}, Р‚ и Р_.‚. Провыеиъ№ № т діжошлв В? [; череп) силу Р? плоскость и въ этой

’

'- № №0д®йстуюъпую ‹:шъ В’ и РЗ; ата паствшчя…я …я и будетъ искомая В и, наш, ясно и:; чертежа она№ №519“ дізюнзль парах.,гелопипеда, построенпаго на отр’вз—№„ №113“ ‚таяния силы Р„ В2 и РЗ.
Эго предложены @ паф/ылеж/ттеот сам?; для сил„ расположенныхъить угодно в:» пространстё, аналогично С'Ь предложеніемъ !) паралле-щадить тт; мя сти, находящихся въ дитей плоскости.
ИМрт настоящую величину упомянутой ‚хіагонали параллелепи-

пела сть, представляющей искомую равнод'іъйствуюшую данныхъ силъР„ Р, и Е„ китт!; возможно по двумъ ея проекціямъ; поэтому къ сло—№№ сть % протрапстё прим'іэпяется методъ проенцій, т. е. методъ
Ншюттелъяой Геометріи.

Для получени искомпй рдвнпжййстнующей В нЪтъ надобности строить%% парамедюпипед'ь, ‚'юг-‚татотто построить лишь многоугольникъ ОАВС,
%% тг; усматривается изъ фиг. ?; 1.т проетіяхъ уумнткіе разсматриваемой задачи показано на фиг. 52(А) и (11), “а фиг. :”;2 (_А) показаны въ проекціяхъ данныя силы.

На фиг, 52 11 (т, произвольной точки а’, а” построенъ въ проекціяхъиитггутлттюь (плинт) ‹зилъ и опред'Ьлена въ проекціяхъ (В’, Е”) рав-
яод’Ъйтнутщяи дипных'ь силъ по липіи дЪйствія, по знаку и по вели—‘ттэ, таит №№, тп,… величины проекцій равнодЪйствующей, можемънити пшс'гтпцую ел шшичипу по правиламъ Начертательной'Геометріи:ятЪмъ т» фиг. 62 (А) чероэуь соотв'Ьтствующія проекціи (а', а”) общей№№ 0! ппртдшент липій д'Ьйствія силъ Р проведены соотв'Ьтствующія
привіт… (Л’ и .И”) ртипщ'ъйствующей данныхъ силъ.

Если 1… фиг. 62—й №, ;шппшмъ силамъ Р„ Р, и`1’3пристроить четвертуюсилу, ‚типу… и прими щэотипопоштшую силЪ В, то, очевидно, эти четыре(штл будуть ттимпп урипштЬпшпитьсм, и мпогоугольпикъ силъ (а, @, т, 8)
нпмётшчт мпт'пугтпцтком'ь (а, [З, % б, а), т. е. будетъ замкнутымъ.
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Вы ;‚ышецзложенное относится и къ случаю сложенія скольшъ

угодно * 3:1… „шыш дЪйствія ноихъ пересЪнаются въ одной точкіз. Танимъ
дора:3‹›_\п. имя ривновжш самъ, расположенныж, кака угодно въ про—
С)]2Р(/Ніфпн‚›и. _тнш шьйствія коми пересткаются ва одной точит, много—
угольник/:: нид должена
быть шлннутд. т. @,

нажил пр‹;‚еыція этого
&‘

МНОГ‹)}'Г‹„шишка… ДОЛЖНЁЪ, /
ВЪ СВОЕ) ‹щередь, пред—
ставлять .эпшдпутый мно-
гоугольпшсъ. Это пред-
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Фиг. 51. Фиг. 52.

ложеніе иналоггтно съ предложеніемъ 0 равновізсіи силъ, находящихся
въ одной плоскости и пересёкаюшихся въ одной точк'Ь.

.

Такъ какъ параллелопипедъ можетъ быть построенъ, если изв'Ъстны:
&) величина п направленіе (линія параллельная) діагонали параллелепи-
педа„ И 6) направленія (линіи параллельныя) для трехъ реберъ парал-
лелопипеда, переС'Ькающцхся въ ОДНОЙ точкЪ, то, очевидно, замкнутый
чвтыреуголънгтд силъ въ пространствіэ, пересіэкающихся въ Одной точкЪ,

можетъ быть построенъ, если извЪстны:
&) величина и линія дЪйствія одной изъ этихъ силъ, и
б) .'шнія д'Ьйствія трехъ остальныхъ силъ. _

Это предложеніе ана…юшчно съ предложеніемъ 0 построеніи треуголь-
нина сгшд на плоскости, если извізстны величина и линія д'Ьйствія одной
изъ силъ и линіи д'Ъйствія двухъ остальныхъ сплъ.

@ 2. Графическія рЪшенія задачи объ уравнов’вшиванін данной силы тремя
силами, линіи д’Ьйствія коихъ расположены какъ угодно въ пространств’ь

(не лежатъ въ одной плоскости).

А. Р'Ьшепіе по способу Кульшапа.

На фиг. 53 заданная сила изображена ея проекціями Р’ и Р”, & линш
д'Ьйствія трехъ неизв'Ьстныхъ силъ, долженствующихъ уравнов’всить силу

' ’ . '. '. П(Р> Р”) изображены въ проекшяхъ прямыми (1', 1”), (2, 2”) и (3, З ).
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Ёжъ : мжшмг въ ”“_…" :::: :: ‚ … разнокЪсія четырехъ сил„ при-
-_…:;::=…-:ь-—г‹: и @№№ любимо, тюбн построенный на этпхъ си—

. „ №№ изъ условія замкнутости четыре-№ №№ № по чертежу, какъ необхщшюе№шіш фит. 54). № въ изъ чешрехъ силъ приводятся къ одной
‘

-::.::_:\».х:|:.1'.'.эл"‘ равной 1 №положной равнод‘вйствующей
т. а ши.. тт шь эти 134: равнодізйствуюппя взаимно

:.:-мг,: 310 айдавіе разнокізсія четырехъ снлъ, „шніи дёйствія
:- въ одной ючнЬ, очевидно, шгЬетъ місто безразлично

    
Ё'Пт'"   

   
№ ш шт., № въ одной плоскости, тзкъ и для силъ, распо- :.…з:гэ::::ш:.:::в: № угодно въ пространств'із (фиг. 54). Банъ показано на№ № ртодйішующзяшъ ДР, есть сила В', & равнопзй-

ствующая силъ Р3 и
Р‘ есть сила. В,”; силы

‚ \ ь' и В," между собою
:\1] ‘ равны и противопод'ож-/ ны и направлены по 06-

щей линіи дЪйств'ш, зна-     
Фш'. 53. Фиг. 5-1.

чить, 081: взаимно уничтожаются (для наглядности на, фиг. 54-й силыВ' и 1%" показаны рядомъ двумя пунктирными линіями).
Обращаясь опять къ фиг. 53-й, замізчаемъ, что равнодЪйствующая за—данной силы Р и неизвЪстной по величин}; силы 1—ой должна, очевидно,

;хежзтъ въ плоскости, проходящей черезъ линіи дЪйствія этихъ силъ‚точно также равноціъйствующая неизв'Ъстныхъ по величинъ 2-ой и 3-йдолжна лежать въ щоскости, проходящей черезъ линш дівйствія этихъ силъ.Но только что доказанному смьдствг'ю равнов'Ьсія четырехъ силъ‚сходящихся въ одной точкЪ, равнод'Ьйствующая двухъ Изъ этихъ Силъдолжна быть равна 11 противоположна равнодЪйствующей двухъ осталь—пыхъ силъ, причемъ об'Ь эти равнодЪйствующія должны имЪть общуюлинію д'Ьйствія, откуда слЪдуетъ, что общая линія д'Ьйствія ра'внодізй—ствующихъ должна лежать на. линіи перее'Ьченія двухъ плоскостей, изъкоихъ одна проходить черезъ линіи д'Ьйствія силъ Р и і—ой, & вторая—черезъ линіи д'Ьйствія силъ' 2—ой и 3-ей.
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Ташмъ образомъ вопросъ сводится къ задачіз НачертательнойГеометріи

0 построепіи линіи пересізченіи двухъ плоскостей.
Ес…ш ;шнія пересіэченія плоскостей найдена, то Могутъ быть легко

найдены искомыя величины силъ 1-й, 2—й и 3-й построеніемъ, начиная
отъ щшцзвольной точки (З’, @”), въ проекціяхъ замкнутыхъ треугольни-
ковъ СЦЛЪ Р, и 1-й И Ві, & затЪмъ силъ В2 (: ——В,)‚ 2-й и 3-й.
Стріэлкц (или значки) силъ опредЪлятся изъ условія, что силы Р, 1-я,
2-я и 3-я должны образовать замкнутый многоугольникъ.

Всі; эти построенія исполнены на фиг. 3-й.

В. Р'Ьшеніе по способу Мюллеръ—Бреелау.

Это р'Ьшепіе основано на, сл'Ьдующей теорем'Ъ Геометріи: если каж-
дая изд числа и стдронъ пвремтннаго многоугольника (т. е. такого, что
длина его сторонъ и углы между ними могутъ изм’Ьняться, но число

сторопъ и вершинъ его остается по-
стояннымъ) вращается около непод-
вижной точки, лежащей на одной
прямой, ги, если, при этомъ, каж-
дая изд 92—1 вершина этого перемгьн-
нага многоугольника перемтщается
по данной для каждой вершины не—

подвижном прямой, то % п-ая вер-
тета многоугольника должна пере-
.имщаться по прямой мент.

Представимъ себ'Ь (фиг. 55) четы—

реугольникъ абсеі, котораго стороны,

при изм'Ъненіи положенія на плос-
кости и вида сего четыреугольника,
должны вращаться около точекъ а,

_3’. т. 6 неп0движной прямой ::(-8 и

три вершины котораго @, 6, @ должны оставаться на
соот_вЪтственныхъ

заданныхъ прямыхъ щем, дд, 0102. Пусть одно положеше разсматрч-
ваемаго переміэннаго четыреуголь'ника есть а,!дсфд, & второе ПОЛОЖЭНЮ

“26262612. Докажемъ, что четвертая вершина
(1 перемЪннаго четыреуголь-

ника должна двигаться по прямой ($1052. ПРЯМЫЯ “1%; 61623 0102 и (11%

можемъ разсматривать какъ проекціи на плоскость чертежа реберъ н'Ь-

котораго пирамидальнаго Мала, соотвЪтственныя грани коего будутъ пред-

ставлять плоскости, проходящія черезъ каждыя два смежныхъ ребра
(въ частномъ случаЪ, если прямыя ам; 6162; 0,02 И (116% пересёкались бы

въ одной точит, упомянутое пираМИДальное тъло обратилось бы въ пи-

  
Фиг. 55.
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рамиду). Четыреугольншш а,Ь,с‚‹і‚ и щдвщщ можно разсматривать какъ
проекціи на плоскость чертежа с'Ьченія упомянутаго пирамидальнаго т'Ьла
плоскостью, вращающеюся около оси аВ. При всякомъ промежуточномъ
положеніи вращающейся плоскости, напримЪръ, дающемъ въ (:Ъченіи съ

воображаемымъ пирамилальнымът'Ьломъ четыреугольникъ (вобососіт слЪды
этой ‚плоскости (аддососіо) на. двухъ смежныхъ граняхъ пнрамидальнаго
Т'Ьла (& именно на грани, проходящей черезъ ребра а,а2 и 411612 и на

грани, проходящеи
черезъ ребра 0102 и
(1,42) могутъ очевид—
но пересЪчься лишь
на ребріз (1,612, что и

требовалось доказать
\?
{» :? 

} ; ; ‚3%. Пользуясь приве—
: : : 37/ „ „
: і ! ‚„/„ деннои теоремои, мо—
! !/! 5 ; 3%; жемъ р'Ъшить задачу
: .' ' "”<”/‚] ‚ °‚„ ". ' „/ ; ООЪ ‚— авновЪшиванш‚„ х… : :

‚%%
БР данной силы тремя си—

лами, пересізкающи—
мися съ нею въ одной
точкЪ и расположен—

ными какъ угодно, въ пространствіэ, посредствомъ нижеслЪдующаго по—
строеніл (фиг. 56).

Пусть на фиг. 56 (1) даны въ проекціяхъ: сила Р по линіи дЪйствія,
по величии; и по знаку (стрЪлкЪ) и лпніи дёйствія искомыхъ силъ
(1', 1”); (2', 2"); (З’. З”). Возьмемъ въ стороні; отъ фиг. 56 (1) Н'Бкоторую
точку (т’, т"; и построшгь у этой точки данную силу Р (Р', Р”), 321—

гЬмъ постараемся на сині; Р построить въ проекціяхъ замкнутый четыре—угольннкь, три стороны коего должны быть параллельны линіЯмъ дЪй—
ствія искомыхъ сшъ ], 2 и 3. Съ этою Ц'ЬЛЪЮ черезъ концы отрёзковъ,
изображаюшнхъ сооттзтственныя проенціи силы Р, проведемъ прямыя
пятыельныя соотізтствуюшшгь проекціямъ линій дЪйствія искомыхът.п, 1 и 2 {фии 56,11). Величины силъ 111 2 намъ неизвіютны, потому№ задание:; накоюлиг’ю произвольного величиною одной изъ проекцій
‹эшой изъ :лихъ силъ, наприи'ізргь, величиною отрЪзка 1’; пусть конецъ№0 011113283 приходится въ произвольно взятой точкъ а’; проведемъ нажитий плоскости проекцій черезъ точку а' прямую, параллельную№ш№ проеиціи линіи дЪйсгвія искомой силы (3’, 3”), до встрізчивъ тий; // ‹:ъ сооттствуюшею проекціею 2’ силы 2—ой. Танимъ обра—
?мгъ. на вертикшьной плоскости проекцій получпмъ замкнутый четыре-
}тольпит; лтешп'й силъ.

\ *̀$
‚5? в $ `в.

@
С .

Фиг. 56.
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'). .‚… [ Ъмъ спроектируемъ точку а’ въ точку и” 'на горизонтальную проек-

цпо 1 силы 1-0и и черезъ полученную точку проведемъ прямую а"д”‚
пара;…)‚1Ь11уіО горизонтальной проекціи З" силы 3-й, и спроектируемъ

ЧПна :} тчку &’ въ Ь”.
[Ы, результатъ сего построенія получается несмътаемостъ четыре-

угоаышсп горизонтальныхъ проекцій силъ, такъ какъ точка 6” не пришлась
на примой 2”, сліздовательно, сдч‘эланное нами предположеніе @ величии];
верт…шдъной проекціп 1’ силы 1-ой и полученная построеніемъ величина
силы `13'. 3”) невЪрны, такъ какъ настоящія значенія силъ 1-й, 2-й
и 3—11 должны быть таковы, чтобы построенный на нихъ и на за—

данный сп…тгЬ Р четыреугольниыъ былъ замкнутый, чего въ данномъ слу-
ча’і; ЫЪТЪ.

();Цълаемъ вторую попытку построить въ проекціяхъ искомый четыре-
угольникъ силъ, для этого предположимъ, что вертикальная проеіщія 1’

силы 1-ой имЪетъ величину т'сх' (фиг. 56, П); проведемъ черезъ точку а’
прямую, параллельную З’, до встр'Ьчи въ точкі; {З' съ прямой, параллель-
ной 2', И полученную точку [3' спроектируемъ на, Горизонтальную проек—
цію З’ лпніи д'Ьйствія силы 3-й въ точку д"; это построеніе показываетъ
намъ, что горизонтальныя проекціи силъ Р, 1, 2 и 3 опять—таки не
образуют, замкнутаго многоугольника; значитъ и второе предположеніе
относительно величины силы 1—ой и полученныя построеніемъ проекціи
силы 3-й невч‘эрны.

Однакщ сд’Ьланныя нами дВ'Ъ попытки легко приводятъ насъ къ отыски-
ванію искомаго рЪшенія. Въ самомъ №5115, разсматривая иа фиг. 56 (П)
Два заштрихованныхъчетыреугольника а’д’а'ЧЪ” и а'В’а”3”, замЪчаемъ, что

стороны ихъ параллельны между собою, & три соотвЪтствующія вершины
«’ и х’, 1/ и 3’, а” и а" лежатъ попарно на трехъ неподвижныхъ пря-
мыхъ‚ а, именно 1”, 2’ и 1’. При такихъ условіяхъ упомянутые четыре-

угольники могутъ быть разсматрпваемы какъ два, положенія перем'Ъннаго
четьшеугольпика, три вершины коего скользятъ по заданнымъ неподвиж-
нымъ прямымъ, & соотвЪтствующія стороны остаются параллельными

даппылъ линіямъ; это послЪднее условіе равносильно условію вращенін

сторопъ перемЪннаго четыреугольника при измізненіи его полозкенія около

точекъ безконечно удаленной неподВИЖНОЙ ПРЯМОЙ-

Въ силу вышеприведенной теоремы и четвертая вершина упомянутаго

Че…реугольника должна при его переМ'Ьщеніи описывать прямую; на

фиг. 56 (И) эта прямая есть Ь’ЦЗ”.
Точка, :17 пересЪченія прямой Ь”{З” СЪ

прямой 2” даетъ різшеніе разсматриваемаго вопроса и позволяетъ по—

строить замкнутые четыреугольпика проекцій силъ данной Р и иско—

мыхъ 1, 2 и 3.
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||. Силы, линіи д’вйствія коихъ расположены какъ угодно въ про-

странств'ь', не пересЪкаются въ одной точнъ. Нрестъ силъ.

$ 3. Представимъ себч‘э въ пространствіз систему такихъ силъ а„ а.};

В!, {3‚; 71, 72 (фиг. 57), которыя не пересЪкаются между собою и непа-

раллельны между собой (случай параллельности силъ есть, очевидно,
частный случай силъ, пересізкающихся, съ безкопечно удаленной точкой
перес'Ъченія). Такая система силъ, очевидно, не можетъ быть приведена
къ одной равнодЪйствующей, такъ какъ для этого необходимо, чтобы

линіи Д'Ьйствія силъ нерест,—
кались въ одной точкіз.

Легко, однако, показать.
что подобную систему силъ
возможно всегда привести къ
другой болізе простой систем};
силъ. Въ самомъ Д’ВЛ'Ё, если

представить себЪ линіи дЪй-
ствія заданныхъ силъ без-
конечно прололженными, то

"* ясно, что возможно провести
такую плоскость, которая пе—

реС'Ьчетъ линіи д'Ьйствія всізхъ
заданныхъ силъ на конечномъ

или на безконечно большомъ разстояніп (фиг. 58); назовемъ эту плоскость
черезъ СЛ (отъ словъ: сЪкущая плоскость). Возьмемъ произвольную точку А
внЪ плоскости СЛ и черезъ эту точку и черезъ каждую изъ заданныхъ
СИЛЪ и„ 12: З„ 32; "(„ 7.2 и т. д. проведемъ плоскости Аа„ Аа2; АВ„ 1432;
АТ]: 14% и т. д.‚ которыя переС'Ькутъ плоскость СП по нёкоторымъ пря—
мымъ; эти плоскости будемъ вообще называть въ отличіе отъ плоскости ОЛ
черезъ АР; на фиг. 58 построеніе это исполнено только для одной силы 32,
т. е. проведена лишь одна подобная плоскость АВ2; затізмъ разложимъ
каждую изъ данныхъ силъ на дВ'Ь составляющія, изъ коихъ одна, ЦОЙ-
1877. по линіи сізченія плоскости АР съ плоскостью ОЛ, т. е. будетъ
лежать въ этой плоскости, а вторая пройдетъ по прямой, соединяющей
точку А съ точной пересізченія соотвЪтствующей заданной сплы съ плос-
костъю' СП, т. е. будетъ лежать ВП'Ь этой посліздней плоскости. Для каж-
дой изъ данныхъ силъ первую составляющую будемъ обозначать тою же
буквой, какъ и данную силу, НО со значками СЛ внизу, напр., (32,011,

или проше [52,0 и вообще Ра; вторую составляющую будемъ обозначать
паименованіемъ соотвіэтствующей силы, но со значкомъ А внизу, напр.,

 
Фпг. 57.
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дмг или 130061119 РА. Силы РА могутъ быть перенесены по линіямъ
ИХЪ д'ЪЙСТВіЯ ВЪ точку А и въ этой точкЪ сложены въ одну равнод'Ьй-
ствующую В„. СИЛЫ

же Р… какъ лежащія
въ одной плоскости ОП,
могутъ быть сложены,

между собою по пра-
вы.…мъ сложенія силъ,
лежащихъ въ одной
плоскости, причемъ эти
силы приведутся, во-
обще говоря, къ одной
равнод'іэйствующейВс ‚

лежащей въ той же
плоскости СП (въ част-
номъ случаъ силы Ро
могутъ привестись и
въ пар'Ъ силъ).

СилыВА 121 Водолж—
11ы‚0чевидно‚ быть меж—

ду собою: 1) нвпарал—
лельны, и 2) непере-
сЪкаться, таыъ какъ,
въ противномъ случай),
онъ привелись бы къ одной равноціэйствующей, что противорЪчило бы

условію, что заданная система силъ а, 3, т не приводится къ одной

равнодЪйствующей.
Такимъ 06разомъ, силы

ВА и ВС 06разуютъ, такъ
называемый, креста сила
(въ пространств'Ъ).

Изложенное доказы—_
ваетъ, что система ском-
каж угодно нв пересмат—
ишжя % неиараллелъныж
_сгшд можетъ быть при-
ведена къ прост'Ъйшей си—

стеміз, именно къ одному ФИ“ 59_

кресту саша.
Понятіе 0 ’нрестЪ силъ введено въ статику сооруженій РОррГемъ.

Упомянутое выше и показанное на фиг. 58-й разложеніе силъ изобра-
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жено отдЪльно на фиг. 59-й, на коей ОП изображаетъ плоскость с'Ьку-

щую заданную силу Р; АР—плоскость, проходящую черезъ силу Р и

точку А, взятую вніз плоскости 011; Рд—составляющую силы Р въ

плоскости ОП; РА—составляющую силы Р въ плоскости АР; это по-

слдЬдняя составляющая переносится по линіи ея д'Ъйствія въ точку А.
Ре можно разсмотривать, какъ сліздъ плоскости АР на плоскости

ОП, или какъ (наклонную) проекцію силы Р на плоскость ОН, которая
является, такимъ образомъ, аглосКостъю проекта, & плоскость АР можно
разсмотривать, какъ проектирующую плоскость.

@ 4. Частные случаи разложеніи силы Р, показаннаго на фиг. 59-й.

1) .Если одна изъ силъ Р, принадлежащихъ къ данной системі; (гилъ,

параллельна плоскости проекцій СП (сЪкущей плоскости), т. @. нерест.“
кается СЪ нею на безконечно большомъ разстояніи, то И СЛЪДЪ проектн—

рующей плоскости АР на плоскости проекцій параллелен; заданной сп…пь

Р (фиг. 60), слЪдовательпо
Рд Н Р, а, въ такомъ случа'Ь
и вторая составляющая силы
Р, т. 9. РА Должна быть парал—
лельнасилЪР; величиныэтихъ
параллельныхъ составляю-
щихъ, очевидно, опред'Ьлятся
либо графически, либо ана—

литически по закону рычага..
2) Если для какой—либо

силы Р данной системы силъ
проектирующаяплоскостьАР
параллельнаплоскостипроек—
цій ОП(фиг. 61)‚то‚очевидно‚

линія перес'Ьченія об'Ьихъ этихъ плоскостей находится на безконечпо боль-
шомъ разстояніи, и такъ какъ сила Р лежитъ въ плоскости АР || 011,
то и сама должна быть параллельна СЛ (фиг. 60). Поэтому случай 2-ой
можно разсмотривать, какъ частный по отношенію къ болЪе общему олу-
чаю 1—му. Значитъ и въ случа'Ь 2-мъ величины составляющихъ РА иРд
могутъ быть найдены по закону рычага, т. е. обратно пропорціональны
плечамъ; но такъ какъ плечо силы РС безконечно велико по отпошепію
къ плечу силы РА (считая плечами разстоянія линій д'Ьйствія (:илъ Рд
и Ре до линіи дЪйствія'параллельной ИМЪ раВНОДЪйствующей Р), то
сила Ро безконечно мала по отношенію къ СИЛ'Ь РА и въ предЪлЪ сила

Р0::0‚ а сила РА=Р; но безконечно малая сила, Ра д'Ьйствуетъ на

 
Фиг. 60.
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безконечно болъшомъ идет, и моментъ Мс этой безконечно малой силы
относительно какой—либо точки, лежащей на линіи д'Ьйствія заданной
«илы Р, долженъ быть равенъконечной величин'Ь:

Мс : О . оо —1—.оо : 0—0 : конечной величин'Ъ.
оо оо

Въ самомъ №№, какъ извізстно, моментъ равнодЪйствующей равенъ

сумміз моментовъ составляющихъ; возьмемъ моментъ раВНОД'ЬЙСТВУЮЩЭЙ‚

т. е. силы Р относительно точки приложенія этой силы или `относительно

какой-либо точки, лежащей на линіи
ея дізйствія; этотъ моментъ МР бу—

детъ равенъ нулю, такъ какъ плечо

равно нулю; слёдовательно, иміземъ:
ооМр=О=МА+М„:МА+О—о,

откуда: в: _ МА,
или

оо
$=—№›

моментъ же МА есть произведеніе ко-
нечной величины Р11 : Р на конеч-
ное разстояніе точки А до силы Р,
слёдовательно, величина конечная.

Такимъ образомъ, сила Рд должна быть безконечно мала, она… должна
быть безконечно удалена отъ силы Р въ плоскости АР и должна ле-

жать въ плоскости СЛ, & моментъ этой силы относительно точки, лежа—

щей на линіи ддіэйствія силы Р, долженъ быть конечный и равный МА;
всёмъ этимъ условіямъ одновременно удовлетворяетъ лишь пара силъ съ

моментомъ МА, лежащая въ плоскости ОП (см. фиг. 61).

Въ самомъ д'Ьл'іэ, пара, сила можетъ бытъ разсматриваема какъ еди—

ничная сила, равная нулю, или какъ сила безконечно малая, но безко—

нечно удаленная, т. е. ддізйствующая на безконечно большомъ п—лечіз, такъ

какъ двЪ направленныя въ противоположныя стороны силы пары силъ

даютъ разведізйствующую равную нулю, & моментъ пары силъ предста—

вляетъ величину конечную. Къ этому же выводу можемъ прійти посред—

ствомъ другихъ разсужденій.
Для этого докажемъ сперва, что всякая пара сим можетъ бытъ перене-

сена въ плоскость ей параллелъную,безъ измгъненія условіяравновгъсінсила.

Въ самомъ №5113, пусть на фиг. 62-й дана, пара силъ Р1 и Р27 вра—

щающая, напримітъ, по направленію часовой стрёлки. Если къ дан-
(Ё. 1С. Куницкій.

6
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нымъ силамъ Р1 и Р2 прибавить двЪ равныя и прямопротивоположныя
силы РБ и Р“ то условія равновъсія силъ Р, и Р2 отъ этого не ИЗМ'Ё—

нятся, такъ какъ силы РЗ и Р4 между собою взаимно уравновъши-
ваются. Величины силъ Р3 и Р4 возьмемъ такія, чтобы Р3 : Р4 :: 2Р1 : 2Р2. Тогда изъ фиг. 62—й легко видізть, что если сложить

,

силу Р1 съ силою Ра въ плоскости, проходящей черезъ обгъ эти парал—
лельныя между собой силы, то равнодёйствующая ихъ будетъ сила
Р5 =Р“ лежащая въ той же плоскости, и линія д'Ьйствія ея будетъ
отстоять отъ линіи ддвйствія силы Р3 на такомъ же разстояніп, на на-
комъ линія дёйствія силы Р3 отстоитъ отъ линіи дЪйствія силы Р,. Въ
самомъ д'ЬлЪ, моментъ равнодч‘эйствующей долженъ быть равенъ сумм'Ь
моментовъ составляющихъ. Возьмемъ моментъ равнод'Ьйствующей Р5 силъ
Р] _и РЗ относительно точки {3 приложенія самой силы РБ; этотъ моментъ,

ОЧЭВИДНО, р&ВВНЪ НУЛЮ, ЗНЁЪЧИТЪ И
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сумма, моментовъ силъ составляю—
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ФИД 62 Точно темке отъ сложены силъ
Р2 и ]’4 получимъ силу Рв.

Такимъ образомъ‚ ВЗЗМ'ЁНЪ пары силъ Р1 И Р2‚ мы получили новую
пару силъ Р6 и РБ, по лежащую въ Другой плоскости, именно въ плос-
кости, параллельной плоскости данной пары силъ; силы новой пары
силъ равны силамъ данной пары силъ; плечо новой пары силъ то же,
что и въ данной, какъ легко видізть изъ фиг. 62-й, и направленіе вра-
щенія то же самое. Перенесеніе пары силъ въ параллельную ей плос—
кость обусловлено было прибавленіемъ силъ РЗ и Р4‚ взаимно уравно—
візшивающихся, т. е. не измЪняющихъ условій равновізсія данныхъ силъ.
Слёдовательно, теорема доказана.

Выбирая соотвіэтственно положеніе общей линіи дёйствія вспомога-
тельныхъ силъ Р3 и Р4, можемъ перемізстить данную пару силъ въ

любую параллельную ей плоскость.
Если теперь обратиться къ разсмотр'Ьнному нами частному случаю

(фиг. 61), то, пользуясь только что доказанной теоремой 0 перенесеніи



пары силъ въ плоскость ей параллельную можемъ сдЪлать нижесл'Ьдую-

щее построеніе (см. фиг. 63).
Въ точк'Ъ А приложить дві; равныя и прямопротивоположныя силы Р

по линіи, параллельной линіи д'Ьйствія данной силы Р. Одна изъ этихъ

силъ, `направленная (по знаку или стрізлкЪ) въ ту же сторону, какъ

данная сила Р, представитъ составляющую РАгёР даННОЙ СИЛЩ ПРО“

ходящую черезъ точку А, вторая же изъ силъ Р, приложенныхъ къ

точки}; А, вм'ЬстЪ съ данною силою Р образуетъ пару силъ съ плечомъ,

измЪряющимъ разстояніе данной силы Р до точки А, причемъ плоскость

этой пары параллельна
плоскости СП. Въ силу
вышедоказаннаго, иміземъ

право эту пару перенести
въ любую параллельную ей
плоскость, &, значитъ, и
въ плоскость ОП, что и д,
подтверждаетъ предыдущіе
наши выводы, относящіеся
ко второму частному слу-
чаю разложенія данной сп-
лы на двч‘э составляющий,
изъ коихъ одна проходитъ
черезъ данную точку, &

Другая лежитъ въ Данной
плоскости.

Ум'Ья разлагать силы, какъ въ обшемъ‚ такъ и въ частныхъ случаяхъ,

можемъ всегда систему непараллельныхъ п непересёкающихся силъ за—

М'ЁНПТЬ крестомд самъ.

Таыъ какъ выборъ точки А и сЪкущей плоскости ОП зависитъ отъ

нашего произвола, то каждую данную систему силъ непараллельпыхъ и

непересёкающихся мы можемъ заМ'Ьнить крестомъ силъ безчисленнымъ
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множествомъ способовъ.
Различные кресты силъ, соотвЪтствующіе одной и той же системі;

данныхъ силъ, равназначны (эквивалентны) между собою.

% 5. Зам’Ьна одного креста силъ другихъ, ему равнозначнымъ
(эквивалентнымъ).

1-е взредложеніе.
Если одна изд самъ зымгъняющто (второго) креста сила проходить

черезд данную точку, то вторая сила замгьняющшо (второго) креста,

сила лежшпъ въ плоскости, прошодящей червзд ту же точку.
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Пусть (фиг. 64) данъ крестъ силъ ВА 121 Не; требуется заМЫшть

этотъ крестъ силъ дЩ’ГИМЪ, ему равнозначнымъ‚ и при этомъ тз…шмъ,

чтобы одна изъ силъ новаго (зам'Ьняющаго) креста силъ проходили, че—

резъ данную точку, напрИМ'БрЪ‚ черезъ тоЁку % &
втогая

сила шшгъго

зам'Ъняющаго креста, силъ лежала въ какои-лиоо Даннои плоскестщ па—

прим'Ъръ, въ плоскости С’Л.

Упомянутая зам'Ьна можетъ быть произведена сліздующпмъ способемъ
(см. фиг. 64), Линію д'Бйствія силы Вс перваго (замёпяемаге) креста
силъ мы можем'ь продолжить до пересёченія съ прямой, по которой

плоскость ОЛ переС'Ь-
кается съ плоскостью
С’Л, И затіэмъ разло-
жить силу ЕС на, двч‘э

составляющихъ, изъ 1:0—

ихъ одна В’д направ—
лена по прямой Ат, &

Другая ВО„ лежитъ въ

   №
°“! ' ' "Л‚‚ плоскости С . Сила

3% ‚/ В’д‚ можетъ быть пере—"` % несена по линіи ея Дізй-
ствія въ точку А И въ
этой точкъ сложена съ
силой ВА ВЪ одну рав-
нодізйствующую Е’А . Та—

кимъ 06разомъ, получит—
ся новый (замёняющій) крестъ силъ НА И ВО„ изъ коихъ одна лежитъ
въ новой плоскости С’Л, & вторая проходитъ черезъ точлу А.

Такъ какъ объ составляющія силы Вс, & именно Нд, И Вс, лежать
съ ихъ равноцёйствующею Вс съ одной плоскости (а) (см. фиг. 64) и
такъ какъ одна изъ упомянутыхъ составляющихъ выбрана была такъ,
что она проходитъ черезъ точку А, то ясно, что плоскость (а), въ ко-
торой лежатъ 0613 эти составляющія, проходитъ черезъ ту же точку А.
Сліздовательно, доказана теорема, что если одна Е’А изъ силъ зам'ЬНяю-
щаго второго креста силъ проходитъ черезъ точку А, то вторая сила
того же зам'Ьняющаго креста силъ лежитъ въ плоскости а, проходящей
черезъ ту же точку А.

‚2-е %редложет'е.
Если одна изъ сила замтняющазо (второго) креста сила лежит?; ва

данной плоскости, то вторая сша того же (замтняющазо) креста, сила
протодитъ чврезъ опредгъленную точку, лежащую въ той же плоскости.

Пусть (фиг. 65) первый крестъ силъ‘ есть НА И 30; требуется зам —

    
Фиг. 64.

 



нить данный крестъ силъ другим, ему равнозначнымъ и притомъ такимъ,
чтобы одна изъ силъ зам'Ьняющаго второго креста силъ лежала въ дан-
ной плоскости, напримізръ, въ той же плоскости СД въ которой ле—

житъ вторая сила Вс давнего заміэняемаго креста силъ, & Другая сила
заміэняющаго креста силъ проходила не черезъ ту же точку А, чер'езъ
которую проходитъ первая сила, давнего креста, & черезъ Н'Ъкоторую
другую, произвольно избранную точку А’.

Чтобы второй крестъ силъ былъ равнозначенъ первому и удовлетво-
рялъ, вмЪст'Ь съ тЪмъ, заданнымъ условіямъ, необходимо произвести сліз-

дующш построены: продолжить
линію дЪйствія силы ВА до не—

ресдвчевія съ плоскостьюОП въ
точкіз т; соединить точку *; съ
точкою А’ прямою А'т; черезъ
прямыя Ат и А“; провести
плоскость; пусть перес'Ьченіе
этой плоскости съ плоскостью
СП есть прямая тб; зат'Ьмъ сл'Ь-

дуетъ разложить данную силу
ВА на дві; составляющихъ': В’А
по направлеш'ю тА’ и В… по

направленію тб, продолжитьВ’А
до пересёченія съ Вс въ точкъ
?; и сложить эти силы; равно-
дЪйствующая ихъ Нд, очевидно, будетъ лежать въ той же плоскости,

въ которой лежатъ составляющія, т. е. въ данной плоскости СП.
Обратно, если 1% и Во лежатъ въ одной плоскости СП, то въ

той же плоскости должна, лежать и сила В’А; отсюда же непосред-
ственно слЪдуетъ, что сила В’А должна при этомъ проходить черезъ

точку т, лежащую въ той же плоскости ОП, такъ какъ сила ВА пере—

С'Бкается въ точкіз *; съ силою ВЦ, & эта лежитъ въ плоскости СП; зна—

читъ, теорема Доказана.
Зимина данншо креста сила другима, ему равнозначнымъ, тт усло—

віяшъ, чтобы одна изд сила второго (замгьняющшо) креста саша прошо-

дм/ш червзъ данную точку и чтобы линія дгъйствъ'я, этой силы были

 
  

   
Фиг. 65.

тврамелъна данной прямой.
Пусть (фиг. 66) данъ крестъ силъ НА И Вс; требуется ЗЗМ'ЁНИТЬ та-

ковой другимъ крестомъ силъ такимъ, чтобы сила В'А проходила черезъ

точку А и была, параллельна данной прямой А’а’. Для р'Ьшенія этой

задачи проведемъ черезъ точку А прямую Аа, параллельную заданной

прямой А’а', и продолжимъ прямую Аа до пересЪчеНія въ точкЪ @ съ



 
…вв__№ 011, въ которой левшгъ вторая сила Ве даНЮГО Бреста СИЛ'Ь-№ № Ві и № Аа проведешь плоскость и найдемъ пере-№ шой №№ съ плоскостью ОЛ; пусть линія пересЪченія есть№ ад; №№ эту прямую до перес'Ьченія съ силою Вс, ле-

жащая) въ- шюсвоеш ОЛ, въ точить б; соединимъ точку Ь съ точною А
1 ч: ,

` силу ВА на дві; составляющихъ, по линіи Аа и по линіи А6.
Сежжжяшщш цю лпніц Аа представить первую силу В'А замізняющаго
(ставите.) Бреста СШ, & составляющая по линіи А6 сложится въ точкЪ !)

«гв № Вс 11 дасть вторую силу В’д замёняющаго (второго,) крестасш. Эша наслідки сша В’е уже не будеть лежать въ плоскости СЛ,
такъ какъ составляющая ея,
идущая по прямой Ад, не
лежитъ въ этой плоскости.
Отсюда сліздуетъ, что если
задано ‚направлеш'е одной
силы креста силъ, заміэняю-
щаго данный крестъ силъ и
ему равнозначнаго, то полу-
чается одно опредізленное
на’правленіе второй силытого
же заміняющаго креста
силъ, & также опредЪляются
величины обЪихъ силъ.Геожтршжкое тесто сам Не (вторая сила креста силъ) для равно-мштшж креатива самъ, удовлетворяющт условз'ю, что для каждасо

крита, ‚сша сима ВА (т. е. первая сила креста силъ) прошодита через;акту „, ту же тачку А.
Игл, вышеприведеннзго въ семъ параграфъ предложенія 1—го неп0-'

ЧЮДШВЭШЮ с.шфдут, что плоскостъ а (фиг. 67) есть геометрическоепит) всіхъ (:илъ Вс, что ясно видно изъ фиг. 17-й и не требуетъособам доказательства.
‚

Каждая прямая, Проходящая черезъ точку А (фиг. 67), можетъ бытьлиніей д’Ействія силы 13,4 креста сама, за истюцет'емз, однако, прямыж,
яежащиш т; „ловкости а, танъ какъ сила ВА , лежащая въ плоскости «,
можетъ перес'вчься съ сагугв'Ьтствующей силой Во, лежащей въ той жеплоскости, и въ таиоиъ случай силы В„ и На не образуютъ креста самъ,
& приводятся въ одной равнод'ізйствующей,

На этоиъ основзніи плоскость
точки А (силы,

    ’:7 .... М .а УЪЧПД     
Фиг. 66.

а называютъ нулевого плоскостью для
ЛЗЖЗЩіЯ % этой плоскости, не даютъ креста, силъ,

дають нуль креста силы; всякую прямую, лежащую въ этой нулевойплоскости и проходящую черезъ точку А, называютъ нулевою лит'ей.
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Силы ВА 121 Во, соотвЪтствующія одному и тому же кресту силъ, назы-
ваютъ сопряженными между собой. Нулевая линія сама себ'Ь сопря-
жена, такъ какъ не им'Ъетъ второй соотвіътствующей ей силы креста сила.

На фиг. 68—й показанъ частный случай расположенія креста силъ и
плоскости ос. Сл'Ьдъ плоскости а на плоскости чертеже есть прямая Ат; 

 {‚_АМиЭ’Ъ /№№^‚ф Ё©}

/ &
 

Фиг. 68.     о\\`\
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‚\\\\
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Фиг. 69. Фиг. 67.

проекція силы ВА на плоскости чертежа есть ВА; сила Вс, лежащая

въ плоскости ос, проектируется на сліздъ этой плоскости въ точку Т (ВО).

На основаніи вышеизложеннаго ученія о крестіэ силъ можетъ быть

різшена нижеслЪдующая задача.

% 6. Задача на замЪну креста силъ другимъ, ему равнозначн'ымъ.

Дана ось (фиг. 69), подпертая въ двухъ точкахъ А и В, съ надё—

тыми на эту ось въ точкахъ а и @
плечами ока и 63, изъ коихъ плечо…

аа горизонтально, & плечо ЬВ вертикально; на конецъ @ перваго плеча
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шійствуеть вертикальная сила Р, а на конецъ & второго плеча, д'ііхйствуетъ
горизонтальная сила @. Силы Р и (? образуютъ, очевидно, крестъ силъ.
Требуется:

1) заманить этотъ нрестъ силъ другимъ, въ которомъ Одна сила про-ходила бы `черезъ точку А, а вторая лежала бы въ плоскости нормаль-ной въ данной оси и прохшшщей черезъ точку В, и
2) опред'Ьлшь, при какихъ условіяхъ ось АВ обратится въ нулевую.шт'ю.
РЁшаемъ эту задачу въ ортогональныхъ проекціяхъ (фиг. 70) и при—тоыъ по частямъ, относительно каждой силы креста силъ ОТД'ЁЛЬНО.
Пусть на фиг. 70 А'В’ и А”В" изображаютъ вертикальную и гори-зонтальную проенціи данной оси АВ; ось проекцій выбрана нами такъ,что она параллельна прямой АВ; плечо аа проектируется на горизон-тальную плоскость проенцій въ прямую ат” перпендикулярную осипроенцій, &. на вертикальную плоскость проекцій въ точку (а'а’); сила Р

проектируется на горизонтальную плоскость проекцій въ точку (а”; Р”),а на вертикальную плоскость проекцій въ прямую а/Р’ д'_ оси проекцій;плечо 36 проектируется на горизонтальную плоскость проекцій въ точку($”; б”), а на вертикальную—въ прямую З’д’; сила @ проектируется на
горизонтальную плоскость проекцій въ прямую @”д“, а, на вертикальнуювъ точку (д'; 61).

Черезъ точку (Б’; В”) проведемъ плоскость 011, _|_ прямой (А’В’; А”В”)‚& танъ какъ эта послЪдняя прямая „ оси проекцій, то искомая плоскость_‘д оси проенпій, слЪдовательно, слЪды этой плоскости _Ь оси проекційи проходить черезъ точки В’ и В".
Разложимъ силу (Р’; Р”) на двЪ составляющихъ‚ изъ которыхъ однаПРОХОДИТЪ черезъ точку (А'; А”), а вторая лежитъ въ плоскости СЛ,

нормальной къ прямой (А’В’; А”В”) и проходящей черезъ точку (В’ ; В”).Танъ какъ сила, (Р’; Р") вертикальна, то она „ плоскости 011, котораятакже вертикальна; сліздовательно, сила (Р’Р”) разложится на два“; упо—мянутыя составляющія по правилу, приведенному выше для случая, когдаданная сила Р „ плоскости СЛ, т. е. составляющія силы будутъ ей на-
рфыельны, & величины ихъ будутъ обратно пропорціональны разстоя—шямъ силы до точки А или СООТВ'Ьтственно до плоскости 011.Для опредіъленія этихъ разстояній проведемъ черезъ точку (А’; А”)и черезъ силу (1"; Р”) плоскость; такъ какъ сила, Р вертикальна, то Иэта плоскость будетъ вертикальна и Горизонтальнымъ сліздом'і) ея будетъпрямая А“а”7”; въ этой пЛоскости и произойдетъ разложеніе силы (Р’ ; Р”)
да, дві; параллельныхъ ей составляющихъ‚ при чемъ одна составляющая“РА будетъ проектироваться на горизонтальную плоскость проекцій ВЪточку А”, а на вертикальную—въ прямую А’Р’А‚ & вторая составляю-
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Фиг.} 70.

что то же самое, въ прямую т’Р’д (точка т’ совпадаетъ съ точкою В');
Разстояніе силы (Р’; Р”) отъ точки (А’; А”) ПУСТЬ будетъ Ё, & отъ
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вести въ этой плоскости геометрическое ихъ оложеніе, причеМЪ’полу-
ЧИТСЯ Равнод'ЁЙСТВУЮЩаЯ ВА, т. е.'искома‚я первая сила замізняющаго
креста силъ.

[ . . „ .[Т” “3 ьасается СИЛЪ Р’о И (…)”… то геометрическое сложеше этихъсилъ можетъ быть произведено лишь въ плоскости ОЛ, въ которой онъ
лежатъ. Для того, чтобы произвести всі; указанныя дізйствія на плос—
кости СЛ, совмізстимъ эту плоскость съ вертикальной плоскостью проекцій
вращепіепъ ея около вертикальнаго слізда Оу’, какъ показано на фиг. 70.

Равнод'іьйствующая силъ Р’А и @"А будетъ ВА — первая сила замё—
няюшаго креста силъ.

Для полученія второй силы Вс замізняющаго креста силъ продол—
жаемъ въ плоскости СЛ силы [”с и @”с до взаимнаго ихъ пересізченія
въ точит, К и строимъ равнодЪйствующую Вд.

.

Чтобы прямая АВ была нулевого линг'ею необходимо, какъ изв'Бстно,
чтобы эта прямая лежала, въ плоскости, проходящей черезъ силу Вс и
точку А, & такъ какъ прямая АВ на
плоскость СП проектируется въ точку А’”,

@С_ @@
_

то для возможности проведенія плоскости, ‘—

ъ'довлетворяющей сказаннымъ условіямъ‚
необходимо, чтобы сила Вс прошла че—

резъ точку А'”.

 
Если обозначить длину проекціи от-

різзка }\ на плоскость СЛ черезъ рд, &

длину проекціи отрЪзка ! на ту же плоо-
1:ость чорезъ 910, то изъ фигуръ 70 и 71
легко ВИДЪТЬ, что для удовлетворенія усло—
вія прохожденія силы Вдчерезъ точку А’” необходимо, чтобы

4——°4`1——› 
Р’„_(1„
(„’;—д’

откуда
Р’срс=@”с9с . . . . . . . . (р)

Съ другой стороны, обозначая длину плеча отв” черезъ р и длину
плеча 3’6’ черезъ 51, ИМ’ЁВМЪі .

' П"! П Н П Пизъ подобш треугольниковъ (фиг. 70) А А {В и А А а а .

Ж—РЕЁ_р’
-

`

: : ! ! у г.& изъ подобш треугольниковъ А АаВ оо А6 (3.

2—25.
у 9



№ бию №№, №:
Р’ _`А_
ЁЁ—Ё'№ тат легко вывести, что:

“0" [т:?
Сайдашева ьюжемъ написать:

Р’ р__ = ! _р, _}, или Рр _ Р’срс.

Зашзчая. что Р’ : Р и обозначая Р’д черезъ Ро, окончательно по-
лучиш: .

№=Еж
№=иш

Поктавляя найденныя выражевія въ вышеполученное уравненіе (р),
полтчпнъ:

1011330 №81

Р19 : 09?
Условіе. выражаемое уравненіемъ (у.), есть необходимое условіе равно-

в’всія снручиваемой оси; оно выражат, что моменты силъ Р и @ дол—
жны быть равны по величинё и противоположны по направленію
вращегпя.

Такимъ обрззошд условіе рзвновёсія снручиваемой оси или вала.
есть, виЪсгЬ съ гЕмъ, условіе, при которомъ эта ось обращается въ ну-
левую ‚тнт.

% 7. Общія свойства пары №. Векторъ попента пары сплъ.

Пользуясь теоремами Графичесной Статики, выведемъ нЪкоторыя свой—
ства пары силъ, изв'ізстныя отчасти изъ общихъ началь статики, и дока-
жемъ нікоторыя новыя свойства, пары силъ.

Накъ извЪстно, парою силъ называюгъ двъ параллельныя между со—
бой, равныя и прямопротивополажныя силы.

Пусть для такихъ Двухъ силъ (фиг. 72) 'начерченъ планъ силъ и ве—

ревочный многоугольникъ 1’, П’, ПР, соотвЪтствуюпйй полюсу 0’; изъ
чертежа (72) легко вид“!“зтъ, что въ этомъ случаъ веревочный многоуголь—
никъ не замыкается, какъ это имЪетъ місто въ случай; равновізсія сплъ,
и что крайнія его стороны 1’ и ПР параллельны ,между собой, т. е. не—

рес'Ькаются на безконечно большемъ разстояніи. Если для т'Ьхъ же силъ
построить (фиг. 72) другой веревочный многоугольникъ 1", П", 111”, поль—

зуясь полюсом'ь 0", то крайнія стороны его 1” и 1П" опять—таки парад“
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лелыгід’ Между собой, т. е. пересёкаются на безконечно большомъ разыстоят:; і'ізъ учешя о веревочномъ многоугольоик'Ь изв'Ьстно, что точка
прилгдмпя равноддвйствующей силъ, для которыхъ построенъ веревочный
многщ ;сгііЪНИЫЪ, находится въ мЪст'Ь переС'Ьченія крайнихъ сторонъ ве—

`

ревочмд о многоугольника; сверхъ того изъ свойствъ веревочнаго много—
уголъ'нгтіыъ *) извізстно, что для данной системы силъ, какъ бы ни было
выбргцт положеніе полюса, край—
нія ширины веревочнаго много—

уголшиш всегда пересёкаются на
одной и той же опредіэленнойпря-
мой. п\‚юппо на, линіи дЪйствія
раВНОД'іэйсгвующейданной системы
силъ.

Въ ДШПЮМЪ случай; (фиг. 72)
равнод'Ьйствующая силъ Р1 и Р2
Должна пройти черезъ точку пере—
сЪчеыія прнмыхъ [’ и ПР, & также
черезъ точку пересізченія прямыхъ
1” и 111"; Двумя точками вполніз

опред'Ъляется положеніе прямой,
т. е. линіи ДЁЙСТВіЯ равнодЪйствую-
щей, но такъ какъ 0613 эти точки
лежатъ па безнонечно большомъ
разстояніи, то и вся равнодЪй-
ствующая безконечно удалена.

Для опредЪленія положеніярав-
НОД'Ьйствующей силъ Р1 и Р? въ

разсматриваемомъ случай; необхо—

димо было прибъгнуть къ опредЪ-
ленію двух:) точетэ, принадлежащихъ линіи дЪйствія равнодізйствующей,
такъ какъ эта линія намъ зарание неизвгъстна.’

Въ самомъ д'ЬлЪ (фиг. 72), на планъ силъ равнодізйствующая силъ

Р] и Р3 равна, нулю и, сліздовательно, по плану силъ нельзя опредЪ-
лить ея линію д'Ьйствія‚ тогда какъ во всЪхъ остальныхъ случаяхъ планъ
силъ даетъ совершенно опредЪленный отр'Ьзокъ, изображающій по линіи
д'ЬйСТВіЯ, по величин'Ь и по направленію (знаку, стрёлк'Ъ) равнодЪйствую—

ЩУЮ данныхъ силъ. Поэтому въ остальныхъ случаяхъ для опредічленія
положенія равнодізйствующей достаточно знать толъко одну точку.

 
*) Ом. 0. К. Куницкій. Начала статики сооруженій. Графическая статика И ея

приложепія въ расчету сооруженій, 1898 г., стр. 8.
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…; - :.- Эээ…г-д (› разсматривзтв" ”'№№№№ЖО (это опре—№№№№)—
`.;1'Щ№№№ №35 10 №510 очевидно, не

‚_,.
» ‚ _? = : ^ тать какъ пара, сшгь

_

№№, № № получив вращательное ше—№№№ № каша упомянутая безко-
…д …№№ умлешюю) д'Ъйствуегь какъ бы на

' *
_

ТД „ 1: в. № въ результатів вращающій

…№ №ш юньрешя ея величины: этотъ но-
": ' Ы» № №раг0 отр'Ьзва. прямой линіи въ со,—

“ ‘

‚ №шлврпц гт’ въ плоскости д'Ьйствія нары
,

»›……;… =_--.—;»=_;т' _ стрішва, направленная въ ту сторону,
«…и…№№ № съ которой данная пара сшгъ пред-

'
‹ див №енію часовой стрЪзшгг (фиг 73). Длящ № … № № опредЬлить, въ какую сторону слів-… № № на нормали въ плоскости вары№№ №3151 стонщш на плоскости пзрп'

. _
» … ш» одной сшгЬ пары; если эта» сила на—№№№№№№№оп то стр'ішсзнзнорыщвъ№ж № №» 65% направлена отъ ногь зрителя нь его

Ш… № № № …да» на какой .шбо тать ея №-№№ №№ №№ м равная п.№ шулщшшотапма,№! эш № №№ сти данной три№ … $3839 чав» № № 1’, и Р…„ а\лгебраичеснжя сушка№№сш №№ №Ё1Ш601`0№ОШЮС№‚ВЪ№№№,» № ещ №№“)- равна:

           
Вигь— %% % 3$ =— Ри),

ъа№№№№ № №№. % №№№№№№°
—‚ ‚ .. :» №№» щит на №№ чжишае № №
слащавшллъпо, №№ №№ «№№ № а№№ №»№ тош»№0вашордш сщщвж №» В № № парк № шп»№№№№Р№ №№ %% ишшш№№„# _

., „ _ №» ! № №“
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графически, какъ удвоенную разность площадей треугольниковъ: АфВо)
и А (760) фиг. 736.

Отложенный по нормали къ плоскости пары силъ отрёзокъ т', изо-

бражающій (въ соотвЪтствующемъ масштабіэ) величину момента и на— 
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Фиг. 73 1).

Фиг. 73.

правленіе вращенія для данной пары силъ, называется векторомъ мо-

мента пары СИЛЪ

Изъ изложеннаго о паріз силъ вытекаютъ непосредственно сліздующія

сл'Ьдствія:



1) пара, силъ на данной плоскости совершенно опред'влегш, если
даны: &) площадь параллелограмма, образуемаго силами пары, и о) на,—

правленіе вращенія;
.2) пара силъ можеть быть въ плоскости ея дЪиствш передвигает),

вдоль полосы,- образуемой параллельными линіями, составлшощими про-

8’ Э?  4
____________7 , ________________7 _—\й/ ‚/

1/ /// // , /_\ // \ ], ‚»А/\) // /
;& "‘ ‚’’ ;: / / // ,

[ ,, /// ] _! / _________
Э; 5:

Фиг. 74.

долженіе линій д'Ьйствія силъ Р, и Р2 данной пары (фиг. 74), если
при этомъ пе'редвиженіи не изм'Ьпяются ни площадь параллелограмма,
построеннаго на силахъ пары силъ, ни паправленіе вращенія.

3) Пара силъ Р1 и Р2 (фиг. 75) можетъ быть замЪнена парою силъ
Р5 и Рв, представляющихъ ДВ'Ё другія стороны параллелограмма, по—

строеннаго на силахъ Р1 И Р‚_,.

по діагонали параллелограмма двъ
равныя между собой И прямопро—
тивоположныя силы Рз и Р47 изъ
которыхъ каждая по величинё рав—
на сита, выражаемой длиною діа-
гонали (измЪренною въ масштабЪ
силъ). Если сложить геометрически
силу Р1 съ силою РЗ, то получится
равнод'Ьйствующая Р55 точно так-Же отъ сложенія сшгъ Р2 и Р4 получится равнод'Ьйствующая Рв. Такимъ06ра30мъ, сл'Ьдствіе 3-е доказано.

4) Примізняя послтздовательно слъдствія 2—е и 3-е можемъ пару СИЛЪвъ плоскости ея д'Ьйствія перемізстить въ какое уг0дно положеніе (фиг. 76),а посему мы можемъ замёнить данную пару силъ произвольною пар0ю‚лежащею въ той же плоскости, при условіи, чтобы площадь параллело-грамма, построеннаго на силахъ новой (заМ'Ьняющей) пары‚ была равнаплощади параллелограмма, построеннаго на силахъ данной пары, и чтобы
направленіе вращенія новой пары было одинаково съ направленіемъ вра-щешя данном пары.

Изъ изложеннаго сл'Бдуетъ также, что пара силъ можетъ быть уравно-в'Ьшена дРУГОЙ парой силъ‚ расположенной какъ угодно въ плоскости

 
Фиг. 75.

'..
‚.'..ц.

151;

М&М:
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.,

Въ самомъ №№, приложпмъ
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данной поры силъ, при условіи, чтобы ‚площадь параллелограьша, по—

строенпаго на оилахъ уравновізшивающей пары, была равна площади
паі)а:ч„телограьтыа‚ построенного на силахъ данной пары, и чтобы напра-

'

влепте вращентя уравновЪшивающей пары было противоположно напра-
влоппо пращешя данной пары.

5) Пара силъ можетъ быть переносима, безъ нарушенія условій
равттовіэсія, въ любую плоскость, параллельную плоскости ея д'Ьйствія.
Доказательство этого пред-

`

ложепія приведено выше въ ‚д,
‚/

стать]; о крестЪ силъ. г//і. ' ‚, '

(›) На основаши преды— 5; ‚„/" {\
Е ‚и‘/’ |и“|

ЦЬ’ЩИХЪ слтэдствій (2), (3) / ЖМ‚" !
_' 1и (_ 4), пары силъ, располо- ‚‚

;конныя въ различных'ъ пе—
’

ресЪкающихся между собою ‚“'/{ЦТ
плоскостяхъ, могутъ быть
складываемы между собою .

геометрически.
Пусть имёемъ (фиг. 77 \

И 78) дв'Ь пересёкающіяся 5:— ‚к ""к
плоскости ПО и Л’С”; пусть « -

`
55"

въ каждой изъ НИХЪ _дана \ ’

произвольно расположенная
пара силъ, съ произволь—
ными площадью параллело-
грамма и направленіемъ вра— ФЕ… 76_

щешя.
Преобразуемъ сперва пару силъ, лежащую въ одной изъ этихъ плос—

костей, такимъ образомъ, чтобы при сохраненіи первоначальной площади
параллелограмма, построенного на силахъ пары (т. е. при сохраненіи
момента пары) тЪ стороны сего параллелограмма, которыя изображаютъ
силы. сд'Ълались бы равными по величинъ силамъ пары‚ лежащей во

второй изъ переоЪкаюшихся плоскостей. Затізмъ передвинемъ и повер-
немъ об'Ь пары въ плоскости ихъ дЪйствія такимъ образомъ, чтобы одна

изъ силъ каждой пары совпала съ линіей пересЪченія плоскостей и чтобы

при этомъ совпадающія силы 'двухъ паръ были направлены въ противо-
положныя стороны.

Въ такомъ случат) силы паръ, совпадающія съ линіей переочэченія
плоскостей, взаимно уничтожатсн и останутся лишь дві“) силы, образую—

щія пару, лежащую въ заштрихованыой (фиг. 77 и 78) плоскости и

представляющую ГВОМВТРИЧЭСКУЮ СУММУ ДВУХ'Ь ДЁЪННЫХЪ паръ СИЛЪ.‘
7
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С. К. Бушщкій.
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Если? воспользовш'ъея понятіемъ () вектор'іа момента пары сил'ь. та

вышеприведенныя сл'іздствія могуть бытъ выражены иначе, а именно.:
1) вектора момента пары сш можетъ бытъ произвольно переша—

_ щзшъ параллельно самому сейв, т. &. точка прилаженія этого вектора        
   

‚/‚
:? 6

Фиг, 77 и 78.

(разсмжриваеиаго, %% Н'Ькоторая сила) “можеть быть перемЪщаема вну-
три №№, къ которому приложена пара силъ, совершенно произвольно,
но при этомъ величина. вектора, его линія д'Ьйствія и знакъ (или стр'Ьлка)
тижня ставиться безъ изм'Ьненія.

'
.

?) авиаторы молитва; могуть, бытъ складываешь: графически, какъ(шли. Вблідс/тіе сего, можно говорить о, Мтоуголънить. вектором мо-
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ментоаз пара сила, который для паръ силъ имізетъ то же значеніе, какъ
многоуголъникъ самъ для простыхъ силъ. Дальнізйшей же аналогіи между
простыми силами и парами силъ нётъ, такъ какъ для опредЪленія поло-
женія простой силы необходимо знать точку, черезъ которую она про—
ХОДИТЪ (точку приложенія), опредЪляемую многоуголъникомъ положвт'я
(веревочнымъ многоуголъйикомъ), между тЪмъ для вектора момента пары
силъ этого не надо, всл'Ьдствіе совершенной произвольности его положе—
нія, т. е. его точки приложенія.

% 8. ЗамЪна данной силы или равнод’Ьйствующей данной системы силъ—
силою ей равною и параллельною и парою силъ.

Если къ данной системі; силъ прибавить пару силъ (фиг. 79), то
посліздняя, какъ это видно изъ плана силъ, _Не ИМ'ЁеТЪ вліянія на вели- 
чину, липію дёйствія и направленіе (знакъ, стрЪлыу) равнодЪйствующей
В данной системы силъ, но положеніе этой равнод'ЪйствуЮ'щей, очевидно,

должно измізниться изъ В въ В’ подъ вшяшемъ прибавлепной пары силъ,
_

7$



 __- ПЮ ——

№ ж № № третий:) многоутльникз фиг 7Эд Эта изжЁнеНіЕ—
:= №№ зависить ‹пъ того чта. ‹ъ прибашеніешэ.“№№ шъ—п'зрп вишь сумма игшентовъ сплав отпишите№ №№ №2 на величину момента пары сить, :; ‹‚лічдовгь-№, в: № относительно той же точки равнопзйствуюшей сшшими на ту же величину Сліъдователъно, равнод’ізйствуюшалДШПЮЙ№ тт» должна, въ зтгмь случай, перецвинуться на. столько, чтобы№№ ея иоиента отнасителънв произвалъной течки, т. &. произве—
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Фиг. 80.

ддтіе изъ величины разстоянія, на которое перемЪсТилась эта равнодъй—туюпшя, на ея величину, было равно моменту пары силъ.
Въ сжоъі'ь №№, пусть (фиг. 80) дана рзвнодізйствующзя В нЪно—

торой системы силъ и пара силъ‚ Р’ и Р” съ плечомъ р, прпчемъ эта
пара силъ лежитъ либо въ одной плоскости съ силой В, либо въ плос-
кости параллельной сил'Ь Р; въ посл’ізднемъ случай; пару силъ можемъ
всегда перенести въ плоскюст'ъ ей параллельную и проходящую черезъшт В Преобразуемъ пару силъ Р’и ‚Р” съ моментомъ

мд :: Р’р : РПР

„другую съ т'Ьм'ь же моиентомъ и съ такимъ же направленіемъ враще—від, по % силами равными В, для чего положимъ:
.і' М„=Р@=Рпр=т,  
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откуда ПОЛУЧИТСЯ НОВОЕ} ПЛВЧО пары СИЛЪ:

_М„_Ш_Р”Р
7—13 *' В “7?“ 

Разсмотримъ затЪмъ, чему равна сумма моментовъ силы В И пары Вт
относительно произвольной точки плоскости, въ которой лежатъ эти сила
и пара силъ, напримЪръ, относительно точки (0) фиг. 80.

2М=Ва +В(Ь+1°)—Вд‚
2М=Ва+Вт=ВО^+а).ИЛИ:

Но, съ другой стороны, если обозначить моментъ силы В относи-
тельно точки (0) черезъ МВ, то иміэемъ

ЕМ =- МВ + Мо.

Сравнивая выраженіе (1) со вторымъ, видимъ, что,

В(а+9^) :МЕ—і—М0,

т. е. моментъ относительно произвольной точки (0) силы В, перенесен—
ной на величину 7, равенъ сумм'Ь двухъ слагаемыхъ: момента относи-

Фпг. 81.

тельно упомянутой точки той же силы В при первоначальномъ ея по-

ложеніи и момента данной пары силъ.

Приведенная сумма моментовъ есть, очевидно, сумма алгебраическая,

и направлепіе перем'Ьщенія силы В (вправо или 133113130) зависитъ отъ на-

правленія вращенія прибавляемой пары силъ.

Такимъ образомъ‚ раВНОДЪйствующую В данной системы силъ или

отдгьлъную силу В % тару сила, лежащш въ той же плоскости или въ

плоскостяхъ параллельныхъ, можемъ замтьнитъ одной силой В’ парал-
лельной % равной этой равнодЪйствующей или данной отдіьлъной сить

при условіи соотвгьтственнто ея перемгъщетя въ плоскости параллель-

ной плоскости пары‚ сравнительно съ положеніемъ данной равнодЪйствую_

щей В или отд'Ьльной силы В.
Обратно, всякую силу В (фиг. 81) можемъ замізнить другою ей па—



  
...,—}”... № в №№ 3! в порт ть, плоскастъ пайетвія вжі№. 333 пр: условия №№зго выбора зелтны зю—

штампмришътщтлеяіяеяврвшенія,
Тм, №, при № (фиг. 8]; силы В силою В“ и паров)№№№№ №№ такт обратив, чтабы направле—#- ея № № прививояожно напрзшешю ;вижешя чзсввой

№11!!! в №тт пари сям. былъ ракет. ВЧ» ‹”плв—шадъ изры-№,№0 на шахт, пары _(ЖЛЪ), 12.9. пзр‘а
сил, 10.1332№ №№ монета в направлеше вращешя. чтооы она уравне-

ЙШШЩ № 19% тн 12, относительно кзкдй—„шбо точки „шніп№ тв 3, происшедшй отъ перенесенія силы В въ паложеніе В’,
1. 0, параллельно сапой 68% на разстояніе Ь.

5 9. прими учет 0 парил» сить къ сложенію сш, расположен—
ШЗ'Ь пп № въ №№. Защита ситец; ещ, расположен—шт пп подо “ пространств, одной силой :: парой сш. Шопеш

впн относительно данной аш-
ИЗЪ вышеизложенные) ищут, что каждую силу заданной произ-

вольной системы спят, мы можем замінитъ силой ей паралельной и
проходит! черезъ данную точку, наприм'вр'ь, черезъ точку А, п паройшт„ лежащей въ плоскости паралельной данной сить: всі; силы, при—яожеивия къ одной ттт, А, можемъ геометрически сложить посред—№№ яитошолшит самъ (_ва %% проекцз'яж), причемъ получиш.
общую ратодёйтующую В, силъ, приложенныхъ къ точніз А; всё;
векторы моментовъ парт силъ можеш. сложить геометрически посред—тот, янт/толшшш векторовг моментова причемъ получится равно-Мтвтущій вектдт моментава М.

Такииъ обратит», ведите систему сила % пространствгь можно залетимъ салом В„ ‚ тэоаюдящею черезъ данную точку А и шрот съ м0- \матом»; м.
Линію дёйствія равноцЪйствующей ВА называют. осъю нулевой си—

стили“.
Учета ‹) крест'Ъ'сил'ь дало намъ одинъ способъ сложенія силъ не—

параллелъяыхъ !: непересЪкающ-ихся; изъ изложеннаго видимы что уче-яіе (› парахъ силъ даетъ другой способъ сложенія такихъ силъ.
, 'Ветори ионентовъ, которые приходится складывать, могуть быть какъ

угодно расположены въ пространств, поэтому при сложеніи ихъ прп-_№№ прибЪттъ къ методу тооегщг'й этихъ векторовъ на. опред'Ьлен-№ оси прое
`

. збрзнной системы координатъ. '№ ’ИЗВ‘ЪС мтатомъ силы- Р относительно какой-либо оси 00'
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наёывается
моментъ проекціи силы Р на плоскость нормальную къ дан—

нои оси, взятый относительно точки пересъченш оси съ упомянутою пло-
скостью (фиг. 32); этотъ моментъ измізряется удвоенною площадью тре-
угольника, одна. сторона котораго изображаетъ проекцію Р‘ данной
силы Р на плоскость нормальную къ оси, относительно которой берется
моментъ, & противолежащая этой стороні; вершина, треугольника совпа-

даетъ съ точкою перес'Ъченія упомянутой оси съ нормальной къ ней

плоскостью.
Если провести черезъ данную силу Р (фиг. 82) плоскости аВи, ада’,

аВа“, пересЪкающія ось ОО' въ точкахъ @; а' и а" и наклоненныя подъ 
б.;

   
Фиг. 82.

различными углами къ плоскости нормальной къ оси ОО’, то моменты

данной силы Р относительно различныэсъ точекъ @, а’ и а" оси ОО'

будутъ различны, такъ какъ они измЪряютсн удвоенными площадями тре-

угольниковъ ада, аВа' и ара"; между тЪмъ моментъ силы Р относительно

оси ОО', измізряемый удвоенной площадью общей проекціи этихъ тре-

угольниковъ на плоскость нормальную _ къ оси ОО’, есть величина по—

стоянная для данной силы Р и данной оси ОО’.

Моментъ силы Р относителъно какой-либо точки данной оси ОО’

можетъ быть изображенъ посредствомъ своего вектора, т. е. посредствомъ

отріззка нормальнаго къ плоскости треугольника, опред'Ъляемаго данной

силой и точкою, относительно которой берется моментъ (фиг. 83); век—

торъ момента силы относительно данной точки отличается тізмъ отъ

вектора, момента пары сила, что для перваго изъ сихъ векторовъ точка,

приложет'я иостоянн'а, & именно эта та точка, относительно которой

берется моментъ, & дЛЯ ВТОРОГО—точка приложения %роизвомна_
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Моиентъ той же ешш Р" относителъно оси ОО’ можетъ быть изо-
браженъ посредством'ь своего вектора, который, очевидно, совпадаетъ съ
осью 00’, такъ какъ онъ долженъ быть нормаленъ къ плоскости, пер-
пендикулярной къ оси ОО’, т. е. параллеленъ этой оси и такъ, какъ
точна приложенія этого вектора должна лежать въ точкъ пересЪчеш'я оси
00’ съ упомянутою нормальною къ ней плоскостью.

Проекція на ось ОО’ вектора момента, данной силы 1? относительно
какой-эшбо точки той же оси, очевицно, равна вектору момента той же
сшш относитеэшно оси ОО’, такъ какъ уголъ а, составляемый плоскостями.  

   %
]) прох9дящею черезъ данную силу и взятую на данной оси ОО,

точку, относительно которой берется моментъ, и 2) нормальною къ дан-
ной оси, равенъ углу,“ составляемому нормалями къ этимъ плоскостямъ,
т. е. векторомъ М момента данной силы относительно точки и осью ОО’ .

СлЪдовательнО, можемъ написать (_фиг. 83):

Рр = М,
'

(Рр) 003 а = М 003 а : М’.

Фиг. 83.

Съ другой шороны:
"Р’р’ : (Рр) сода : Моава : М'.
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Птнъ, проекция (М’) вектора момента силы
К(и‘нгыгг—„тбо точто данной оси (00
0772012?!Ч (!

(Р) относителъно
’) на эту осъ естъ величина 920-

Я и равная вектору момента той 0/06 СИЛЫ относительно дан-
НОП ()./„Н.

5 10. Задача на зам’вну— данной системы еилъ Одною силою и векторомъ
суммы моментовъ паръ силъ.

На основаніи вышеизложеннаго можемъ рЪшить сліздующую задачу:На поверхность твердаго тёла, изображеннаго въ ортогональныхъ
проекціяхъ (фиг. 8460, д'Ьйствуютъ три силы (1311; РЮ, (});; р?”) и
(])з'ё рэ”); требуется дЛЯ данной ТОЧКИ (А’; А"), взятой внутри тёла,
построить В И ЕМ.

Выберемъ плоскости координатъ, какъ показано на чертежъ (фиг. 846$),
& именно: примемъ за плоскость ХГ горизонтальную плоскость проекцій,
за плоскость ХЗ — вертикальную плоскость проекцій, & за плоскость
УИ—плоскость перпендикулярную къ оси проекцій; эту послізднюю пло-
скость вращеніемъ около оси 02 совмёстпмъ съ вертикальною плоскостью
проекцій и построимъ въ этой совм'Ьщенной плоскости проекцію даннаго
Т'Ьла и дапныхъ силъ на плоскость ЕУ.

Каждую изъ силъ (Р]; Р,”), (Р2’; Р2”) и (Д]; РЗ") можемъ, на осно-
ваніи приведеннаго выше, замёнить такою же силой, приложенной къ
Данной точка“) (А'; А”), и парой силъ равныхъ и параллельш'лхъ соот-
вЪтствующей данной сить, съ плечомъ равнымъ разстоянію точки при—
ложенія Данной силы къ поверхности тёла до точки (А’; А”); для сего
стоитъ только данныя силы перенести параллельно самимъ себтз въ точку
(А’; А“). Перенесенныя такимъ образомъ силы, какъ силы пересЪкаю—
ЩіЯСЯ въ одной точкЪ, можемъ сложить геометрически на отдЪльномъ

чертеж}; (фиг. 846) посредствомъ многоугольника силъ въ двухъ проек-
Цінхъ‚ И въ результата получимъ искомую равнодЪйствующую В въ двухъ
проекціяхъ (Е’ и В”) (фиг. 846); третья ея проекція, &

именЁю
на пло—

скость УИ, можетъ быть легко получена обыкновенными прюмами На-

чертательной геометріи.
Для полученія ЕМ, т. е. суммы векторовъ моментовъ пара сила,

происшедшихъ отъ перенесенія данныхъ силъ параллельно Ёамимъ
себ'Ь

ВЪ точку (А', А”), замётимъ, что моментъ каждой подобнои пары сил?
ИЗМЪряется удвоенною площадью треугольника, постоеннаго на, данном
(3113113 при вершинъ (А’; А”). ВмЪсто моментовъ паръ силъ, можемъ раз-

сматривать моменты данныхъ силъ относительно точки А, такъ какъ
очевидно, что моментъ каждой изъ упомянутыхъ паръ силъ равенъ мо-

менту соотвізтствующей данной силы относительно точки А.
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; : ›. №№ проекцій. Вторая изъ силъ кажцой
‘ {Эд

› »": тт:"; № точку (А', А”), дастъ относительно оси,№№ № № №, №1111» равный нулю. Такъ,напримізръ,
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ПЛОЩЩЁ
треугольника “’В/А’ Представляетъ половину момента силы

(Р.,; Р’ „ относительно оси, нормальной къ плоскости Х2 и прохОдя—Шей черезъ точку А, т. е. относительно оси параллелъной оси У-овъД
УдВОеННУЮ ПЛОЩЗДЬ этого треугольника откладываемъ ва види, вектора
момента на оси, проходящей черезъ точку А 12: || -ой оси У—овъ (см.
фиг. вы…

_Ц
84,2) и наносимъ на этомъ вектор'Ь стрізлку соотвътственно

направлешю вращенія момента силы (Р,; Р",) относительно точки
(А’; А“). Точно также на той же оси откладываемъ въ видів векторовъ
мопентовъ удвоенныя площади треугольниковъ А'Т’д' и А'е’х'.

Алгебраическая сумма, этихъ отр'Ьзковъ дастъ ЕМ… т. е. проекцію
на ось У-овъ суммы векторовъ моментовъ. Точно такимъ же образомъ
найдутся проеыціи ХМ на ось Х-овъ и 2—овъ‚ т. е. велИчины ЕМ, и
2М„ для чего сліэдуетъ отложить по оси Х—овъ удвоенныя площади
треугольниковъ Ататё’”; Атттб’” и А”’е”’х”’‚ & по оси 2—0въ удвоенныя
площади треугольниковъ А”а"В”; А”т”б” и А”г”х" и полученные на со-
ответствующихъ осяхъ отріззки алгебраических суммировать.

Указанныя Д'ЁЙСТВіЯ можно упростить, сложивъ предварительно удвоен-
ныя площади отдіэльныхъ треугольниковъ на каждой изъ плоскостей проек—
Цій, съ принятіемъ во вниманіе при этомъ сложеніи направленія враще—
нія моментовъ‚ т. е., считая положительными площади, соотвізтствующія
моментамъ, вращающимъ по направленію движевія часовой стрёлки, и
отрицательными площади, соотвЪтствующія моментамъ, вращающимъ въ

Обратномъ направленій.
Получивъ проенціи суммы векторовъ моментовъ ЕМ на оси коорди—

натъ, т. е., найдя отрч‘эзни:

БМ,; ЕМУ И ЕМ,

МОН'ЮМЪ, СКЛЗДЫВЗЯ' Геометрически попарно:

231: и 21%; ЕМ: И ЕЛД; ЕМУ и ЕМ“

найти проекціи искомой суммы векторовъ моментовъ ЕМ на, каждую изъ

трехъ плоскостей координатъ (фиг. 84‚а и 84,6); ‘этими послЪдними проек—

Ціями искомая сумма векторовъ моментовъ вполніз опредЪляется.

Сумма векторовъ моментовъ можетъ быть разсматриваема, какъ діаго-
наль параллелепипеда, котораго ребра представляютъ отр’взки, равные и

Параллельные векторамъ БМ,; ЕМ и ЕМ, (фиг. 84,3).

Проекціи найденныхъ равнод'Ьйствующей В и суммы векторовъ мо-

ментовъ могутъ быть построены у точки (А'; А"; А'”) въ трехъ плоско—

стяхъ проекцій, что и исполнено на фиг. 84‚‹ъ.
'
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$ 11. Соотношеніе между крестить еплъ и одною силою въ совокупности
съ парою еплъ.

Изъ изложеннаго выше 0 ырестіз силъ, & также о парахъ сцлъ ясно,
что всякая система силъ, заключающая въ себіэ силы нешфимвлъныя
м непересмкаюмйяся, можетъ быть зам'Ьнена или:

1) крестомъ силъ НА И Ва, или
2) одною силою В и парою силъ М.
Во второмъ случа'Ь линію д'Ъйствія силы В, т. е. линію Д'Ьйствія

равнодЪйствующей всЪхъ силъ системы, перенесенныхъ параллельно са—

ышмъ себЪ до пересізченія въ одной точкё, называютъ осъю нулевой
СМС”?В.ИЫ .

Для каждой данной системы силъ имЪетсн лишь одна ось нулевой
системы, какъ это слЪдуетъ изъ самаго опреддЁленія этой оси. 

Фиг. 85.
`.

С'Ь другой СТОРОНЫ, каждую Данную систему силъ можемъ заМ'Ънить
однимъ изъ безчисленнаго множества равнозначныхъ (эквивалентныхъ)
ей крестовъ силъ.

Такимъ 06разомъ, каждый изъ безчисленнщо множества крестовъ
сила, равнозначныж данной системи сила, можетъ бытъ замгъненд одною
силою В (съ совершенно опред'Ьленною линіею дёйствія, называемою
осью нулевой системы) „ парта М .
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:этрго вытекаетъ, какъ непосредственное слгЬ
предшысшпе:

З’Ё транца.

_

Ь,… м чррезд одну изд самъ ВА данназо креста сила (В Во) „рд-вести ;….іосностъ, параллельную оси нулевой системы, то 9% плоскостъ
долина бьппь параллельна мент дтьйстеія второй самы Вс данншо
ЩШС'ПШ пнд (фиг. 85).

Вчі гамомъ дЪлЪ, пусть на чертежъ (фиг. 85) черезъ силу В„ креста
силъ [{1 и ВС проведена плоскость параллельная линіи діэйствія силы В,
т. е. (›‹:ц пулевой системы, эту плоскость обозначимъ черезъ П. А. Пе-
ренесемъ затЪмъ силу ВО параллельно ей самой въ точку плоскости П. А,
именно въ точку А, пересізчевія ВА и В; въ такомъ случай ясно,
что перенесенная сила Вс должна лежать въ той же плоскости, въ коей

.

лежатъ силы НА И В, такъ какъ сила В есть равнодізйствующая, & силы
НА и ВС дві; ея составляющія; значитъ перенесенная сила Вс должна
лежать въ плоскости П. А. Слёдовательно, сила Вс, лежащая въ плос—
кости П. С., какъ параллельная перенесенной 0121511; В… должна быть
параллельна плоскости П. А. или, обратно, плоскость П. А. должна
быть параллельна линіи дЪйствія силы Во, что и требовалось доказать.

дствіе, сліздующее

@ 12. Центральнаяось нулевой системы. Координаты данной системы еилъ.

Если данная система силъ приведена къ одной равноддвйствующейВ
и къ парт: силъ съ моментомъ И, то, на основаніи ученія 0 парахъ
силъ, можемъ силу В перенести
ВЪ любое параллельное ей по- а,———————————————————

Эъ
ложеніе при условіи прибавле-
нія къ первоначальному вектору-
момента И еще новаго вектора
момента пары силъ, происшед-
шей отъ перенесенія силы В
параллельно самой себ'Ь въ но-
вое положеніе: этотъ новый век-
торъ момента/пары силъ будетъ нормаленъ къ плоскостиэтой пары, т. е.

къ плоскости, въ которой сила В переносиласьпараллельно самой себъ.

Складывая геометрически два вектора моментовъ М и 1111, получимъ

новый векторъ моментовъ М’ (фиг. 86).
Такъ какъ черезъ силу В мы можемъ провести безчисленное мно-

жество плоскостей, въ каждой изъ коихъ мы можемъ эту силу В пере-

нести параллельно ей самой, то очевидно, что мы можемъ провести че-

резъ силу В и такую плоскость, въ которой сила В, будучи передви—

   
Фъаг. 86.
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пута на соотвіътствующее (большее или меньшее) разстояніе, дастъ намъ

добавочный векторъ момента М, пары силъ, им’Ьющій такія линію дізй-
ствія, величину и знать (стр'Ьлку, направленіе), что, если сложить гео-
метрически первоначальный векторъ момента М съ векторомъ М„ то

равнодійствующій векторъ момента М’ совпадетъ съ линіей дізйствія
силы В. Очевидно, что точка приложены векторовъ М и М1 (которая,
какъ извЪстно, совершенно произвольно,) берется въ данномъ случаи; на,

линіи дійствія силы В въ новомъ ея положеніи. Еслибы эта точка была
взята внЪ упомянутой лпніи, то М' получился бы И В. То положеніе

равнодізйствующей В, при коемъ
3 М’ совпадаетъ или || В, называется

центральной осыо нулевой системы.   
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‘Б’ргг. 87. Фиг. 88.

Ежи выбрать систему прямоугольныхъ координатъ такимъ образомъ,
что няню,.‚тг; ;.-г‚‹‚р,титя‚тт‚ ложить на линіи д'Ьйствія силы В, и перенести
эту силу по .тиніи ол ‚г!;йс'гпія таиъ, чтобы начало отрёзка, изображаю—тшо силу /.’‚, ‹:онпя..;ю т, ншшломъ О координатъ, то силу В можно
инобршт'н, пог,ро,'г‹с'и:‹›м'ь трет, ся проекцій Х; У; 2 на ОСИ КООРДИ—няггь, Точно шили; пт::горъ момента М можно изобразить проекціями
'грохъ то «статинш:ощихч. /‚; М и №110коордипатпымъосямъ (фиг. 87).

Соли !! и М пролитоп.пшо'г'ь собою равнод'ізйствующую и моментъ
пиры гит., рпппошншт.т данной ‹:ио'гомъ ‹:илъ, то упомянутыя 6 соста—
плшпншхч, Н и М по ос…имъ коордишъ'гъ называются координатами дан—
Нпй гт'темш тм.

„ _ . › ‚. . „ ..Д.]… и.той либо ‹илм ! „ ошоооппой …, дпппои системі; координатъ.лото опцищ'іълить поличным [„ М и №, если изв'Ьстпы координаты "1:
'

. ‚.
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у,; 2, точки приложенія силы Р1 и проекціи Х,; У,; 21 этой силы
на оси координатъ (фиг. 88).

Въ самомъ дЪлЪ, пусть сила Р1 сироектирована на три плоскости

проекцій (фиг. 88) въ Р]; Р1” и Р1’” и пусть каждая изъ трехъ полу-
ченныхъ такимъ образомъ проекцій, въ свою очередь, разложена на дві;
составляющихъ по координатнымъ осямъ, & именно: Рі' на Х1 и И,;

Рі” на Х1 и У,; 131… на 1/1 и И,; въ такомъ случаіз, моментъ силы Р1
.

относительно оси Х (т. е. величина Ъ), будетъ, какъ извЪстно изъ преды-
дущаго, равенъ моменту проекціи Р,… силы Р1 на плоскость ИУ отно—

сительно точки 0, & этотъ моментъ равенъ суммЪ моментовъ составляю-

ШИХЪ 2, и У, относительно той же точки 0.
Такпмъ образомъ: _ п: _ 5121_ 1у1°

Точно также: ||М М : 21331
_ ХггпНу

№ Мии : Х13/1_ УД}?

Еслибы была задана не одна сила- Р„ & цізлая система силъ при
т'Ьхъ извЪстныхъ, какъ и для силы Р„ то можно было бы написать:

В„=2Х=Х; „=УУ=У; В„:хг=2.
гдЪ Ви, Ву и В„—составляющія равнодізйствующей силъ по осямъ ко—

ординатъ.
Точно также можно было бы написать:

Ь : ЕМЗ : Е(Уг—Еу);
1%: ЕМУ : 2(25Г3—Х2)‚

№ : ЕМ; : Е(Ху—Ул).

% 13. ПримЪненіе ученія о крестъ силъ къ разсмотр’внію уоловій равно-

в’Ьсія силъ въ пространственныхъ епотешахъ.

На основаніи приведенного выше ученія о крестЪ силъ могутъ быть

р’ізшаемы задачи о равновЪсіи силъ въ пространственныхъ системахъ.

Подобно тому, какъ въ плоским; системаазъ условія равновЪсія ота—

тики давали возможность опредізлить усилія въ стержняхъ системы‚ если

въ данномъ сізченіи системы встрЪчаются лишь три стержня, за ноги:?)

усим'я неизвгъстны, и если при этомъ не божье двухъ изъ этихъ стерж—

ней пересёкаются въ одной точть, въ щэостранственнытд системашд

условія статики (и въ частности ученіе о крестіз силъ) даютъ возмож-
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ность опредізлить усилія въ стержняхъ системы, если въ данномъ сёченіи
системы встр'Ъчаются лишь шестъ стержней, въ коихъ усилія Ёеизвізстны,

и если, при этомъ, нв бомъе тренда изъ этихъ стержней перестаютсн
за одной таить % не божье трет; изъ этихъ шести стержней лежатъ
за одной плоскости.

Два послізднія условія объясняются:
1) первое тЪмъ, что мы уміземъ разложить силу въ пространствё лишь

на три линіи дЪйствія, не лежащія въ одной плоскости.
2) второе—тЪмъ, что мы умёемъ разложить силу въ плоскости либо

по двумъ линіямъ пересгькающимся въ одной точки;, либо по тремъ ли-
ніямъ непересгъкающимся въ одной точкё.

Ученіе 0 крестіз силъ приміэннется къ р*ЪшеНію этого рода, задачъ на,

основаніи слЪдующихъ соображеній.
Каждая‘ часть пространственнаго сооруженія, мысленно отсЪченная

отъ всего сооруженія, Должна находиться въ равновдвсіи подъ дъйствіемъ
заданныхъ внЪшнихъ силъ, приложенныхъ къ этой части сооруженія, и
подъ Д'ЁЙСТВіеМЪ усилій, прпложенныхъ къ разсізченнымъ стержнямъ сп—

стемы и замёняющихъ собою д'Ьйствіе мысленно устраненной части со-
оруженія. '

Система заданныхъ силъ, дёйствующихъ на разсматриваещю часть
сооруженія, ВМ’ЁСТ’Ё съ системою изв'Ьстныхъ усилій въ 'Н'Ёкоторыхъ изъ
разсъченныхъ стержней системы, образуетъ совокупность силъ, которая,
въ случаіз равновіэсія сооруженія, должна, ураВНОВ'Бшиваться шестью
неизвгьстными усиліями въ шести изъ числа разсёченныхъ .стержней
системы.

Совокупность заданныхъ силъ И изв'Ьстныхъ усилий, какъ бы эти силы
и усилія ни были расположены въ пространствё, можетъ быть всегда
приведена къ кресту силъ. Слёдовательно, шесть неизвдвстныхъ усилій,
долженствующихъ уравновЪшивать упомянутую совокупность заданныхъ
силъ и изв'Ьстныхъ усилій, должны привестись къ равнозначному сд пер—
вымъ кресту сила, съ соотвёзтствующими силами направленными въ сто-
роны противоположныя направленію силъ перваго креста.

Изъ этого сліздуетъ, что и Первый креста сила можетъ бытъ разлд-
жена на составляющія по шести линіямъ, соотвЪтствующимъ осямъ раз-
с'Ьченныхъ стержней, усилія коихъ неИЗВ'Бстны.

Чтобы закончить изложеніе первоначальныхъ СВ'ЁД'ЁНіЙ 0 сложеніи и
разложеніи силъ въ пространствіз, необходимыхъ для расчета простран—
ственныхъ системъ, разсмотримъ еще два частныхъ случая равновізсія
усилій въ стержняхъ пространственной фермы, сходящихся въ ОДНОЙ
узловой точк'Ь.
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З 14. Частные случаи равнов’всія усилій въ стержняхъ пространственной
Фермы, сходящихся въ одной узловой точкъ.

Теорема 1-я. Если за данномъ узлгъ стодятся лишъ три стержня‚_
не лежащіе въ одной плоскости, и если на узлу не приложено никакой
втъшней силы, то для равновгъсг'л узла, усилг'я ед каждомз изд трата
стержней должны быть лоразнъ равны нулю.

Доказательство отъ противнаго (фиг. 89).
ИЗЪ числа трехъ сходящихся въ одной точкъ и не лежащихъ въ одной

плоскости стержней, выберемъ Два, & именно: сш и @@, и проведемъ че—

резъ эти стержни плоскость. 3атіэмъ, предположимъ, Что въ стержняхъ
аа,

@@ и ат имЪются уси—
лія, отличныя отъ нуля.
Въ такомъ случай„ усилія
аа и @@ могутъ быть при—
ведены къ одной равно-
дъйствующей аб, лежащей
въ плоскости, проведенной
черезъ стержни аа и ар.
Эта равнодіэйствующая аб

’Х)
ни въ какомъ случадв не Фиц 89
можетъ уравновіэситься съ \

усиліемъ въ стержнъ ат, такъ какъ этотъ стержень не лежитъ въ пло—
скости, проходящей черезъ стержни сш и а!), & слёдовательно не можетъ
совпастъ ва одну прямую съ равнодёйствующей ад; значитъ сдізланное
Нами предположеніе неВ'Ърно.

Такимъ 06разомъ, для равновізсія узла необходимо, чтобы усилія
во всЪхъ треХъ стержняхъ были порознь равны нулю; что и требовалось

«   
доказать.

Теорема 2—ти. Если въ даннома узлп, стоднтся четыре стержня, зщ;
кошка три лежатъ за одной плоскости, и если ва этомд угли; никакой
втъшней силы не %ри-ложено, то для равновгъсія узла необлодимщ чтобы
усилг'е ва чвтввртома стержни; было равно нулю.

Для доказательства разсмотримъ два предположенія:
1) усилія въ трехъ стержняхъ, лежащихъ въ одной плоскости, взаимно

уравновізшиваются (фиг. ЭОа)‚ и
2) усилія въ трехъ стэржняхъ, лежащихъ въ одной плоскости, прп—

водятся къ одной раВНОД'ЁЙСТВУЮЩЭЙ (фиг. 906).
Въ первомъ случай (фиг. 9021) усилія въ двухъ изъ трехъ стержней,

лежащихъ въ одной плоскости, приводятся къ равнодіэйствующещ равной
0. К. Кушшкій. _ 8

"‘
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и прямопротивоположнойусилію въ третьемъ стержнёз, лежащемъ въ той же

Плоскости, вслёдствіе чего получается равнов'Ъсіе усилій въ трехъ стерж-
няхъ, лежащихъ въ одной плоскости, т. е. равнод'Ъйствующая этихъ уси…

лій равна нулю. Сверхъ того, по условію, внізшняя сила, приложенная
къ Данному узлу, тоже равна, нулю; слёдовательно, для равновёсія узла
необходимо, чтобы усиліе въ четвертомъ стержнЪ, не лежащемъ въ одной   

°\  
Фиг. 90.

плоскости съ тремя остальными, также было равно нулю, что и требо-
валось доказать.

Во второмъ случай, по сдЪланному предположенію, усилія въ трехъ
стержняхъ, лежащихъ въ одной плоскости, приводятся къ одной равно—
дізйствующей, отличной отъ нуля (фиг. 906). Эта, равнодізйствующая, оче-
видно, пи въ какомъ случаЪ не можетъ уравнов'Ьситься съ усиліемъ въ

четвертомъ стержнЪ, такъ какъ посл'Ьдній не лежитъ въ плоскости пер-
выхъ трехъ стержней, & слёдовательно, не можетъ совйасть за одну пря—

мую съ уномянутою равнод'Ьйствующей. Значит„ сд'Ьланное предполо-
женіе невЪрно, такъ какъ узелъ не можетъ быть при этомъ предположе—
НіИ въ равновЪсіи, сліздовательно, приходится возвратиться къ первому
предположенію, которое привело къ Доказательству теоремы. :

\
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