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ВВЕДЕНИЕ
Использование композиционных армированных элементов конструкций

позволяет оптимально распределить материал для удовлетворения условий
прочности, жесткости и экономичности. Это достигается путем подбора со-
отношения механических свойств как матрицы и армирующих наполнителей,
так и несущих слоев и заполнителя слоистых конструкций. Подобные эле-
менты конструкций нашли широкое применение в авиа-, ракето-‚ машино—‚
приборостроении и строительстве в качестве корпусных и несущих Деталей.
Это объясняется наличием ряда положительных качеств: высокой удельной
жесткостью, хорошими тепло и звукоизоляциенными, демпфирующими и
вибропоглошаюшими свойствами.

Зарождение исследований трехслойных элементов конструкций пришлось
на конец первой половины ХХ столетия. В это время появляются первые
труды по механике многослойных сред (А. В. Дятлов, С. Г . Лехницкий,
Н. Г . Ченцов). Существенный вклад в развитие теории слоистых конструкций
внесли Н.А. Алфутов, С. А. Амбарцумян, А.Н. Андреев, Г.А. Ванин,
В.В. Васильев, К. 3. Галимов, А. Г. Горшков, Э. И. Григолюк, Я. М. Григо-
ренко, Г. М. Куликов, В. В. Можаровский, Б. Л. Пелех, Ю. М. Плескачевский,
А.О.Рассказов, Э. И. Старовойтов, Ю. М. Тарнапольский, Г. А. Тетерс,
С. П. Тимошенко, Р. Хилл, А. Моізег, Л.М. Кесісіу, Е. Кеіззпег и Др.

В настоящее время недостаточно изучено линейное и, в особенности, не—
линейное деформирование слоистых пластин с анизотропией механических
свойств и реономностью материалов слоев. Решению указанной проблемы и
посвящена Диссертация, поэтому ее тема представляетсяактуальной.

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ
Связь с научно-техническимипрограммами,темами
Работа входила составной частью в следующие программы:

1. Проект Т04М—002 «Исследование напряженно-деформированного со-
стояния трехслойных кольцевых пластин при термосиловых нагрузках»,
БРФФИ, № ГР 20043875, 2004—2006.

2. ГКПНИ «Механика 4.01». «Исследование демпфирующей способности
волокнисто—пористыхматериалов в качестве средств индивидуальной за-
щиты от ударных нагрузок», № ГР 20065846, 2.01.2006 — 31.12.2010.

3. Проект Ф07М-039 «Деформирование трехслойных круговых и прямо-
угольных пластин, связанных с упругим основанием, в температурномполе», БРФФИ, № ГР 20072442, 01 .04.2007—31.03.2009.

4. ГБТ НИР № 5908 «Разработка математической модели нелинейного де-
формирования прямоугольной трехслойной пластины, связанной с упру-гим основанием», МО, № ГР 20090884, 1.01.2009 — 31.12.2010.

5. Проект Т09М-014 «Деформирование композиционных трехслойных пла-
стин с ортотропными несущими слоями», БРФФИ, № ГР 20091505,
15.04.2009—3103201 1.
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6. Проект Т09К-012 «Ударное деформирование механическими и термора-диационными нагрузками металлокомпозитных элементов констрБРФФИ, № ГР 20091197, 15.04.2009—31.03.201 1.
7. ГБТ НИР 6973 «Исследование напряженно-деформированногосостояния

композитных элементов технических конструкций со ступенчато-
переменной границей» по заданию 1.15.4 «Моделирование напряженно-
деформированного состояния транспортных и машиностроительных не-
сущих конструкций, в т.ч. автомобильных цистерн, на основе учета физи-ческих и геометрических нелинеиностеи с целью снижения металлоемко-
сти и повышения надежности, безопасности и технического ресурса»ГПНИ «Механика, техническая Диагностика, металлургия» № ГР
20111888‚03.01.2011—31.12.2012.

8. Проект 7213 Ф11К-004 «Колебания металлополимерных и композитных
оболочек при взаимодействии с упругим или жидкостным наполнителем»,
БРФФИ, № ГР 20113880, 15.04.2011—31.03.2013.

укций»,

Цель и задачи исследования
Объект исследования: трехслойные прямоугольные пластины, несущие

слои которых набраны из ортотропных материалов и могут содержать усили-
вающую накладку, заполнитель — упругий, линейно вязкоупругий, нелинейно
вязкоупругий.

Предмет исследования: напряженно-деформированное состояние трех-
слойных прямоугольных ортотропных пластин при различных граничных
условиях, видах нагрузки, материалах слоев.

Цель работы: создание механико-математическихмоделей физически ли-
нейного и нелинейного деформирования трехслойных прямоугольных анизо-
тропных пластин, учитывающих направление и объемное содержание арми-
рующих волокон, реономность материалов, температуру и нерегулярНОСТЬ
границы; разработка методов решения соответствующих краевых задач.

К задачам исследования следует отнести:
постановку краевых задач по расчету напряженно-деформированногосо-
стояния линейных и физически нелинейных, упругих и вязкоупругих
трехслойных ортотропных пластин;
разработку методов и получение точных и итерационных аналитических
решений соответствующих задач при различных граничных условиях и
видах нагрузки, включая термосиловую, наличии усиливающей накладки;
численный параметрический анализ зависимости перемещений, ДеФОРМд'
ций и напряжений от принятых физических уравнений состояния, гранич-
ных условий, геометрических и механических характеристик слоев и на-
кладки, направления и объемного содержания армирующих волокон, рео-
номности заполнителя, температуры, величины, вида и времени деИСТВИЯ
силовой нагрузки.



Основныеположения диссертации, выносимые на защиту:
. механико-математические модели квазистатического деформирования

ортотропных трехслойных прямоугольных пластин, включающие уравне-
ния равновесия, формулировки граничных условий и условий сопряжения
ДЛЯ разрешающих функций при ступенчатой границе, отличающиесяуче-
том ортотропии упругих несущих слоев и физической нелинейности уп-
ругих и вязкоупругих жестких заполнителей;

. аналитические решения краевых задач, содержащие расчетные формулы
для перемещений, напряжений и деформаций в упругих ортотропных
трехслойных пластинах с гладкой и со ступенчатой границей при различ-
ных видах нагрузки (непрерывная, локально распределенная, сосредото-
ченные силы и моменты), отличающиеся учетом ортотропии несущих
слоев, наличием усиливаюшей накладки;

. аналитические рекуррентные решения задач 06 изотермическом и термо-
силовом цилиндрических изгибах ортотропной трехслойной пластины с

линейно вязкоупругим заполнителем, содержащие расчетные формулы
для перемещений, учитывающие реономные свойства материала заполни-
теля;

. аналитические итерационные решения краевых задач 0 цилиндрическом
изгибе ортотропных трехслойных пластин с физически нелинейными уп-
ругими и вязкоупругими заполнителями‚ полученные методом упругих
решений Ильюшина, позволившие алгоритмизироватьпроцесс исследова-
ния параметров напряженно-деформированногосостояния;

. численный анализ напряженно—деформированного состояния исследуе-
мых пластин в зависимости от параметров физической нелинейности и

реономности материала заполнителя, направления и объемного содержа-
ния армирующих волокон, граничных условий, геометрических и упругих
характеристик слоев и накладки, величины, вида и времени действия на-
грузки, температуры.
Личный вклад соискателя
Все основные результаты, выносимые на защиту, получены автором лич-

но. Научный руководитель принимал учасТие в выборе направлений и разра-
ботке методик исследования, в анализе полученных результатов. Другим соав-

торам принадлежатрезультаты, не вошешшаев работу.

Апробациярезультатовдиссертации
Основные результаты работы докладывались и получили одобрение на:

. 1Х, Х Белорусских математических конференциях (Гродно, 2004; Минск,
2008х

. \!… и Х… Республиканские научные конференции студентов и аспиран-
тов «Новые математические методы и компьютерные технологии в про-
ектировании, производстве и научных исследованиях» (Гомель, 2005,
2010Х



о 11 Международная научно-практическая конференция «Проблемы и пер-
спективы развития транспортных систем и строительного комплекса».
(Гомель, 2008);

. 4-ая региональная конференция молодых ученых «Новые функциональ-
ные материалы, современные технологии и методы исследования». (Г0-
мель, 2008);

0 Первая и вторая международные конференции «Математическая физика
и ее приложения». (Самара, 2008, 2010);

о \11 Международный симпозиум по трибофатике. (Минск, 2010);
. ХЦ! и ХЬШ Республиканские научно—практические семинары «Приме-

нение методов компьютерной механики в инженерии, науке, образова-
нии» (Минск, 2011, 2012);

о \] Белорусский конгресс по теоретической и прикладной механике «Ме—

ханика—201 1» (Минск, 2011).

Опубликованность результатов
По теме диссертации опубликовано 22 работы, в том числе 10 статей (из

них 7 соответствующих пункту 18 Положения О присуждении ученых степе-
ней и присвоении ученых званий в Республике Беларусь), 12 материалов и
тезисов докладов на научных конференциях, общим объемом 6,2 а. л.

Структура и объем диссертации
Диссертация состоит из введения, общей характеристики работы, 4 глав,

заключения, библиографического списка. Объем диссертации составляет 149

страниц машинописного текста, включая 45 страниц с 63 иллюстрациями,
список использованных источников из 131 наименований на 9 с., список пуб-
ликаций автора из 22 наименований на 3 с.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ
Механико-математическая модель ортотропной упругой

прямоугольной трехслойной пластины
Рассматривается несимметричная по толщине упругая трехслойная орто-

тропная прямоугольная пластина с жестким заполнителем (рисунок 1). Сис-
тема координат х, у, : связывается со срединной плоскостью заполнителя.
Для описания кинематики пакета использована гипотеза «ломаной» лишив
тонких несущих слоях 1, 2 справедливы гипотезы Кирхгофа, в несжимаемом
по толщине заполнителе 3 нормаль остается прямолинейной, не изменяет
своей длины, но поворачивается на некоторый дополнительный угол ш, про-
екции которого на плоскости У02 и Х02 — ш,.(х, у), шу(х,у) соответственно.

На внешний слой пластины действует распределенная силовая нагрузка
р,.(х, у), ру(х, у), с1(х, у). Через ия(х, у) и и„(х, у), иу(х, у) обозначены прогиб и

продольное перемещение средней плоскости заполнителя. Через И„ обозначе-
на толщина /‹ —го слоя, при этом И3=2с. Деформации считаются малыми.



По контуру пластины предпо-
лагается наличие жестких диа-
фрагм, препятствующих относи-
тельному сдвигу слоев. Уравнения
равновесия следуют из принципа
возможных перемещений Лагранжа
бА :бИ/ и закона Гука ДЛЯ орто-
тропного тела, с учетом введенных
геометрических гипотез:

а1и +а2и +а3их9‚\\ \ ’…

+а9их ‚ху +а10иу ’уу +а4шу ‚хх +а11Ч1х ‚ху + 6112… у ‚уу _а13ш’ууу_а14ш’хуу +ру : О ’

 
Рисунок 1 — Расчетная схема пластины

+а4Ч1х’уу4-а5`иу ’ху+ абчіх ’хх _а7ш’ххх_а8…’ху_\›+рх
: О ’

)( ‚хх

а1иу ’ хх

+а16и _ +
61711 +а13и +а15и у ‚пух ’ ххх у ’ ууу х ’ хуу

+611 7 Ч] ‚\ Пп +а18 … у ‚ууу +019… х ’л'уу +а20ч', у 7хху
_ а21ш’д'ххх_а22И/‚уууу _а23иі’ххуу +Ч : О ’

аи +аи +аи +а +а —а их —а и» —6(3)с =0
6 х ‚хх 5 у ’ ху 4 х ’ уу 24 … у ‚Ау 30… х.”: 26 .Х\}' 27 ххх х: Ш х ’

а12и +а11их ’ху +а4иу’л+а28шу’\'у+\ ’ \у
(3)

+ а29‘их7ху+а30Ч’уш_а31ш’ухх “апи’эт 'Су—Сшу—_ О (1)

где запятая в нижнем индексе обозначает операцию дифференцирования по

следующей за ней координате, коэффициентыа,- выражаются через упругие и

геометрические параметры слоев:
а, = 056311, + 66$) + 0,56575 ‚

а2 = 0,56371, + сбіі’ + 0,5(23’112 + А;”ід + 2сА_{"’ + А;“щ ‚

а3 : 0,5с(і\2 + 211с)А;” + 0,500122 + 211с)АШ‚
… ‹А› ‹А› ‹А› ‹А› ‹А›

(А))
‹А›(„_(у +\/ \А )Е „_)—(\; +\А _\А Е

А2 "'
. 9 А1 '— э(… * АП)

ААА» : (1—УЩУШХ1_у(н\’…)_(“… +\‚АЗУАМХУАН +"…"(_Н)
/‹ /‹ /‹ЕЁ,) И

) ‚(Ё )

—модули Юнга, коэффициентыПуассона и модули сдвига.
Если в качестве граничных принимаются условия свободного опирания на

неподвижные в пространстве жесткие опоры, то решение системы (1) можно
выписать в двойных тригонометрическихрядах:

тих . ппу тих ппу

;ЁЁшх-‚тпсоэ эчл=—ЁЁчыт$і“‚“““;—’

  
         

„: 1 „1:0 у и:0 т= \ \"

тТЕх . ппу тТСх ппуЕЁЁ Ц…… СОЗ $1П—'— ’ “у ___—ЁЁ иутп Зіп СОЗ_ 7

11:1 т: О И:О т= ] [у

. ГПС
ия: Ё2 их…" зіпттвт

_[_у
, (2)

"= \ т—1 ."



Где итти ’ цуп… ’ шлиц ’ Ч] \'тп ’ и/тп _ ИСКОМЬ1е аМПЛИТуДЬ1 перемеЩеНИЙ°
В этом случае граничные условия свободного опирания выполняются ав-

томатически, & для определения амплитуд перемещений получим систему
линейных алгебраических уравнений, подставив выражения (2) в систему (1):

Ь…иХПИ +Ь12иути + 1913… + Ь…Шутл
_ Ь15И)тл : рхтп ’

Ь21ихпш + Ь22иутп + Ь23Шхтл +
Ь24Ч’1у'тп

_
Ь25иітл : рупш’

% ЬЗіихлт + Ь32итт + ЬЗЗШхпш + Ь34Ч1утл
_

ЬЗЗИ/тл : _Чтл ’ (3)

Ь41ихтп + Ь42иутм + Ь43Ч1хтп + Ь44Ч'1ипп
_

Ь45И} : 0,
ПШ

ХПИ

 КЬ51ихт/1
+ Ь52иутл + Ь53Ч/хтп + Ь54Ч1утл

_ ЬЗЗИ) : 09„…

где коэффициенты Ь,- выражаются через параметры а,; р…,… ру…… Чп…
— коэф-

фициенты разложения нагрузки в тригонометрическиеряды.
Решение системы (3) можно получить одним из стандартных методов. В

работе предложены аналитические решения конкретных краевых задач при
следующих видах внешней нагрузки: равномерное распределение по внеш-
ней поверхности верхнего слоя, локальное распределение внутри прямо-
угольной области, сосредоточенная сила, сосредоточенный момент.

Проведен численный параметрический анализ напряженно-
деформированного состояния пластины для всех указанных решений.

Численные результаты в работе получены для нескольких видов
трехслойных пакетов. Характерные размеры пластины принимались единич-
ными (1, = 1, =

1 м. Предполагалось, что несущие ортотропные слои выпол-
нены из:' высокопрочныхуглеродных волокон на эпоксидном связующем (УВЭС),' борных волокон на алюминиевом связующем,

сверхвысокомодульныхуглеродныхволокон на эпоксидном связующем.
Заполнитель выполнен из:' фторопласта-4 (ПТФЭ),' пенополиуретана (ППУ),' пенопласта (ПХВ-1).
Рисунки 2, 3 отражают влияние асимметрии пластины на прогиб и нор-

мальные напряжения по толщине (с1 = 0,1 МПа, рх= ру = 0). На рисунке 2: ]—

іц =
№2

= 0.03; 2 — И, = 0,02, №2
= 0,04; 3 — Щ = 0,04, Щ = 0,02; 4 —

111
= 0,01,

Й2 : 0,05, 5 _ 111: 0,05, ‚22 : 0,01, 6 — ;!1: О, Й2 : 0,06, 7 =- ;11
: 0,06, 112

: 0. на
рисунке 3:1— 111

= И2 = 0,03; 2 — И, = 0,01, №2
= 0,05. (с = 0,09): а— в плоскости

хг при у = 0,5; 6 — в плоскости уг при х = 0,5. Материалы пакета — заполни-
тель — ПХВ—1, несущие слои — высокопрочные углеродные волокна на эпок-
сидном связующем.

Из приведенных графиков следует, что с увеличением асимметрии пла-
стины перемещения и напряжения уменьшаются, т. е. пластина становится



более жесткой на изгиб. Отличаются соответствующие кривые по форме из-

за однонаправленности углеродных волокон.
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Рисунок 2— Изменение прогиба т [и] вдоль координатных осей
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На рисунке 4 показано изменение прогиба при различных углах (1—
900) ориентации волокон в несущих слоях при

действии сосредоточенной силы (Р= 9 кН) в центре пластины. Формы кри-
вых (1,3) отличаются из--за ориентации волокон. У пластины с несущими
слоями, армированными под углом 450 к оси Ох, прогибы больше на 34 %.

На рисунке 5 приведены графики изменения прогиба при различном на-
полнении материала несущих слоев волокнами (@ = 20 кПа): ] — Уа = 20 %;

60 %;4—У„=

в“ кг отит

1.0 
50

…от—...и...-

„йн .  
  

    
     

-0.09
'

-о.м 0 0.09 : 0.32

80 %. Здесь наблюдается пропорцио-
нальное уменьшение экстремумов при увеличении объемного содержания 2 _ 14, =

ВОЛОКОН.
0
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Рисунок 4 — Прогиб при действии
сосредоточеннойсилы при различныхуглах
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Рисунок 5 — Прогиб при различном

наполнении материала несущих слоев
волокнами



Соответствующие методики и программы численного счета применены вИММС им. В. А. Белого НАНБ для оптимизации композитных элементов
индивидуальных средств защиты от ударного воздействия; на ОП НПО РУП,
ТУ и УМА «Гомсельмаш» для расчета рациональных геометрических пара-
метров подземных резервуаров для хранения нефтепродуктов‚ в НИИЖТе —

для расчета композитных корпусных элементов специальных вагонов.
Цилиндрический изгиб прямоугольной

упругой трехслойной ортотропной пластины
Рассмотрим несимметричную по толщине упругую прямоугольную трех-слойной ортотропную пластину, достаточно длинную в направлении оси Оу.Она нагружена постоянной в направлении этой оси поперечной нагрузкой

р : р(х) , 4 = с1(х) . Вдоль оси Ох нагрузка может меняться произвольно.
Геометрические гипотезы и система координат соответствуют модели, рас-
смотренной ранее. Полагая в (1) слагаемые с нижним индексом у и производ-
ные по у равными нулю, получим уравнения равновесия в перемещениях при
цилиндрическом изгибе рассматриваемой пластины:

(1311,1… +а6Ш’ХА'—а7и}’ш‘+р: 0; а7и9ххх+а17ш7м‘х—а2|№9хмх+Ч: 0;
(3) _—6„ сш — О . (4)

Аналитическоерешение системы (3) получено в виде:
ч/(х) : С2 511(Вх) + С3 сЬ(Вх)

+%
$11(Вх)[ ;(х)сЬ(Вх)а'х — сЬ(Вх)_[3(х)$Ь(Вх)а'х];

а6и7ц+а24шдц_а17№,
1.1.1.

аЗС] 1
И/(Х) :

ОТ О‘ъіша’х—щ ЬЗ'(19)+ аз Ц'(61)+
С

х3
+?4х2 +С5х+С6;

2

1 _ _ а „
и(х)=узш+а— _а21121(р)+а7Ь3'(с1)+Ё7С1х‘ +С7х+С8. (5)

Константы интегрирования С„…,С8 определяются из граничных условий.   2 (х

‹п ‚РНПФЁЁЦННТ, Из _!| о 3х0

Рисунок 6 — Расчетная схема пластины
с усиливающей накладкой
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Пусть рассматриваемая пластина
усилена по нижнему слою накладкои
(Рисунок 6) из более жесткого, чем
несущие слои, материала. Тогда сум-
марная толщина 2-го слоя будет опи-
сываться разрывной функцией:

+
;;2 = ;;2 + И5Н0(х—х0), (6)

Где Ь; — толщина накладки, НО — функ-
ция Хевисайда.

В связи с разрывностью толщины 2-го слоя (6) решение задачи будем прО-
водить раздельно в обеих областях ее непрерывности: 1 — до точки присоеди-
нения накладки (х < хо); П — после нее (х 2 хо). Полученные решения необхо-
димо будет связать условиями сопряжения в сечении с координатой хо.

Для первой области функция Хевисайда обращается в ноль и И; = % .

Система уравнений равновесия (4) сохраняет свой ВИД, поэтому перемещеНИЯ



в первой области сохраняют вид (5). В области с накладкой функция Хеви-
сайда равна единице (х 2 хо) и И; = 1:2 + 115 . Соответствующая система урав-
нений равновесия также сохраняет вид (4), но ее коэффициенты учитывают
наличие накладки, ДЛЯ которой справедливы гипотезы Кирхгофа.

Искомое решение исхоцной системы можно записать в виде:
ИХ) = Ш1(Х)+(Ш2(Х)—Ш1(Х))Н(х—хо)‚ и(Х) = %(Х)+(и2(Х)—и1(Х))Н(х—хо)‚

иг(х) : щ (х) + (№2 (х) — щ (х))Н(х -— хо) .

Здесь функции ч;](х) , ш,(х) , и,(х) — решение в области 0 $ х _<_ хО ;

ч;,(х) , №2(х), и2(х) — соответствующее решение при хо $ х $1 . Эти реше-
ния имеют аналитический вид типа (5), но содержат различные константы

интегрирования С… , …, С81 , С12 , …, С82, которые определяются из 8 гра-
ничных условий на торцах пластины и дополнительных 8 условий равенства
перемещений и их производных в точке нерегулярностиграницы х = хо:

(ш2(х)—ш1(х))| ‚=0‚ <ш2‚,‹х›—ш…‹х›>| ‚=0‚ <ш2‚„.‹х›—ш‚…‹х›>

(№2 (х) — и», (х))| „
= 0 , (и;… (х) — и», (х))| = 0 , <%… (х) — щ (х))х=х х=х

=0.<„,‹х>_„,‹х>> ,
=0‚ <и…‹х›—и…‹х>)_„

Численные результаты получены для трехслойной пластины Длиной
1х= ] м, несущие слои пластины — высокопрочные углеродные волокна на
эпоксидном связующем, материал накладки ($) — борные волокна на эпоксид-
ном связующем (ЕЁ) : 2,105 — 10” МПаш‘іу) : 0,21 , у;) : 0,02 ), заполнитель —

пенополиуретан. Геометрические характеристики: с = 0,09, Ь, = 0,03, 112
=

0,01, И, = 0,01; координата начала ступеньки хо = 0,5, если другое не указано.
Интенсивностинагрузокр = 0, с]

= —1 МПа.
На рисунке 7 показано изменение величины и формы а — прогиба их, 6 —

относительного сдвига \и, консольно закрепленной пластины, в зависимости
от толщины накладки: ] — И, = О; 2 —

115
= 0,01; 3 — И, = 0,02. Ее наличие (3)

уменьшает максимальный прогиб на 17 %, сдвиг уменьшается на 10 %, про-
Дольные перемещения — примерно в 9 раз.

00 0.2 0.4 0.6 0.8 х 1.0
“

ю-ю’ ш-пг 6
4

4 // 1 3\
А 3 /

2 7/ 2 ]
_ 2%, 1

А/ \
_3/2/ 0 \

о 0.2 0.4 0.6 0.8 х 1.0

Рисунок 7 — Изменениеа — прогиба ю [м], 6 — относительного сдвига \р вдоль оси х
Рисунок 8 показывает изменение нормальных напряжений о… по толщине

пластины: а — на левом торце (х = 0); б — на правом торце (х = !) в зависимо-

=(),
Х=Хо : 0 ‚
Х=Хо
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сти от координаты начала ступеньки хо: 1— хо—
1 (без наъладки); 2— хо—— 0 ‚;5

3— х0= 0 (накладка по всему нижнему слою). Граничныс условия соответст-
вуют жесткой заделке обоих торцов. На торцах пластины появление накладки
уменьшает напряжения примерно на 30 % в верхнем слое; в заполнителе —

сдвигает напряжения к положению симметрии; в нижнем слое напряжения
разрывные за счет другого материала накладки. Графики 1, 2, соответствую-
щие отсутствию накладки на левом торце близки, также близки графики 2, 3
на правом торце, при ее наличии. Накладка на половину поверхности нижне-
го слоя приведит к уменьшению напряжений на правом торце, практически
не изменяя ИХ на левом.

9 10" 09167 сш 10" 03’ по" 092167 02310"2 -

б
3 .

1.5 ’ ' ' .

Т…‚.
|

у

» '

     
0,5

0

—0‚5

—1

-1,5

—2 -2
' '

.0_ 12 -0'09 0 0.09 2 0,12 ‚0,12 .0_09 0 0,09 2 0,12

Рисунок 8 — Изменение нормальных напряжений а“" [Па] по толщине пластины
Методы и программы численного счета для пластин с накладкой приме—

нялись для расчета элементов оконного металлополимерного профиля (ЧУП
«МонолитСервисСтрой»); прямоугольных вставок для усиления покрытия
промышленного здания (УП «Гомельское агентство по строительству и инве-
стициям» при Национальном Олимпийском комитете РБ); для выработки
практических рекомендаций по расчету тонкостенных несущих профилей с
заполнителем (ООО «Белтурпро»), для исследования деформирования тепло-
обменника, камер горения и дожига (ОАО «Гомельский Техноприбор»).

  
   

-|.5 
              

Механико-математическая модель ортотропной
трехслойной пластины с неупругим заполнителем

1. Рассмотрим цилиндрический изгиб трехслойной пластины с ортотроп-
ными упругими несущими слоями и линейно вязкоупругим заполнителем.
Физические уравнения состояния для заполнителя принимаются в виде:

.‹*›()— 26 Эдо)—]к3‹г_т)э‚5”(т)ат ‚6‘3’(1)=3К38(3)(’)°
… , б… ‚8… — девиаторные и шаровые части тензоров напряжений и

Деформаций; 1230) — ядро релаксации материала заполнителя.
Система линейных интегро-дифференциальныхуравнений равновесия:

а,и,„+а6\|1,д—а7щ…: —р + рГ ,

абищ+а2Ч1…—а3щ…_азш : др 7
(7)

где 5:1” ‚ э

а7и9ш +а3ч13хл_а4и)’‚\ш': _Ч + Ч" '

10



Здесь коэффициенты ад определяются соотношениями типа (1), неупругие
слагаемые в правой части уравнений (7) вычисляются по формулам

д, =№‚‘3”`‚ @ =(М‚‘_3”'—9‘”")‚ №” =%63[[К3(1—т)513’ат (12 ,
‚\

—с0

М”" = %63[_[123(1—т)гі_3’6112с12‚ 9…" =26311К3(1—т)ша'та'2 .

—с 0 —с О

Предположим, что в (7) содержится малый параметр, например, ядро ре-
лаксации 123 < 1. Тогда возможен метод итераций, основанный на методе уп-
ругих решений Ильюшина, при котором для любого п-го приближения полу-
чаем решение задачи об изгибе трехслойной консоли с вязкоупругим запол-
нителем в рекуррентном виде:

ш"”(х‚г) = с;*'>зь(вх)+ с;п>сь(вх)+

+%…шмямььфхмх_сь‹ш›;г‹п›зь‹вм
\,

1 _ _ п— а п 2 п „и‘”’(х‚г)=ъ ш…
+—{—а2д

(р—р‘” ”)+а7Ьз` (61—61‘. ")+—210156 }4-6‘7
56%? ’,

ос2

иг‘”)(х‚1) =
ОНЩ [ \и‘”’дх—а7Ь3' (р —рі”“")+аЗЦ‚' (ч—чі”_”)+

‚,
4.

1 1 »
+—а3С|(”))с3 +—С;”)х“+С;")х+Сё")‚ (8)

6 ' 2

где С1(”)‚...‚С;") — константы интегрирования, определяемые из граничных
условии.

Пусть пластина с линейно вязкоупругим заполнителем находится в ста-
ционарном температурном поле Т, тогда для решения задачи воспользуемся
методом температурно-временной аналогии (ТВА), в соответствии с кото-
рым, в формулах (8) реальное время заменяется модифицированным [' :

[,: 1/(ХТ(Т) ‚

где 1 — физическое время наблюдения; осТ (Т) — функция температурно-
временного сдвига (Вильямса—Ландела—Ферри)‚определяемая формулой

Т "`
То .

С2 + Т —
Т0

’

С], С2 — экспериментальные константы, То — начальная температура.

1п0сТ = С1

2. Предположим, что в процессе деформирования материал заполнителя
пластины проявляет нелинейно вязкоупругие свойства. Для их описания
применяем следующие физические уравнения состояния

623) = 3198… — 263 (1— ш(3)(8Ё3)))эі3)(1)—ЁКЗО
— т)(1— 030185.” )) эі_3)(т)а'т ‚

О _

11



с… =326 (1_ ш‘3)(8‘3)))э,_)_‹3›(…В (1—т)(1 …‘3’8(‘.3)))э…(т)а’т ,

где 0)(3)(8(.3)) — функция физической нелинейности заполнителя, 8$” — интен—
сивность деформаций в заполнителе.

Соответствующая система интегро-дифференциальныхуравнений равно—
весия рассматриваемой пластины будет существенно нелинейной. Для ее ре-
шения применим метод упругих решений Ильюшина, при котором для любо-
го п—го приближения получим систему дифференциальныхуравнений:

(п) (И) (И) (п—1)аи,м+а6ч1,м—а7ия,ш=—р+рш
(п) (м) (Н) (Л) (и1)

аби?м+а2Ч19м _аЗ№9… _а’3… :о)/1 › (9)
(п) (п) (п) _ (п—1)

617149… +азшэш_—а4иі7хххх“№
Величины р”” Ж””, 42,”

') на первом шаге (п = 1) принимаются равны-
ми нулю, & в дальнейшем вычисляются по результатам предыдущего при-
ближения и носят название дополнительных«внешних» нагрузок. Они служат
поправками на физическую нелинейность и реономностьматериалов:

р81—1›:№’‹Х3›о›‹п—1›‚ „;и—1›_ (М(3›‹»‹п—1)

_9‹3›о›‹п—п) 61…
1›__М‚(і_›е›‹:ж—1›7

С [„‹№ :;6, ; (>в+;к,<‚_т>(1())вд @,
—с О

С !
(3)… _3 (3)(п—1) (3)(п—1)

( (3›‹„—1)))г‹3)‹„—1)
0_С'

9…“ = 2633 ш,(е$3><"—'>)„<"-” +ЗК…_т)(1-ш,(а$3><”*”))щ<”—”ат а'2 . (10)
О

_,.

Процедура получения решения системы уравнений (9) не отличается от
предыдущих. В результате получаем искомое решение в рекуррентном виде
(8), где индекс \} нужно заменить на (1).

Таким образом, модифицированные формулы (8) дают аналитическое
решение задачи о цилиндрическом изгибе трехслойной ортотропной пласти-
ны с нелинейно вязкоупругим заполнителем при различных условиях закреп-
ления ее торцов. Если в выражениях (10) положить равным нулю ядро релак-
сации, то получим решение задачи для трехслойной прямоугольной пластины
с нелинейно упругим заполнителем и ортотропными несущими слоями.

Численные результаты получены для шарнирно закрепленной пластины,
набранной из материалов УВЭС—фторопласт—УВЭС, толщины слоев которой
іц =

112
= 0,05, с = 0,05; Ядро релаксации принималось в виде, предложенном

Ржаницыным, его параметры для фторопласта известны.
Рисунок 9 а, б демонстрирует практическую сходимость метода упругих

решений. За искомое решение принято 12-е приближение, которое отличает-
ся от предыдущих двух менее чем на 0,01 % — как для прогибов их, так и для
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ках соответствует номеру п итерации, п =

е значения перемещений в решении
3211321-

т идеально упругие примерно на 20 /о.
сдвигов \и. Номер кривых на рисун
1 — упругому решению. Полученны
чи нелинейной упругости превосходя
Форма криовых сохраняется. 0,10

12
0,2 0,4 0,6 0,8 х ‚0 , 6 „,

ш 11 Ч! ‹ ‚\
_

_, 2‘
0.005

‹
0,05 /

0,0ю ‘
‹ /
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. "1.
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Рисунок 9— Сходимость метода упругих решении

Рисунок 10 иллюстрируетизменение экстремальных значений: а —прогиба
ия [м]; 6 — относительного сдвига ч] линейно вязкоупругой пластины с течени-
ем времени [ при различных температурах Т: 1 — 300 К; 2 — 320 К
(0Т=0,233); 3— 330 К (ост = 0,133). Как видно из графиков, вязкоупругие
свойства проявляются тем больше, чем выше температура. В первые 5 минут
при нагреве пластины на 20° перемещения возрастают на 5 %, при нагреве на
300 — на 7 %. При достаточно длительном времени нагружения значения пе-
ремещений при различных температурах асимптотически сближаются.
(4:2,5 МПа).
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Рисунок 10 —

!дзіиенение
во времени экстремумова — прогиба ю |м|‚ б — сдвига \и

АНдЛИТИЧЗСКИИ ВИД функции (03 ДЛЯ ЗЗПОЛНИТСЛЯ ПРИНИМЭЛСЯ В виде:

(„…(81):
0, $,. $ 88 ,

А1(1_85/81)щэ 8,“ > 8

где экспериментальные значения параметров нелинейности ДЛЯА, = 0,905, 011
= 1,48, 85 = 0,033.

В Диссертации показано выполнение Достаточного условия сходимости
указанного метода упругих решений. Практическая сходимость была под-
тверждена численно. За искомое решение принято 12-е приближение кото-
рое отличается от предыдущих двух менее чем на 0,01 %.

,

59

фторопласта
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Рисунок 11 показывает распределе-

ние областей нелинейности в заполни-
теле при различном времени нагруже-
ния:1—[=О;2—1=5 мин.;3—[=6О
мин. За первые пять минут нагружения
объем материала, который деформиру-

РисунокН—Области нелинейностив ется нелинейно вязкоупруго, увеличил-
нелинейно вязкоупругом заполнителе в СЯ нд 5%, за час _ на 8% И составил 85%

различные М0МСНТЫ времени всего объема заполнителя.
На рисунке 12 показаны графики а — прогиба их, 6 — относительного сдви-

га ч; вдоль оси х, рассчитанные по различным физическим уравнениям со-
стояния заполнителя ([ = 60 мин.): 1 — упругий; 2 — линейно вязкоупругий; 3 —

нелинейно упругий; 4 — нелинейно вязкоупругий. При рассматриваемой на-
грузке нелинейная упругость добавляет к упругим перемещениям 6 %; ли—
нейная вязкоупругость — 19 %. Рост деформаций за счет вязкоупругости ма-
териала заполнителя приводит к увеличению физической нелинейности, в
связи с этим нелинейная вязкоупругость увеличивает перемещения на 42 %.(: ...................
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…5 ‚“' ш

()

  -со  
0.10—

41.0 |* 0.05 ‹ 
0.25

' '
_5 0.75 3 1.0
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      -от 4…
Рисунок 12 — Графики а — прогиба ю [м], 6 — сдвига \и (1 = 60 мин.)

4:0“… ***"“ °`д""° Рисунок 13 показывает измене-
350

`

ние нормальных напряжений (;…. в
сечении пластины (х = 0,5) по тол-
щине. Кривые построены в различ-
ные моменты нагружения (мин.): 1 —

линейно упругий заполнитель; 2 —

!= О (мгновенная нелинейность); 3 —

= 5, 4 — 1 = 60 (нелинейная вязко-
упругость). Учет мгновенной нели-
нейности увеличивает «упругие»

::: напряжения на 14%; нелинейная
"‘-”’ "’-°" 0 0.06 : 0.10 вязкоупругость через 5 мин. послеРисунок 13 — Распределение нормальных нагружения _ на 33 % через 60напряжении 6$) |Па| в сечении (х_= 0,5) мин — на 57 %
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
ьтаты диссертации. В работе приведены новые

формированного со—

х прямо—

Основные научные резул
теоретические результаты исследования напряженно-Де
стояния трехслойных ортотропных упругих и физически нелинеины

угольных пластин, включающие:
. механико-математические модели квазистатического деформирова—

ния ортотропных трехслойных прямоугольных пласцтин‚ включчающие урав-
нения равновесия, формулировки граничных условии и условии сопряжения
для разрешающих функций, учитывающие нерегулярность границы в виде
накладок, отличающиеся учетом ортотропии упругих несущих слоев и физи—

ческой нелинейности упругих и вязкоупругих жестких заполнителей [1—22];
. аналитические решения краевых задач, содержащие расчетные фор-

мулы для перемещений, напряжений и деформаций в упругих трехслойных
пластинах с гладкой и со ступенчатой границей при различных видах нагруз-
ки (непрерывная, локально распределенная, сосредоточенные силы и момен-
ты), отличающиеся учетом ортотропности слоев, наличием усиливаюшей
накладки [1— 8, 11—14, 18—21];

. аналитические рекуррентные решения задач 06 изотермическом и
термосиловом цилиндрических изгибах ортотропной трехслойной пластины с
линейно вязкоупругим заполнителем, отличающиеся учетом температуры и
реономных свойств материала заполнителя [15, 16, 22];

о аналитические итерационные решения краевых задач 0 цилиндриче-
ском изгибе ортотропных трехслойных пластин с физически нелинейными
упругими и вязкоупругими заполнителями‚ полученные методом упругих ре-
шений Ильюшина, позволившие алгоритмизировать процесс исследования
параметров напряженно-деформированного состояния [9‚ 10, 17];. численный анализ напряженно-деформированного состояния орто-
тропных твехслойных прямоугольных пластин в зависимости от параметров
физичеЕкои нелинейности и реономности материала заполнителя, граничныхусловии, геометрических и упругих характеристик слоев и накладки, направ—ления и

Эбъемного содержания армирующих волокон, величины, вида и вре-мени деиствия нагрузки, температуры, обосновавший практическую сходи-мость предложенного метода последовательных приближений, установившийрост перемещений за счет физической нелинейности на 6 % (напряжений —на 14%), за счет реономности заполнителя на 19 % (при нагревании на 30° —до 27 %), при нелинейно вязко п го
ний — на 57 %) 11—22].

у ру М деформировании _ на 42% (напряже-
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Рекомендации по практическому использованию результатов. Получен-
ные результаты позволяют численно моделировать квазистатические пере-
мещения, деформации и напряжения в упругих и неупругих ортотропных
трехслойных пластинах с гладкой и нерегулярной границами, давать прак…-
ческие рекомендации при проектировании комбинированных конструкций,
что приводит к существенному снижению материальных затрат, необходи—
мых для проведения экспериментальных исследований. Аналитические ре-
шения представляют самостоятельную ценность, как новые фундаменталь-
ные результаты, и могут служить для тестовои проверки численных решений.
Разработанные методики и компьютерные программы могут применяться в
практике проектных организаций строительного и машиностроительного
профиля, в частности, при проектировании элементов корпусов авиационной
и ракетной техники, в строительстве.

Отдельные результаты диссертации используются в курсах «Теория упру-
гости и пластичности», «Численные методы решения задач» для студентов
специальности «Промышленное и гражданское строительство» УО БелГУТ.
В ИММС им. В. А. Белого НАНБ они применены для оптимизации компо-
зитных элементов индивидуальныхсредств защиты от ударного воздействия;
на ОП НПО, ТУ и УМА РУП «Гомсельмаш» с их помощью рассчитаны ра-
циональные геометрические параметры подземных резервуаров для хранения
нефтепродуктов, исследовано НДС элементов конструкций средств техноло-
гического оснащения и механизации; в НИИЖТе на их базе проведены рас-
четы композитных корпусных элементов специальных вагонов.

Методики и программы численного счета, разработанные в диссерта-
ции, применялись также для расчета элементов оконного металлополимерно-
го профиля (ЧУП «МонолитСервисСтрой»); прямоугольных вставок для уси-
ления покрытия промышленного здания (УП «Гомельское агентство по
строительству и инвестициям» при Национальном Олимпийском комитете
РБ); для выработки практических рекомендаций по расчету размеров тонко—
стенных несущих профилей с заполнителем (ООО «Белтурпро»), для иссле-
дования деформирования теплообменника, камер горения и дожига (ОАО
«Гомельский Техноприбор»).

РСЗУЛЬТЗТЫ внедрения ПОДТВСРЖДСНЫ СООТВСТСТВУЮЩИМИактами.
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РЭ З Ю М Э
Пратура 1ван 1ванавіч

Пругкае і няпругкае дэфармаваннеартатропных прамавугольных
трохслаёвых пласцін

Кчючавыя словы: трохслаёвыя артатропныя пласціны, Дэфармаванне‚
пругкасць, вязкапругкасць, фізічная нелінейнасць, лакальныя нагрузкі.

Аб’ект даследавання: трохсла’е'выя прамавугольныя артатропныя
пласціны; прадмет даследавання: напружана—Дэфармаваныстан аб'екта.

Мата работы: распрацоУка механіка-матэматычных мадэляу фізічна
лінейнага і нелінейнага Дэфармавання трохслаёвых прамавугольных
артатропных пласцін, якія Улічваюць вязкапругкасць матэрыялу
3апаУняльніка, тэмпературу, наяУнасць дадатковай накладкі; распрацоУка
метадау рашэння адпаведных краявых задач.

Прыведзены пастаноУкі новых краявых задач аб квазістатычным
дэфармаванні прамавугольных трохсла'е'вых пласцін 3 артатропнымі
нясучымі слаямі пры розных нагрузках і мадэлях дэфармавання
запаУняльніка, прапанаваны метады іх рашэння. Атрыманы шэраг дакладных
і ітэрацыйных рашэнняу для фізічна лінейных і нелінейных трохслаёвых
пласцін. Праведзена лікавая апрабацыя прапанаваных рашэнняу. Дадзены
параметрычны аналіз напружана-дэфармаванага стану У залежнасці ад
гранічных умой, геаметрычных і механічных характарыстык слаёу, велічыні і

віду нагрузкі.
Вынікі даследаванняу з'яУляюцца новымі і могуць быць выкарыстаны

праектнымі арганізацыямі У аэракасмічным, транспартным, энергетычным і
электронным машынабудаванні, будаУніцтве.

РЕ З Ю М Е
Протуро Иван Иванович

Упругое и неупругое деформирование ортотропных прямоугольных
трехслойных пластин

Ктючевые слова: трехслойные ортотропные пластины, деформирование‚
упругость, вязкоупругоеть, физическая нелинейность, локальные нагрузки.

Объект исследования: трехслойные прямоугольные ортотропные пласти-
ны; предмет исследования: напряженно-Деформированноесостояние объек-
та.

“Цель работы: создание механико—математических моделей физически ли-
неиного и нелинейного Деформирования трехслойных прямоугольных анизо-
тропных пластин, учитывающих направление и объемное содержание арми-
рующих волокон, реономность материала заполнителя, температуру и нере—
ГУЛЯРНОСТЬ границы; разработка методов решения соответствующих краевых
задач.
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Приведены постановки новых краевых задач 0 квазистатическом Дефор-
мировании прямоугольных трехслойных пластин с ортотропными несущими
слоями при различных нагрузках и моделях деформирования заполнителя,
предложены методы их решения. Получен ряд точных и итерационных ре-
шений для физически линейных и нелинейных трехслойных пластин. Прове-
дена численная апробация предложенных решений. Дан параметрический
анализ напряженно-деформированного состояния в зависимости от гранич-
ных условий, геометрических и механических характеристик слоев, направ—
ления и объемного содержания армирующих волокон в несущих слоях, вели-
чины и вида нагрузки.

Результаты исследований являются новыми и могут быть использованы
проектными организациями в аэрокосмическом, транспортном, энергетиче-
ском и электронном машиностроении,строительстве.

АВ 5 Т ВАС Т
Ргоппо Нап [шапочісЬ

Еіазііс апа пос еіазсіс (іеіогтаііоп огіпоігоріс гестапаиіаг Шгее-іауег
ріасез

Кеуияот’з: Штее—1ауег оПЬоігоріс р1аіез, сіеіогтаііоп, еіазіісііу, \!ізсое1азтіс-
пу, рЬуэісаі поп1іпеагііу, 1оса1 1оас1іп35.

ОЬ1'ес1 0/ гезеагс/т: іЬгее—1ауег гесіап8и1аг опЬопгоріс р1ате5. $иЬ1'ес1 о] ге—
5еагсй: [Ье зтгезз-зп'аіп сопсііііоп ОГ [Ье 0Ь1'ест.

Тйе июгК ригрозе: таіЪета’сісгЦ 11106615 ОГ рЬузісаПу 1іпеаг апсі поп1іпеаг (іе-
Гогтатіоп ОГ іЬгее-1ауег гестапёшаг опЬопоріс р1аге$ сопзісіегіпё \!ізсое1азтісііу
ОГ & таіегіа1 ОГ & 6116г, Ютрегаіиге, ргезепсе ОГ ап асісііііопа1 оуег1ау‚ сопс1и$іоп
ечиаііопз ОГ Ьа1апсе апсі {Ье (іесізіоп ОГ сопезропсііпё геёіопа1ргоЬ1етз.

Зтатететз ОГ пеш гедіопа1 ргоЫетз ОГ чиазізтатіс (іеіогтатіоп ОГ гесгапвшаг
[Шее-1ауег ріагез шітЬ огШотгоріс Ьеагіпв 1ауегз аге ге$и1тес1 аі \гагіоиз 10а<1іп85
апсі шосіе1$ ОГ (іеГоппагіоп ОГ БПег, тешосіз ОГ {Ьеіг сіесі$іоп аге ой`егес1. А пит—
Ьег ОГ ехасі апсі ііегагіуе (іесізіопз Гог рЬузісаПу 1іпеаг апсі попііпеаг [Шее-1ауег
р1аге5 аге гесеіуесі. Митегіса1 арргоЬатіоп ОГ Ще оіТегесі сіесізіопз із зреш. ТЬе
рагатеігісаі апа1у5і$ ОГ [Ье ітепзе—сіеіогтесі сопсіітіоп сіерепсііщ; оп Ьоипсіагу
сопсііііопз, Ёеошетгіса1 апсі тесЬапіса1 сЬагасіегізіісз ОГ 1ауег5, $і2е апсі & 1оасііп3
1<іш1 із %іуеп.
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