
  
   

  

0 варіацюнномъ исчисленіииприложешяхъ
къ геометрш!; механикіз
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1. Дифференціальноеисчисленіе, разсматриваемое съ теоретичэшши`‚›`

точки зрЬнія, им'Ьетъ ввиду розысканіе безконечно малыхъприра-Ю сощеній функцій, происх0дящихъ отъ безконечно малыхъизм'ізненш._і
_

:гперем'Ьннаго. _} '
‘

(\} Какъ изв'Ьстно, дифференціальный метад'ь им'Ьетъ обширныя«пряча;-
… Щм'ізненія въ геометріи и въ механик'Ь. Но въ этихъ наукахъ при '?

Ё .

‘? Эгходится встрсЪчаться съ вопросами, гдіъ необходимо разсматривить\. №
_-

безконечно малыя приращенія зависнщія нетолько отъ измЪнешя
’

'

перем'Ьннаго, но также и отъ изм'ізненія состава самой фудвціи.
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Для какой либо абсцисы х„ составим'ь разность ординатъобйрхъ
кривыхъ то найдемъ: '
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Разсматривая эту разность, легко вид'Ьть что перем'Ьнная въ
‚…

‘вей остается таже самая и что разность происхоцитъ отъ измъ
ненія лишь состава, функціи.

Педобнымъ образомъ, взяв'ь разность ординатъ двухъ игривыхъ

л азличныхъ абс исъ най емъ ее таковою: .! ‘

‘

д Я Р, Ч , ‚ д
„_

Е(Хі) — {(Х)-

Очевидно, эта разность происходитъ, какъ отъ изм'Ьненія пере—

м'Ьнной, такъ и отъ измсЪненія состава, функціи.
Если подобныи разности безконечно малы, то ихъ называютъ

варіат'ями и обозначаютъ такъ 8 {(х). Такимъ образомъ при по-

мощи варіаціи можно перейдти отъ Одъой функціи къ другой ей

смежной функціи.
Первый, встрётившійсл съ вопросами, Гд'Ь необходимо было раз-

сматривать варіаціи функцій, былъ Иванъ Вернули.
По крайней Мёрт}, онъ первыйпредложилъ въ 1696 г. рёшить за-

дачу о брахистохрон'Ь, или линіи наисісорізйшаго ската. Задача
эта заключается въ сл'Ьдующемъ: даны двъ точки 0 и о', требуется
найдти такую кривую, проходящую чрезъ нихъ, чтобы тяжелая ма-

теріальная точка, двцгансь по этой кривой, проходила бы простран-
ство отъ 0 до 0' въ наискор'Ьйшее время.

Отнесемъ эти точки къ прямоугольнымъ осямъ координатъ,
взлвъ начало въ точка!} о.'Тогда‚‚ положивъ, что кривая найдена,
возьмемъ на ней точку, М абсциса которой х.
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Скорость тяжелой матеріальпой точки должна выражаться въ
этотъ случай такъ: : 1/ 23х.
Но съ другой стороны скорость есть производная пройденнаго ПРО”
странства по времени, сл'Ьдовательно найдемъ:
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(Ё : 1/ 2 вх

откуда аь—_ “_7.вдх
_

Интегрирул правую часть въ пред'Ьлах'ьотъ 0 до х„ (1$ нужно будетъ
интегрировать въ Цредч‘элшхъ отъ 0 до Т, сліздовательно найдемъ:

$1/ __ді_
.О 1/ 2 8х.
 

Такимъ образомъ чтобы р'Ьшить предложенный вопросъ, необ—

хОдимо найти наименьшее значеніе для Т. Но Т выражается опре—

дЬленнымъ интеграломь или опред'Ьленнымъ числомъ, поэтому на—

жется, съ перваго раза, невозможнымъ р'Ьшить этотъ вопросъ.
Разысканіе наименьшей величины, по способу излагаемому въ диффе-

ренціальномъ исчисленіи, не привело бы насъ ни къ какому результату.
Поэтому, здЪсь прихолитсл употребить другой 11ріемъ, именно:

найдти такую подъинтегральную фунщію, которая бы сдёлала опре—

д'Ьленвый интегралъ наименьшим'ь. Для чего необхолимо изъ вс'Ьхъ

смежныхъ функцій выбратв соотвдвтствующую. Но ПеРО-ХОДЪ отъ

Одной функціи къчі'ругой ей смежной можетъ быть ед'Ьланъ при
помощи варіаціи.

Есть, нонечнщ оченв’ъмного вопросовъ7 гд'Ь необхолимо искать
наибольшее или наименьшее значеніе опред'Ьленныхъ интеграловъэ
такъ наприм'ізръ:

1) Дана, плоская кривая, найдти вторую кривую данной длины
такого свойства, чтобы площадь, заключенная между нею и данною

кривою была бы наибольшая.
2) Между двумя данными точками провести такую кривую, чтобы

поверхность,происходящая отъ вращенін этой кривой вокругъ дан
ной оси была наименьшая. \

3) Изъ вс'Ьхъ кривыхъ одинаковой длины выбрагь гакую, кото—

рал, вращаясь около данной оси, производила бы наибольшую, и.…

наименьшую поверхность. \

_

4) Изъ вс'Ьхъ кривыхъ одинаковой длины найд'ш такую кото
.- рая вращаясь около данной оси, образуетъ паибольшій или наи—

'

} меньшій объемъ.
' 1
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5) Найдти „такую крйвуіо ЛинГю, которая, вращаясь около дан—

ной ‚оси, образовала бы постоянную поверхность, солержащую наш
‘большій \или наименьшій объемъ.

6) Опредёлить форму твердаго однородпаго т'Ьла, оказывающаго
наибольшее притяженіе на матеріальпую точку по данному папра—
вленію.

'

7) Найдти форму Мала, которое, вращаясь на оси, претерп'Ьвало
бы наименьшее сопротивлевіе.

'8) Найдти такую кривую, которая им'Ьла бы наибольшій или
наименьшій моментъ инерціи относительно данной точки.

9) Найдти наименьшее разстояпіе между двумя точками въ
свободномъ пространствъ и на данной поверхности.

10) Найдти положеніе равнов'Ьсіл гибкой нерастлжимой нити,
концы которой прикрёплепы къ двумъ непадвижнымъ точкамъ.

`11) Найдти, какое положеніе должна занимать гибкая неростя—
жимая нить, чтобы центръ тяжести ен занималъ возможно низшее
місто.

12) Найдти поверхность, величина, которой между данными
пред'Ьлами была бы возможно малая.
'

13) Какой вицъ должна им'Ьть поверхность данной величины,
для того, чтобъ ея центръ тяжести занималъ возможно низшее м'Ьсто.

14) Изв'ізстный объемъ одноролнаго вещества ограниченъ сверху
горизонтальною плоскостью, снизу кривою поверхностью данной
величины, спрашивается, какой видъ должна им'Ьть эта поверхность,
для того чтобы центръ тяжести объема запималъ возможно низшее
М'Ьсто и т. п.

Во вс'Ьх'ь псдобпаго рода вопросахъ прих0дитсл искать наи—
большее или наименьшее значепіе опред'Ьлеппыхъ интеграловъ, на,-
прим'Ьръ такого вида:

Ь ь [‚] \!(1х или // \'дх ‹іу
Въ первомъ случай; педъинтегральпая функціл им'Ьетъ одинъ изъ
слйдующихъ видовъ:

Ющ У у’ у” У……)

Г(х‚ у у' у”... 7, 2' и"...)
{(х, у у' у"… и 7‚’ я”... и и' 11"... )
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гд'Ь х простая перемйнная, & у, 2, 11, функціи х—а; у" у”… д'
2”… и’ 11" посл'Ьдовательныя произвщиыл у и и 11 по х.

Во второмъ случай, подъинтегральнал функціл им'Ьетъ вишь:

і'(х у и 2" и” и'” и, и… Ъ… &’ и," 2'„...)
или

' П ‚ ’ ' „ 7

{(Х у и и и д‘ и” и,... 11 11 11 11,11„11‚...)

гд'Ь х и у простыл перемйннын, и и и функціи этихъ перем'Ьн
ныхъ, & 7. и 11 со значками произв0дныл % и и по х и по у.

При чемъ значки вверху означаютъ производныл по х, значки

внизу ироизводныя по у.
ВСЁ ПОдобпаго рода вопросы Иванъ Вернули, знаменитый его

братъ Яковъ Вернули и Другіе современные имъ геометры р'Ьшали

довольно искусственными пріемами, пока наконецъЭйлеръвъ 1744 г.
не далъ общаге метода для різшенін подобнаго рода вопросовъ въ

сочиненіи озаглавленном'ь имъ «Ме‘ві'юдиэ іпуепіепаі 1іпіа$ ситуаы
шахіті шіпішіуе ргоргіеЪаге задаетез, оіче 30111110 ргоЫешаЪіз

іворегешеп'ісі‚ іаъъівзішо зепзп аооер’сі».
Сочиненіе оригинальное, говоритъ Лагранжъ, блестящее по-

всюду глубиною и плодотворностью метоца, но недостаточно прос-
то изложенное, какъ того можно было бы ожидать отъ предмета,

принадлежащаго чистому анализу. Поэтому, начиная съ 1755 года‚

Лагранжъ въ ридъ мемуаровъ ‘) исправилъ недостатки метоца Эй-
'

лера и первый ввелъ для обозначенія варіацій характеристивудд.
Эйлер'ь въ двухъ мемуарахъ 1866 гоца‚цом'13щенныхъимъ въ Пои—

Уеаих Сошшепшігез &е зг-Регегзъигё'‚ призналъ Лагранжа изобр'Ьта-
телемъ варіаціоннаго исчисленія. ‚

Но, во всякомъ случай, вс'Ь считаютъ, что варіаціонное исчи-

сленіе создано усиліами обоихъ великихъ геометровъ, Эйлера, и

Лагранжа.
Что касается простыхъ интеграловъ, то все это было сд'Ьлано

Эйлероыъ и Лагранжемъ. Розысканіе варіацій частныхъ производныхъ,

‘) Еззаі (\’ппе попчепе шёЫъоёе роцг дёъегшіпег 16$ тахіша 10$ шіпіша дев Гог-

тпіез іпіедга1е$ ішіейегтіпёз (1760—61).

Арр1іса©іоп до 1:1 тё’віюйо ехрозёо (\гшв 1е шёшоігс ргеосдеш іъ 121 5011113011 (іій'о-

гопіз ргоЬЪешеэ
(16 «ііпашіопе (1760—61).

Зиг 1а тёіъЪоде ‹1е5 чагіасіопз. (1766—1769).
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длл‘геометровъ большіл затрудненія, пока наконецъ Пуасонъ, `въ

181.6 году, нашелъ варіацію двойнаго иптегралщ & также Гаусъ
далъ варіацію элемента, площадй, & затсЪмъ р'Ьшилъ задачу шахіша
двойнаго интеграла.

Нашъ геометръ Остроградскій разсужцепілми очень простыми
дошел“ до варіацій частныхъ производныхъ, что ему облегчило вы-
вести варіацію кратного интеграла, ‘). Накопецъ Сарюсъ въ своихъ
изол'Ьдовавіяхъ о варіаціоппомъ исчисленіи`*’)зам'Бчатольпымъобразомъ
сблизилъ варіаціонпое исчисленіе съ измЪнепіемъ поотолнпыхъ про-
извольныхъ въ опрод'Ьленпыхъ интегралахъ. При этомъ онъ вволъ
обозначеніе подстановки и далъ формулу для варіацій кратнаго
интеграла, хотя въ форМ'Ь мен'Ье симетричпой, нежели формула
Остроградского, по болсЪе удобной въ приложеніяхъ. Коши ввелъ
обоёначеціе двойной и тройной подстановки. Муапьо упростилъ
формулы Сарюса и ‚Коши. Лежандръ пытался дать правило раз-
личіл тахіша отъ тіпіша, но едва—ли можно считать, что р'Ьшилъ
этотъ вопросъ. Якоби далъ три теоремы для этого различіл, доказан-
пыл Гессе въ журнал'Ь Брела за, 1559 1‘0дъ.

2.0;1'Ьлавъ этотъ краткій историческій обзоръ, пристухшмъ къ из—
ложевію правилъ розысканіл наибольшихъ и наименьшихъ зиаченій
опред'влепныхъ иптеграловъ. Съ этою ц'Ьлью необходимо построить
формулу для варіаціи опред'Ьлепнаго интеграла. А д.… этого надо
дать бол'Ье лсноо, въ апалитцческомъ смыолЁ, опредЪлоніо варіаціи
и построить Ц'Ьсколько промежуточныхъ формулъ.

Эйлоръ давалъ такое опред'Ьленіе варіаціп. Если Р (х) функція,
полученная чрезъ изм'ізнепіе состава д'ізйствій функціи і'(х)‚ то всегда,
онъ говоритъ, можно положить:

Е(х) : і`(х) + №(х).
Гд'Ь ш(х) какая угодно функціл х, и т, произвольная поизм'ъримомалая величина. Величину №(х) Эйлеръ пазывалъ варіаціей’.

Эйлер'ь заМ'Ьтилъ также, что поплтіе о варіаціи можетъ быть сбли-
жсно съ понлтюмъ о частныхъ дифференціалахъ и вообще съ повн-
‚‘. 

') Метоіген Гасадстіе ‹10 всісш'е (10 $$. РеЬегоЬш'д. 18311 г.’) Мотоіггн ‹105 .чах'апіз `сп'аинсгя. Т. Х. 1848 г.
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тіемъ о дифференціал'й. Онъ разсуждалъ такъ: воли соотавь функціи
і(х) измЬнимъ неизмЬримо мало и получимъ въ результатъ Е(х)
содержащую н'Ъсколько произвольныхъ величинъ или парацетровъ
такъ наприм'Ьръ7 если допустить Е(х)—_=Ф(х,а)‚ гд'Ь Ф совершенно про-
извольная функцін, поцчиненная лишь тому условію, что ‚она пре—

вращается въ і'(х)‚ когда произвольный параметръ & сд'Ьлается равнымЪ'
опредізлепвой величин'Ь наприм'Ьръ равной о:, то это можетъ быть

выражено такъ: і(х)= Ф(х,и). И варіація функціи {(х) будетъ:
01' : Е(х) —— {(х) : Ф(х,а) — Ф(х‚б‹)

Прибавимъ и отвимемъ отъ & по а и разность & — а назовемъ Ба,

тогда:
Е(х) —— {(Х) : Ф(х‚а + бок) —- Ф(х‚о;).

Разлагая правую часть по теореміъ Тайлора въ отроку, по сте—

пенямъ приращенія да, найдем'ь:

Р(х)— і(х)—__ дд:„) ба + ЁЁ?) ;,
ба неизмйримо_Малая величина, поэтому въ разложеніи правой ча,-

сти можно ограничиться первымъ членомъ и сказать:
0Ф(х)и. __— ОСХ

  
аг: Ъ`(х)-— {(Х):

Такимъ образомъ, варіант футщіи по Эйлат; есть произве-
двніе изъ безконсчно малой величины на производную произвольной
функціи по тому ашрамвтру % для того вао значоніщ для кото—

рого произволъная функція обращается въ данную.
Пояснимъ ото прим'Ьромъ.
Пусть данная функція і'(х) равна. 312, & произвольная функцін

В (х) пусть будетъ такого вида Х2—1+‹2 (а—и) '» (Х)7 слгЬдователъно:

1'(х) : >;“,

Е(х) : Х2 _… 1 + @ (&'—“) '” (>07

зд'Ьсъ ш(х) произвольная функція, сл'Ьдователъно Е(х) можно считать

такою же.
Въ этомъ примйр'ь при & равномъ ос, Щх) перехоцитъ въ КХ)

95_____:ш(›х)е(а
_ а) … (х)

ёё} = — „…&=“

И



  „`› \‚8 .

_

… __

Тшнъ 05133303115, "ВЯРіаЦіЯ фУНКЦіИ 12 будетъ "№0
Что касается функціи Ф, то можно сказать, что произвольность

'
'

еяограничена еще т'Ьмъ условіемъ чтобы она была изъ рода та-
киі'ъ функцій, которыя допускаютъ разложеніе ихъ по теорем'Ь
Тайлора.

'

Мы будем'ь обозначать варіацію, происходящую отъ изм'Ьненія
въ состав'Ь ди‘эйствій, чрезъ ш(х) или просто ш, также согласно О-

строградСкомуЧ называть усгъчвнной и обозначать чрезъ 611“, сліз-

довательно:
б] Г =(!)

Коши .называет'ь усёченную варіацію—собственной.
Если въ функціи {(х) заставимъ варіироватъ и дййствія { и

. ›перем'Ьнную х, то найдемъ:

бі': Е (2) _ 1' (х)

отнимая и прибавляя і’ (2), можно будетъ написать:
бі': Р (2) мі(и)+ і'(2) — {(х) ‚

Первые два члена представляютъ собою разность, зависящую отъ
изм'Ьненія состава дёйствій, сл'Ьдующіе два члена представляютъ
собою разность, зависящую отъ измЪненія перем'Ьннаго. Сл'Ьдователь—
но, 2-я разность приведетънасъ къ дифференціалу функціи, но для
общности мы ее будемъ называть дифференціальной варіаціей и 0603-
начать согласно Остроградскому чрезъ 625. Такимъ образомъ, можем'ь
написать:

\ ' _ :\ - а ' _ діоі_о,і+о2і_о›+д; ох (1)

Причемъ, вм'Ьсто ‹1х, въ этомъ случай, мы будемъ ставить дх.
Э.Если для варіированія будетъ дана, функція Кр), гдіъ р есть,

въ свою очередь, функцін х, то, расмотривая сначала р простымъ
переміъннымъ, на основаніи формулы (1), найдемъ:

\ \ дг \05: (о __+ дрор
Причемъ & будетъ варіаціей въ состав'Ь дёйствій Г, & Бр варі-

ація р. На, основаніи той же формулы, трактуя р, какъ функцію
х—са, найдемъ

дрОр:ю+(1х ОХ '

 



 
исключая изъ этихъ двухъ равенствъ бр найдешь:

\. … ді' дга'бі=ш+_ш+—_р
др драк

8х

Предполагая зат'ізмъ, что составъ дёйствій { не варіирует'ь, надо

будетъ положить &=о. Крош“; того, замізчая, чТо

др дх
_ дх

ді' др \  
должны сказать, что Ё ’ак—ОХ есть ничто другое, какъ дифферен-

ціалънан варіація функціи КХ), & потому окончательно напишемъ

ОлЪдовательно‚ на основаніи формулы (1) %Дш представляетъ
. О . р

собою варшцпо въ составъ дъистый коими р связано съ- х, т. е.

вар. усёченую.
'

4. Если будетъ дана функцін для варіированін, зависящая отъ

Н'Ьсколькихъ функцій, наприм'ізръ такая:

{(рчг...)
то можно будетъ написать для варіаціи каЖДой изъ этихъ функцій

сл'Ъдующія формулы:
№=Ш+Ё2мдх

дч \
оч _ (91 + д—

бх @)

\ 01' \
01° ”___ ш _—

2 + дх ОХ

Длл варіаціи функціи, і'можпо будет`ъ написать формулу:

Ы=Зэъ+зг(1х '

1'1ричемъ 81$ предс'гавитъ собою сумму ус'Ьченныхъ варіацій, про-

исх0дящихъ отъ варіировапія дёйствій связывающихъ р съ х, отъ

варіировапія д'Ьйствій связывающихъ Ч съ х и т. д., сл'Ьдовательно,

въ данномъ случай}, на ‚основавіи сказаппаго выше, напишемъ:

\ . (Л' (Л' (И___—ш+_…ш+_ +
011 др (Ш

1 дг
(”2 (3)

Вносл это въ предыдущую формулу и развивая ?, какъ слёз-
Х

дуетъ, найдемъ:



 
:*;

‚#53513.

‹":

.

:

(4)

И ді'Ц; , _ _“ ___ _: __ :,: .

№№»!Мд „ дд
—-— 1‚ д,. _— 1‚ сліздовательно.

“"а “ч;” . 8 (Р—„*А: (1:1—)__ Орі ВЧ....+ ОГ
: `%"ё:“(Мати шмфрамчвтюй суммы равна алгебраического сумшь
дамами отъ каждаго штавмаю пороанъ."

&. Полотимъ, что

“ і(рчг...):р><‹1>(г‚тогда,
%%: ЧХ ?,"!?—7:12!) Хгг‚д—г—== р Х …слЪдовательно:Нржчхг) 8Р><ЧХ1'—1-—д(1><рХ1°+‹`3г><‹1><1°
Т. @ штата протаедет'я равна варшт'и перета множи-

”№01 на то осталшыв, плюсъ штата второго множителя на
ваш остальные, „мот. паршщ'я Мо множителя на. ить осталъ—“%: т. д'.

ЮТООМЦЦ.Ревулвтптъ не ивмпмявтсяотъ перестановки зна.-тив вфтровам'я “, дифференцирошніл.
дат иврита дифференцінлыюй вто само собой разум'Ьется, такъ

№11 №№ & дифференцировавіе и варіироввніе совершается по_ од-ЁБЁ & !% пе букв!; и спЪдпмтельно, дифференціалъ варіаціи деффп—
эепціазьиоя есть ни чт“ другое,какъ второй дифференціалъ Такимъ'
639&0№'Ь‚ Втспввавпое нрщтжеиіе надо доказать только относи—№№!!!) ыріщіи ус'Ьчеиной Пусть усіаченная варіацін функціп у„№ с»… тогда напитеиъ:

% У ==““) (5)

  



  
:"

     э.>'13_1

членами а къ лізвои части прикладная теорэму
'

$3593ріадіисуммы, найдешь _ _

81 у+б ду __ш(х)+с10›(х)
`

всл'Ьдст‘віе уравнены 5—го изъ поелЪдняго р&вено'тш и,

8 ду":дю (х)
_

`

'

Или же, опять на, основаніи того же уравцещя (5),

     91“ "..

получаемъ: ,
,

& ду—_ до1 у
И такъ варіація отъ дифферевціаща функціи, илипаршёцшщ

равна дифференціачу отъ варіаціи тойже функціи, или переміщшъй
' 8. Теорема Вар'о'ат'я неопредгьлвннаш интеграла равна шнтвэ
грешу отъ варісщіи подъинтвцэамндй фунтам. -

` х_д

Пусть “' = /шіх

Прадифференцируемъ показанное равенство, результатъ прова.-
ріируемъ и навонецъ второй результатъ проинтегриЩемъ, то, доз
сжЪдовательно, получишь: - ` '- » ^

(1$? = “И ’ ' Ё“
’

бд“? :: б (шіх)
иш переставляя другъ вм'Ьсто друга В и (1 найдемъ'

,

(1899 ==' & (усіх)
`

.,
_ ‚_ 4,

?

а… =_- / вшь:)
ИЛИ

'

з/уаьз/ в (№11)

Ту же самую теорему можемъ доказать для интеграла, опред'ь
леннаго для чего воЗьмемъ формулу Лейбница: ,

_ `
›

" Мк: Ьіш (а, _- в) \го + (а/ [
а о о . . + ([,—&“) Чп ]

откуда

11.1)У1 +
„двд:

а  



    ;
‚11+…№фд$фддщі +, ‚‚ ‚ {‚‚(Ь—я„( ;] ……

& ош № движет! катят №1» частот, формула (6)
"ЮЮБЫ 1743, @@ № виражиід члвштъ, стаями“ № прямыхъ

№№ 7,63!6у№въ ттт): дн 11 х,), слщовштлыю:
„

д/ „43;/ %(шіх)

@, ними Вдрідцію фупиціи \! 9 1’ (х у у‘ у”)
№5 : правим перемънт, у (эл футщіл, @ у’ и у" партия и вт…

рая нрвивваднпл ›; на х.
30 ееновиніи формулы Звай имФемъ:

ду = % №143, \! …::: ::; дх + %. \! (8)

 
ЗЫЧ варіицію № (защитив д'Ьйе'і‘пій связывающихъ у ст. х'ом'ь

визначимъ чрева 19, % вирідціи произволиыхъ у по х, шшнидно,

варианте;: проиааэдцыми 0% … & потаму
__ № 93 ‹)

ЧГУт-„ду 19+ ду.… "'—д;:

…} Найдемъ аарідцію функціп №№, причемъ \! ишЬетъ прежнее
атлет, ыщоиищьцо, можна написать:

“у \) ;да& ()и + \аах
шт

`

В (МЕ) :: & ‹)х + МБХ
Вифею № №ъ 01%. № шражедіе, изъ формулы 8—й „ найдемъ:

ЦУМ) ?: `“ & с\х +%ч && + №№:щ

…" ш)

Ца“
“Мда:_______№ &+ “&&—+. % ч&

№ е№№ №№ т::
№№ + у && =} ‹) (&&)

@ №9 ; «1 (№) + атк №

.....



   
        
  

Эту посл'Ьднюи) формулу дляварщцшГ
.

града… не оставляютъ в; щакоыъ вишь, _а преобр '_ „ ,

преобразованіе вю второмуЧлену. На, основаніифор
' "

втрой членъ пм'Ьетъ видъ такой: '
+

/ ЗЧЁХ : / {%…—+%";““+—_ду- “с}ах“' ду . „

Разбивая интеграцъ правой части на сумку интегралов; , „

нладывая къ третьему и второму члену формулуинтегриро“ 
по частн‘мъ, найдены

'
: .

дч " _ д? ‚ __ '

!?… (1х__ №&ш_%;т ]“(дуи
или .

_
‚

,

дд‘ " д‘? ‘1 д?
6—1,

 09' "' ; и

‘

/д'т"”“= бут…‚_д_х №)“’+‚-ах д,)т
точно также

Бач ' _ __ _—/Ёшс1х__3:_ ‹» /ЁХ (‘);—‚))юсіх
Принимая это во внпианіе, формула (11) перейдем въ  

[\гах=г8х+;3;— ;(ду„);‹в+:;ш+
:../“3% :,:: +:;::> :«+ 1:‚

Что и есть формула для варіаціи №… неопре№„"
теграла

12 Если бы фунщія \: заключала не дві:№№;-пох,?
и, то, очевидно, прикладная тот:. же саниі №,№6?

"а““:от @@@“)«Ёаг”) "' “№”%%“)3’4'
г—ЫЧ №№:;::>:+

!

 



 “„№№ “№№№ отъ вершина… независимаю* №Фу…“ №!» ш*ъ №№ переп'Ьнпаю п двухъ произ-
‘ " № функцій шо Ьершінпонунезависимому т. е если бы

№Ы(в„хх"х'”уу” у" иш' и“),

“&№№ №№ №8, [ щіх была бы найдена№№ше афиша„ и формула для век бнла—бн такова: *

, „“+№+Ао+№+ _[ №№

 
+А“`о_+В'чо", + [К „@@ №3

+жд» + ВЫв + [Щ'эшаэ
( № 6№Ёй№ №№х о+ус’ёченнойваріаціей
__ъдзщчь.„ __ … „ №іеі'е А' в к А' в в: А' в' ка-№ №№ щъ№(\$) & (14)_№ъ необходимо бгшю& & № № & 3 …Мы “№№ х—ыъ уши,
ПМЕ» _

‹

дій!“%№№“№№!» №№чь къомрача—(‚№№ № щими 15 ч ш шумы
‚ „№Ъщй'фщщ +ы‘щ-+в‹_ “’;—Ва …“

4.1%
к их „№9
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8/1, ЧЁЗ=УЬ дЬ—\'д 03+А'ЬыЬ—А'а °’а+В"‘а‚Ь°’Ь_Вт„+/ь‘К'шдэ

Ь
‚(П:+А'1Ь "’АЬ _А'іашіц +В!“ “"4 "'В 1„+!: к *а" 68 (18)`

+ А’яд ””2Ь
"'

А'ват'ва + ВЪЬ ""2д
" В'вдш,2а +/ Е’яшя (18

Гд'Ь и, №… А А ‹» Ф“... и т д суть значеніл \!, А, Ф, ‚
когдавомЪст простой “иерем'Ънвой внесемъ значеніе Ь или &

Разысканіе наибольших'ь и наименьшим, значеній опредіъд
ленныхъ интегралов'ь.

15. Мы им'Ьли выше ‹:Л'Ьдующую формулу:

д_Ф … ‹)Ф да дЗФ газЁТХ)-——1КХ)_"—Оа-Ч—д, 2-+— ЫЁ"ЁЫЧ_' .. ‘

д’ФдФ` … . . 2
ПрпчемъаЪ—Осх= оі` (х) т. е. варшцш перваго порядка, дд бо:

представшетъ собою сл'Ьдоватепьно, варіацію втораго порядка, но—
из,…

юрую будемъ обозначать 021“ (х);
дд—оаз варіацію третьнго порядка,

и 1'. д. потому, написанная выШе формула можетъ быть представ-
лена въ такомъ вид'Ь:  Р(х) _- і'(х) : бі`(х) + ”‘;” + "3252 (19)

Если отъ варіированін функціл увеличивается, то мы должны
сказать, что Е(х) больше Дх), & въ зтомъ случай; Л'Ьван часте
должна, быть цоложительною, сліддовательно такою же должна быть
и правая часть. Но знакъ правой части, какъ суммы безконечно
малыхъ членыовъ, зависитъ отъ знака перваго члена, & потому
мы должны сказать, что если отъ варіированія функція увеличивает-
ся, то первая варіація должна быть положительною т. е.

(%> 0

Точно такими же разсущенілми выведемъ, что, если отъ варі—



16   вратам фун-кцін уменьшается, то первая варіаціл должна быть
"

отрицательной т, е.
. 810(

Если функція, при варіированіи увеличивалась, зат'ізмъ вдругъ
началауменьшаться, то слёдовжельпо, опа перешла,чрезъ наибольшее

еое'юявіе; до перехода чрезъ это соетояніе, па основаніи вышеска-
заниаго, первая варіаціл была положительной, & посл'Ь перехоца

функцій чрев'ь ивибольшее состояніе первая варіаціл была отрица—

тельной. Оляйздова'гельпщ в'ь моментъ перехода функціи чрезъ наи
большее состояніе, первая варіаціл функціи перехоцитъ изъ поло-
жительной въ отрицательную т. е. переходитъ чрезь нуль.

И №№, для того чтобы функціл им'Ьла наибольшее состо-
шііе, первая ея варіаціл должна обращаться въ нуль т. е.

Ы :: 0

Том… такими же разсужлоніями нашли бы, что для наимень-
шего еостолніл фуцкціи первая ел варіаціл должна также обра—

щаться въ пуль.
0.11'Ьдовательнщ если еостонніе функціи 1'(х) есть наибольшее

или наименьшее, то можемъ написать предъидущую (19) фор-
мулу 'тк'ь:

,

‹ у . ‹3'11' "БЗГ
1‹ … ——--і (х) =

2…
+ 6 +

Если Г(х') есть наибольшее состолпіе функціщ то л'Ьван
часть должна, быть отрицательной, а„ с.пЪдовательпо, вторил варі-
яцш должна быть отрицательной т. е.

;…- < 0

Если і'(х) есть наименьшее еостолніе футщіи, то л'Ъван часть
должна бы'ть положителы—юю, п„ сл'Ъдовательпо, 2—5… варіаціл дОЛ'
жни, быть положитешшою 'г. е.

521' \ о‚/
Н'ь цриложепілхъ р'Ьдко приходитсн обращаться не второй

варіаціи, 'гакъ петь въ большииетвіъ вопросом» приходится разыс—
кивать или одп'Ь паибольшіл сот'олпіл футщіп, или ему]; паиыевьшіл
соетолніп.

"' ‘ - '. _

‚
' {` |_? _г\ ._- ` ‚

" ‚' ‚“—2 :")ё& ":‘.`
; **"?.ШСЗ!’№А`Н …



“\,.
…‚и

02/4;

05/3

17

Итанъ, чтобы найдти наибольшее или наименьшее значеніе

опред'Ьленнаго интеграла, необхоцимо приравнять первую его варіа-
цію нулю. Такимъ образомъ, на основаніи формулы 17 -ой, им:!земъ:

… бЬ — и %+ АЬ (”„—Ааю„+ В„ *'"ь —— Ва ‹о'а +] Кшёх:о ›(20')

Такъ какъ полъ интеграломъ / Кшёх находится ПРОИЗВОЛЬ'

нал функціл (9, то иптегралъ этотъ ве можетъ быть найдешь и,
ожВдовательно, для того, чтобы удовлетворить написанному уоловію,
необхолимо приравнять, какъ внтзинтегральную часть, такъ и самый

интегралъ отд'Ьльно нулю. Но исчезаніе интеграла, вслщствіе
нроизволъпооти функціи ‹» можетъ совершаться лишь на счетъ
множителя Н, а потому, вм'Ьсто написанного уравненія, им'Ьемъ

два сл'Ьдуюшихъ:
У„ БЬ—Ча ба—і—Аь ш„ -—А„, юа + В„ ‹о'ь — В„ ш'а :о (30)

дх! (] д\' (12 дт __ ‚,

дэ & (5?) + Г (га?) ”° “”
Это же самое можно доказать еще сліздующими разсужденіями:

таыъ какъ (» величина произвольная, то всегда можно выбрать ее

такою, что л'Ьвал часть уравневія (20') будетъ отлична отъ нуля,
& потому, чтобы выполнялось изчезаніе 1-ой варіаціи, необходимо
должны существовать условія 20 и 21.

Уравненіе (21) есть дифференцізльное уравненіе въ общемъ слу—

ча'Ь четвертого порядка, с.птздовательно интеграл'ь его будетъ вида:

У — ’т' (& С. 02 03 04)
`

(22)

Постоянныл произвольнын зд'Ьсь опред'Ьлнтсн изъ особых'ь усло-
вій. Танъ если & и Ь числа опред'Ьленньш, & значеніеу и его про—

изв0дной для предъловъ даны въ числить, то варіаціи ихъ будутъ
нули, промт; того % и да будутъ также нули, сліздовательно (20) све-

дется на тожеотво о=о.
ВсшЬдотвіе же того, что даны пред'Ьльныл значенія у и его про-

изводной, на оонованіи (22), будемъ им'Ьть такихъ четыре уравненіл

у„ : ‹; (Ь, о] 02 (:3 сд}
% : ср' (Ь, 01 (:2 ‹:3 сд).

у… : ср (а, ‹:1 02 03 с.). (23).

Га : 1?’ (ау С, 02 сз С.).
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:)“Пішсбедишія‘к'ь'этймъ четыремъ _уравненіямъ и (22)‚ получимъ
‚ "таш'ь образонъ шіть уравненій, изъ которыхъ четыре постоян—
"ннхъ црОизвольныхъ впблн'Ь будутъ опредсЪлены.

Если а и Ь числа опред'Ьленныя & ЦреД'ЁЛЬНЫХЪ значевій для
у и его производной не дано, то ‹» (°,. (» и ш' будутъ величины
прОизвольныя, оЬ и За будутъ нулями, и, въ этомъ случай, ч-гобы

… удовлетворить (20), необходимо будетъ коефиціенты при неопред'Ь-
‚пенныхъ мпожителях'ь положить равными нулю, чт

Аь : 0; А“ = (›

Вь : 0; В = 0 (24)

четыре уравненія, которыя вмЪст'Ь съ уравненіемъ (22), послу
жатъ къ опредізлепію четырехъ постоянныхъ произвольныхь

@ доставить:

Если, иакопецъ, ОДИНЪ изъ предыЪловъ & или Ь число неопродіз-
ценное, тогда или ОЬ или да останется также произвольнымъ и,
с.гЬдовзтельпо, къ четыремъ равенствамъ (23) или (24) присоеди—
няется еще одно изъ слйздующихъ уравпепій:

У„ = 0 или: У“ : 0.

ПРИСОВДИНЛЛ КЪ ПЛТИ ПОЛУЧЕННЫМ'Ь ТЗКПМ'Ъ ОбрЗЗОМЪ уравне—
ніямъ еще 22 ое найдемъ, какъ четыре постоянныл ироизвольныл
с, с с, @“ такъ и одинъ изъ предЪловъ.

16. Окончимъ теперь задачу о брахистахронъ. Намъ надо было
найдти наименьшее значеніо ингеграла:

Т _
/Эш1

__(‘57 _ 1

[$1
[15

ь № 1/27; ‹ у;“
 

О

Преобразуемъ подъинтегральную функцію:

]/‹1х’+(1у_ (1х Мгу”—&= у _— _
Г;—

  
и'Гакимъ образомъ подъинтегральпал функціл будетъ имЪть видъ:

|/і+_у'2

‘/ ){

Накъ видно, она, не зависитъ ни отъ у” ни отъ у”

 
‚ поэтому про—
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изводныл ч по у и у" равны нулю, всл'Ьдствіе чего уравненіе (21).
Обращается въ такое:

. ‚ ‚

ъ
_

а д\'
___0

*
'

. .
*

.

,

&; (бг) —
* .,

Интегрируя его находимъ:
"

_ д? __ С
`

д_у‚
__

ГД'Ё @ постоянная произвольная. Составивъ самымъ д'Блом'ь произ—
'

волную у но у'7 послъднее равенство приведемъ къ такому:
7

&'

71+?
_

1/ х
1

Для Однородности формулы допустимъ с :Й, тогда„

=0    1/1+У,2

разрфшая это посл'Ьднее ‚уравненіе относительно у', найдемъ:
(& __ 1/›

х
ЕЁ;

__ а—х

Но это есть дефферевціальное уравненіе циклоицы. Къ интегралу
можно прицти рядомъ такихъ преобразовавій:

__ . Их __ __3515 _ = 1

/(а‚_——_____2х)
ёх—аёх

у ”“ ./ ТРТ; дх " /М_Х(;;—Т)
” „_х,

(__—2х)__ (з…ь—Зх)‹]х+ & “ (іх __ 1/22/Гх—х;+ ? ./ у;;х—Зх "'"/ах—х’_ 2а—а———/“(_аГах—к”

(а#23) ‹1(а—92—а:—_)

51-2—1/ах—х’—_/д-іч25":*?==—|/ах_х7=щ_2/—“&.—(& _а_Х+Х—_)

"/.1—____<а___—З$)2

? : % агсоз (9121—25)
-— 1/ зх——х’ (253

Тоже самое можно‘было получить и другимъ путемъ: положивъ

(25')

          
а/=___ _оггх 3К105—г)

Гд'із ср н'Ькоторый вводный уголъ, дифференцируя это равенство и вно-
ся въ уравненіе



 
20 ___—__

_
_

-А7‚` ‚ `
_—

а_х
найдешь:

у = % (““Э“ “’)

'"Исключал же изъ этого уравневія и (9,5') величину ср, дойдемъ

до уравненія (25).
Такимъ образомъ брахистахронъ можетъ удовлетворить циклоида.

 

Объ относительныхъ наибольшпхъ и наимен ьшпхъ
соето’яніяхъ опред'ізленныхъ пнтеграловъ.

17 .` Данъ интегралъ:
Ь

’]ч,‹1$‚1‘ді'›щ=і`(5хх'х”… . уу'у" . . . ии' 2")
а

и требуется найдти х, у, и функціи х, которыя сд'Ьлали бы опре—

д'Ьленный интегралъ
!)[ Щ (№ (26)

„
наибольшимъ или наименьшимъ‚ причемъ эти функціи должны, кромъ'
того, удовлетворять одному или н'Ъсколькимъ уравненіямъ:

`11—._—_0;11—_—_—0 (27)

Чтобы р'Ьшевіе этого вопроса привести къ розысканію наиболь—

шаго или наименьшаго состояніл Н'Ъкотораго опред'Ьленнаго инте—

грала, умножимъ уравненія (2) на- асіьд адсіэ, гд'Ь а и ::(1 неопре-
д‘Ьленныл функціи з—а, шкіл что л'Ьвыя части уравненій

ацс15 ::0 01111]
(15:0

д'Ьлаютсл нёкоторыми полными дифферевціалами.
Всл'Ьдствіе чего можно будетъ написать:

/а и(із : (:

]а1111(15 :: 01

с и 01 постоянныл произвольныл. Варіируя въ объихъ частнхъ
написанныя равенства, найдемъ:



__.Е‘ёц

8/&п‹і$==о

8/а1піов=о
и слйдовательно

'
‚,

'

81611
11 (18 = О '

_

“
г;

- (2$)

д/сх, 111
(15 = 0‘

'

&

Такъ какъ данный интегралъ (26) долженъ быть наибольшимъ

или наименьшимъ, то варіація его должна быть равна нулю т. е.

!:

8/ч1оз=оо(!

Складывая это уравненіе съ (28), найдемъ:

5/3ч‚+а11+а‚1112(15::0
Такъ какъ это уравненіе существуетъ совм'Ьстно съ 27 и 26,

то т'Ь функціи х, у 11 %, которыя сд'Ьлаютъ его наибольшимъ или

наименьшимъ, едёлаютъ таковымъ же интегралъ

творнтъ уравневіямъ (27).
"

Для того же, чтобы

Ь

щёк и удовле—

!)

Б]!\/1+а11+а1111)(13\
а

исчезала, на. оспованіи уравненія 18 и разсужценій какія мы уно“-

требляли выше, необходимо чтобы им'Ьли м'Ьсто сліздующія условія:
: __ ' __Н ==о , Б'1__-0К2__0

18. Приложимъ это къ прим'Ьру.
Найдти кратчайшее разотонніе между двумя точками лежа-

щими на поверхности данной уравпевіемъ 11:0.

(29)

Такъ какъ элементъ дуги поверхности выражается формулой

(15 :1/‹ЁЙ—ЪЁ‘ЁТ—ЁЁЕ’ ., откуда

&х 2 (157 2 (12 2 __
(и;) + <&“) + <&) '— 1, …

х'2+уг2+и'2— 1 ::о
сліздовательно можно сказать: чтобы рЪшитъ предложенную задачу,

нужно пайдти наименьшее состояніе интеграла
4*



  
         %%;

1 ‚ №
;;

(“*-"з "**-': 2 ‚! і.
%
%%

;
штщ ?

%%

щ.
‘
( да?”?!а‘ъп
‚1.

%* иёііі+заі ,”

$$!У-4т2ая ,“

 



\
а ›

' «*«А ›' . 
ди дк. ;

‚ ‚___ '„7 ”'“

ад? 25:1 2щх‘…о

“%"2%?'_3“1Ё39 `

(&&)

аді—яёъ'—2а ш“—-—0
'

да дз ' "‘
Умножая первое на х’, второе на у’, третье на 2’, екл№№реаулъ

таты умноженія и принимая во внимжі‘е (80) и ихъ цроизщцныд,
найдешь:

да __2
53-—

_ о, откуда

2 ак, :: сопвс

& вслёщствіе этихъ двухъ равенствъ уравненія (32) переходить въ
шкіл:

а ЁЁ— —- сх” = 90х

дц „
о: д; СУ .= 0

дц
… .—а д,]; —— (32.1 0

Откуда, послъ исключенія ас и с, пайдемъ:  хи ул 2"Т _ д;; " Ж (33)

дх ду ди

’Это уравненіе представляетъ собою въ общемъ вид'Ь уравненіе
кривой кратчайшие разстояніл на. поверхности. Кривыя кратчай—
шаго р&зстоянія на поверхности называются геодезическимилит'ями.

Знаменатели въ уравненіи (38) суть величины пропорціопалъиыя
косинусамъ угловъ составляемыхъ съ осями координитъ, числители
же пропорціовальны косинусамъ угловъ сос'швленных'ь радіусомъ
кривизны съ тёщи же осями координат'ь кривой.

Отсюда, вытекаетъ свойство геоцезичеекой лиыіи: нормаль №5 по—

вертности @: радіусъ кривизны геодезической лит'и въ той же
таить направлены по одной прямой.

Уравненіе геодезической линіи начерченной на элипсощ'Ь, полу—
оси котораго а, Ъ, с получится если по уравненію эллипсоида

х“ у2 и
11 :: “Т + .…

а
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