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Нахожденіе точекъ каеанія плоскостей
къ лгшейчатьшъ поверхностямъ.

(Развитіе теоремы Сішзіез’аг.)

Въ графическихъ методахъ вычисленій перв-остепеннве значеніе имёетъ
простота геометрическим построенія, необхошшаго для выполненія дап—
наго разсчета. Всякое сопрашеніе построеній не только уменъшаетъ зю—

гшчество работы‚ нужное для р'Ьшенія задачи и вЪроятностъ ошибки, но
способствует]; и уменьшеш'ю погрз‘ьшности въ онончателъпомъ выводЪ,
зависящей отъ точности чертежа. Поэтому мы считаемъ небезполезвымъ
обратить вниманіе спеціалистовъ и учащихся на возможность весьма
значительнаго упрощенія, въ практикуемыхъ ныніз способахъ рёшенія
одной изъ сложныхъ задачъ начертательной геометріи, состоящей въ
нахожденіи точки касанія косой линеичатой поверхности съ произволь—
ною плоскостью, закщочающей прямолинейную произволдащую такой по-
верхности.

Линейчатыми называются поверхности, описываемын непрерывнымъ
переміэщеніемъ прямой линіи, подчиняющейся во время перемдвщенія пізна—

торому закону, при чемъ разныя положенін этой прямой называются
производящими. Если законъ таковъ, что двЪ безконечно близкихъ про—
изводящихъ не пересЪкаютсн и взаимно не параллельны, то повеййость
принимаетъ названіе косой и ее можно представить себ'ъ въ вид; не—

прерывнаго ряда косыхъ элементовъ, заключающихся между каждыми
двумя безконечно близкими производящими, не могущими быть заклю—
ченными въ одну плоскость. Плоскость, заключающая одну изъ двухъ
безконечно близкихъ производящихъ, можетъ перес'ізчь вТорую произво—
дящую въ одной только точк'Ь. Точка на первой производящей ближай_
шая къ этому м'Ьсту перес'Ьченія п будетъ тою, гд'Ь данный косой эле-
ментъ наиболЪе приближается въ поперечномъ направленіи къ совпаде—
нію съ заданной плоскостью; точка эта и есть точка касанін данной
плоскости къ линейчатой поверхности.

Для нахождепія такъ опредЪленной точки касанія, наибол'ве общимъ
способомъ сл'Ьдуетъ считать примізненіе теоремы С11а51е5’а, впервые указан—
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№ въ русской литературЪ въ капитальномъ
руірводствъ

къ начерта—
тельной геопетріи профессора В. И. Нурдюшівз, “).

Творец эту мы изложить слЪдующимъ ооразомъ.
Пут нзмъ даны въ пространств'Ь 1315 не пересЪнающихся и не на.

рашшъннхъ прямыхъ ОХ и РФ (черт. 1). Проводимъ плоскость ММ
нормальную къ прямой ОХ; черезъ линію ОХ провецемъ четыре плоско-
сти. изъ коихъ плоскость КК’Ь’Ъ—парашелъна прямой РД), (назовемъ
ее іглоскостъю ассимитотическойпрщхыхъ ОХ и РФ), а три остальныхъ—
ХОВВ’‚ХОСС’ и ХОВП—направлены произвольно; линіи КЪ‚0В_.ОО
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Черт. 1.

и 01) представляютъ собою пересЪченія врЪхъ четырехъ плоскостей
_съплосквстъю ММ. Линія @‘Р' представляетъ прямоугольную проекШЮпрямой Рф на плоскости ММ, и какъ таковая, должна быть парал—лельна КЪ. Назовемъ точки пересдвченія линіи Р’ ’ съ линіяъш ОВ,00 и ОВ послЪдователъно буквами 6, с и д, точки переС'Ъченія перпен—шуляровъ, возставленныхъ въ этихъ точкахъ къ плоскости ММ,
‹ЗЪтей Р@, обозначенныя буквами Ь’, с’ и д’, укажутъ міста пересЪчешя }лпніи РС) съ плоскостями ХОВВ’‚ХОС'С’ и ХОВВ’. Основанія же пер— ;;пендикулярош, опущенныхъ изъ точекъ 6’‚с’ид’ на линію ОХ, обозначен-ныя буквами 60, со и до укажутъ мізста на. линіи ОХ, ближайшія къ Озна-ченнниъ пересЪченіямъ вспомогателъныхъ плоскостей съ линіей РО. .Вслідствіе взаимной параллельности перпендикуляровъ Ь’Ь, с'с И д'д‚

*) В. И. Нуршоиовъ. Курсъ начертательной геометріИ'ч. 11 1897 г. По любезно
въ иношранной литературъРагів въ Ьеіриіз. 1897.
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разсЪкающихъ стороны треугольника @@@, ДОЛЖНЫ имЪть М'Ьсто равенства

66’ — сс’ __ СС’ — дд’ __ дд’ —дд’
Ьс

_ _ сд— _
дд

но изъ чертежа ясно, что дд’ :: Одо, сс’ : 000 и дд’: Одо; слЪдовательно:

 
до со : О_ОЁ) : 60 до

. . . о . . . (1)
до сд Ьд

Если пучокъ линій ОВ, ОС 11 ОБ перес'Бчемъ другой линіей па-
раллельной ассимптотической плоскости, напримізръ ЗТ (точки пере-
сЪченія которой съ линіями пучка обозначимъ черезъ 6”, с” и д"), то всл'Ьд-
ствіе параллельности прямыхъ Р’@’ и 8Т‚ очевидно:

6" С” СПдП діідіг'
?) с

_
сд

_
дд

и слЪдовательно, изъ равенства (1) имъемъ:

6/1 СП сиди Ьі/д'і_——:——.......2
6000 водо додо

()

  
 

Если взятыя ДВ'Ё не пересёкающіясн и не параллельныя линіи ОХ
и РФ разсматривать, какъ пару безконечно близкихъ производящихъ
косой ливейчатой поверхности, то (согласно приведенному выше опре-
дъленію точки касанін между такою поверхностью и плоскостью, заклю-
чающей одну изъ ея производящихъ), точка 60—есть точка касанія плос-
кости Х ОВВ’ къ линейчатой поверхности, элементъ которой опредіз-
ляется направленіемъ двухъ прямыхъ ОХ и РФ; равнымъ образомъ: со—
точка касанія къ той—же поверхности плоскости Х ООО” и до— точка
касанія плоскости Х ОВВ’.

За симъ, равенство (2) можетъ быть прочитано такъ: взаимныя раз-
стоят'я между точками касат'я къ линейчатой повертности плоско—
стей, заключающиссъ Одну изъ ея производящиж, пропорціоналъны от—

`

рэъзкамъ, отсжкавмымд этими плоскостями на, произволъной линіщ
проведенной ва плоскости норма/дъной тз той-жв производящей параш—
лелъно ассипмтотической плоскости.

Собственно говоря, по крайней Мёрт; въ извЪстныхъ намъ источни—
кахъ, теорема СЬаз1ез’а излагается иначе, а именно: въ доказательстёо
вводится еще понятіе о точкЪ кратчайшаго разстоянія линіи ОХ отъ ли—
ніи РД), которая называется центральною точкою и 0 плоскбсти, проведен—
ной черезъ линію ОХ перпендикулярно къ ассимптотической, котораяназывается пентральною плоскостью, и теорема гласитъ, что разстоянія
точекъ касашя косой линейчатой поверхности съ плоскостями, заклю—
чающими одну изъ ея производящихъ, отъ центральной точки пропор-
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ціональны тангенсамъ угловъ, образуемыхъ этими плоскостями съ цен-
тральною плоскостью.

Мы сочли нужнымъ это послізднее изложеніе теоремы заМ'Ьпить выше—
приведенною самостоятельною формулировкою, такъ какъ посліздняя го—

раздо проще съ точки зрЪнія геометрической и, какъ будетъ ВИДНО изъ
посліздующаго, прямо приводитъ къ тому обобщенію‚ которое составляетъ
предметъ настоящей статьи.

Изъ теоремы слЪдуетъ:
1) Если дано направленіе трехъ плоскостей, заключающихъодну про—

изводящую линейчетой поверхности и взаимныя разстоянія между точ—
ками касанія этихъ плоскостей къ поверхности, то помощью этихъ дан—
ныхъ можно найти направленіе линій параллельныхъ ассимптотической
плоскости, заключающей ту же производящую, & сл'Ьдовательно и саму
эту плоскость.

Дізйствительно: пусть чертежъ 2-й представляетъ плоскость МЛ! норг
мальную къ производящей, & три взаимно пересЪкающіяся въ точкЪ О
линіи ВВ’‚СС’ и ВП—перее'Ьченія съ этой плоскостью трехъ плоскостей
заключающихъ ту же производящую, при чемъ разетояніе между точками
касанія плоскостей ВВ’ и ОС’ равно Данному отр'Ъзку а, разстояніе
между. точками касанія плоскостей 00’ И ВП : отрдвзку 6 И разстоя-ніе между точками касанія плоскостей ВБ и ПБ : а + &. ПОМОЩЬЮ
показаннаго на, чертеж]; построенія (линія ‘” проведена параллельноВП) находимъ такую прямую (38, отріззки которой [Зу и @ между ли—
НіЯМИ ВВ’, СО’ и БП удовлетворяли—бы условію:

Вт : “(` _ {35
а

_ 62+!) 
Нетрудно убіздиться, что для давнего направленія прямыхъ пересё—

кающихся въ точк'Ь О и для давнего отношенія между отр'Ьзками @ и 1),

этому условію могутд удовлетворить только линіи параллельныя найден-
ной прямой В?), & таыъ какъ, въ силу приведенной теоремы, тому же ура—
вненію должны удовлетворять линіи, лежащія въ плоскости ММ И на-
раллельныя ассимптотической плоскости, то слЪдовательпо И линія {35
параллельна послЪдней.

Проведя чрезъ точку О линію К!) параллельную В?), получаемъ пере-
сЪчеНіе ассимптотической плоскости съ плеск. ММ.

2) Если даны направленіе ассимптотической плоскости, заключаю-
щей данную производящую линейчатой поверхности, паправленіе двухъ
плоскостей, заключающихъ ту же производящую и точки касанія этихъ
послЪднихъ плоскостей‚ то можемъ найти точку касапія любой плоско-
сти даннаго направленія, заключающей производящую; д'Ьйствительно:
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Пусть на черт. 1 прямая БТ представляетъ линію параллельную ас-

‚симптотической плоскости, точки 6" и с"— мЪста перес'Ьченія съ этой
линіей двухъ плоскостей ХОВВ’ и ХООО’, точки касанія которыхъ—
60 и по даны и точка д”— мізсто пересізченія съ линіей БТ третьей
данной плоскости ХОБЛ, положеніе точки касанія которой неизвЪстно.

Помощью простЪ‘йшаго геометрическаго построенія, показаннаго на

чертежъ З, находимъ такую точку до разстоянія которой отъ точекъ 60

и со, удовлетворяли—бы условіямъ:
Ь!! СЧ СУ/ді! 6” д”
00 Со водо Ьодо

но условіямъ этимъ можетъ удовлетворить только одна точка, & изъ

теоремы ИзвЪстно, что этимъ—же условіямъ должна удовлетворять    
М    

Черт. 2. Черт. 3.

точка касанія третьей плоскости; слёдовательно, найденныя разстоянія
до до и по 00 опред'Ълятъ на производящей ОХ положеніе точки касанія
плоскости ХОВВ’.

Еслибы вмізсто плоскости ХОББ’ была взята Другая какая либо
плоскость, заключающая ОХ и пересёкающая БТ въ промежутк'ізмежду
точками &" и с", то очевидно И точка касанія этой плоскости оказалась
бы между точками 60 и 00. По Мёрт“) безконечнаго Удаленія точки пере-
с'Ъченія третьей плоскостью линіи БТ отъ точекъ 19" и с" и точка каса—

нія плоскости должна безпредёльно удаляться отъ точекъ 60 и со; атакъ
какъ при этомъ третья плоскость приближается къ совпаденію съ асим-

птотическойд то эта послЪдняя можетъ считаться такою плоскостью, точка
касанія которой безконечно удалена отъ показанныхъ на чертеж'Ь точекъ
касанія другихъ плоскостей.

Переходимъ къ примЪненію приведенной теоремы.
Условія, которыми обыкновенно задаются въ начертательной геометріи

линечайтыя поверхности, сводятся къ двумъ случаямъ: 1) когда заданы

три линіи (прямыя или кривыя), по которымъ должна непрерывно пере-
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Щэщаться производящая прямая, и которыя называются направляющимии 2) когда заданы дві; такія направляющія и плоскость, которой дол-жна быть параллельна производящая (плеск. параллелизма). *)

Въ первомъ случай, для каждаго положенія производящей мы имё—
емъ три точки пересгъченія ея съ направляющими; въ каждой изъ этихъ
точекъ можемъ провести прямую касательную къ направляющей, причемъ плоскость, проведенная черезъ производящую И касательную къ
ОДНОЙ направляющей, будетъ касаться къ линейчатой поверхности въ
мЪстЪ перес'Ьченія производящей съ этой направляющей. Такимъ цу—темъ получаемъ направленія и точки касанія трехъ плоскостей, заклю-
чающихъ данную производящую и слёдовательно,на основаніи слч‘эдствія
1-го изъ теоремы, можемъ на плоскости нормальной къ производя—
щей построить прямую параллельную ассимитотической плоскости, @
помощью этой прямой и двухъ (изъ числа 3 данныхъ) касательныхъ пло-
скостей не трудно, на основаніи слЪдствія 2—го изъ теоремы, найти точкукасанія любой плоскости, заключающей данную производящую.

Во второмъ случаЪ, имъемъ направленія и точки касанія только двухъплоскостей, но такъ какъ при этомъ извъстно направленіе плоскости
параллелизма смежныхъ производящихъ линейчатой поверхности, т. е.
плоскости, которую условились называть ассимитотической, то проведяна плоскости нормальной къ производящей прямую параллельную ас—
симптотической плоскости, опять получаемъ достаточно данныхъ для на—
хожденія, на основаніи слёдствія 2—го‚ точекъ касанія любой заданнойплоскости, заключающей произведящую.

Разсмотримъ на частномъ примЪрЪ способъ примізненія изложенной
теоремы.

На чертежъ 4 въ ортогональныхъ проекціяхъ даны три кривыя _На—
правляющія линейчатой поверхности ОВ (О’Б’), ЕР (Е’Р’) И дБ(З’Н’)
Пусть аб (а’б’) обозначаетъ одно положеніе прямой произвщящей, чрезъ
которую проходитъ плоскость Р, обозначенная слёдами Р,} и Р„; тре-
буется найти на указанной производящей точку касанія этой плоскостикъ линеичатой поверхности.

Проводимъ прямыя касательныя къ даннымъ направляющимъ въ точ-кахъ @ (с’), в (е’) и у (9’); пусть эти касательныя будутъ сд (с’д’), е/ (6%)и 9/3 (у’ід’). Три плоскости, проведенныя черезъ кажцую изъ этихъ каса-тельныхъ И черезъ производящую, будутъ касаться къ линейчатой по—
верхности соотвЪтственно въ точкахъ @ (с’), в (е’) И у (д’).

Для того, чтобы получить на чертежЪ въ неискаженномъ ВИД'Ё какъ 
”) Направляющія могутъ быть заданы прямо или косвенно, & плосн. паралле-лизма м. 6. постоянная или мгновенная—направляющійконусъ.
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разстоянія между означенными точками касанія, такъ и пучокъ линій
пересіЬченія вс'Ьхъ четырехъ плоскостей, проходящихъ черезъ производя—
щую аб (а’д’), съ плоскостью нормальною къ этой послЪдней, нужно всю
систему повернуть такъ, чтобы линія ад (а’д’) пришла въ положеніе перпен—
дикулярное къ одной изъ плбскостей проекцій. Это сложное построеніе
показано на чертежъ 5, изъ котораго видно, что посл’в вращенія прямая
приняла положеніе а26 (@)—нормальное къ вертикальной плоскости про-  

Рис. 4.

екцій, касательныя приняли положенія 02 д2 (6'д'‚)‚ ‹32 {2 (6' Д) и 92 122 (6'12'2);

вертикальный слёдъ БР” данной плоскостиР спроектировалсн на вертикаль—
ной плоскости проекцій въ &' „” . Въ повернутомъ положеніи вертикальными
сліздами плоскостей, проходящихъ черезъ произвоцящую и черезъ каса—
тельныя, будутъ вертикальныя проекціи этихъ послізднихъ, т. е. линіи Ь'д'2‚
Ь’Г’2 и №2, & вертикальнымъ слъдомъ данной плоскости Р будетъ линія
Ь’ „”. Разстоянія между точками касанія спроектировались на, горизон—
тальной проекціи безъ искаженія и равны 0262 и 8292. Отложивъ на линіи
Ь’Щ, начиная отъ точки 6’, послЪдовательно отрЪзки Ь'ао : с2е2 и 410730 :
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г
1»

№ съ линіей Ь'Г’2въ точн’в {о, разсёчемъ пучекъ прямыхъ д’д’‚_ б‘г

["'—"`"— "
д____ .

33,95 и, проведя Черезъ точку % линію параллельную Ь'д’2 до пера

 2
/

|||||||||||||

11,

:і
!

!:
:!!

:!!!

 

_____‚_‹___.А._____

 
  

Рис. 5.

и 6%‘2 прямою ГОЬО; очевидно отр'Ьзки ея дого и 7073… занлючающіеся
между прямыми пучка‚ удовлетворяютъ условію:

№
%%

Года 
8292

и сліздовательно прямая доіъо параллельна ассимптотической плоскости,
Ь (Ь’); &, такъ какъ прямая доідо пересё-згшлючающей производящую %

кается линіей Ь’ Пр„ въ точкіз ро, то отыскиваемъ на. горизонтальнойпро—,
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екціи а26 такую точку ‚501, чтобы удовлетворялись условія:

рощ _ род : №
$192 $182 82 92

(для чего на, вертикальной плоск. провкцій проводимъ линію рошо парал—
лельно {оао и отрЪзокъ 100500 откладываемъ на горизонтальной проекціи
„6612 отъ точки 92 по направленію къ 82).

На основаніи приведенной теоремы имёемъ, что точка @, удовлетво—

ряющая этимъ условіямъ, есть точка касанія плоскости проходящей черезъ
Ь’р”. Для окончанія задачи остается найденную точку перенести на

первоначальное положеніе прямой аб (а’Ь’), гд'Ь она пОказана буквами
аз (аз’). Еслибы зачъмъ либо понадобилось показать направленіе ассими-
тотической плоскости, соотвЪтствующее первоначальному положенію про-
извоцящей, то пришлось бы сдЪлать дополшительное построеш'е, которое
на чертежіэ не показано, во избізжаніе дальнёйшаго его усложенія.

Можно видізть, что вся сложность чертежа обусловлена вспомога—
тельными построеніями, по приведенію производящей въ положеніе нор—
мальное къ плоскости проекцій. Когда, приміэняется теорема 0112151953,

опред'іэляющая зависимость между положеніями точекъ касанія плоско—

стей и тангенсами угловъ наклоненія послізднихъ къ центральной пло—

скости, то не только нельзя избіэжать сложныхъ построеній (такъ какъ
при этомъ необхоцимо имЪть въ неискаженномъ видів углы между пло-
скостями), но задача еще усложняется нахожденіемъ центральной точки.
Предлагаемое-же нами изложеніе теоремы прпводитъ къ нижесл'Ьдующему.

Вернемся къ чертежу 1—ому, на которомъ буквами МОМО показана
въ пространств}; плоскость, перес'Ькающая производящую ОХ подъ про—

извольнымъ угломъ въ точнЪ, обозначенной буквою ОО. Продолжимъ до

пересёченія съ плоскостью ЛДМ0 какъ ассимптотическую плоскость
КК’Ь’Ь, такъ равно и три плоскости ХОВВ’, ХОС'О’ и ХОБЛ, за—

ключающія производящую ОХ и назовемъ линіи пересЪченія этихъ плод
скостей съ МОМО соотвізтственно черезъ КОЕ… ООВ… 0000 и ООПО.
Плоскость, проведенная черезъ линію БТ (параллельную КБ) параллельно
ассимитотической, пересЪчется съ плоскостью М„М0 по линіи БОТ… ко—

торая будетъ очеВИДно параллельна КОД). Точки пересёченія линіи БОТО
съ линіями ООВ… 0000 и ООН… показанныя на чертежъ буквами {З, 7 и 8,

вслгЪдствіе перпендикулярности всЪхъ проведенныхъ плоскостей къ пло-
скости ММ будутъ очевидно находиться на перес'Ъченіи съ плоскостью

М’ОМО перпендикуляровъ, возстановленныхъ къ плоскости ММ соотвёзт—

ственно въ точкахъ 6", с” 11 д”. Засимъ ясно, что величины отрёэзковъ
сЪкущихъ Б'Т И БОТО будутъ связаны отношеніями:

ЬПСП сиди ЬПдП

Вт __і’д—_ ВБ
 



_19__
Сопоставляя эти отношенія съ приведенными отношеніями (2):

Ь/іс/і с/ід/і дндн_ _ __ _ __
7

6000 СОдО дОдО

получаемъ слъдующую зависимость:

дово _ водо __ додо
. _ _ . з
37 тд @?

()   
КОТОРЗЯ, ВЪ СИЛУ ИЗЛОЖЕННЗГО ВЫШЕ, МОЖВТЪ бЫТЬ ПРОЧИТдНЁЪ ТЕЪКЪ:

Взаимныя разстоянг'я между точками касанія тз линейчатой по-
вершностго плоскостей, заключающиж одну изъ ея производящиж, агро—
трш'оналъны отргьзкамъ, отсгькаемымъ этими плоскостями на любой
.шнг'го параллельной ассимптотической плоскости.

Отсюда, подобно тому, какъ это мы показали выше по отношенію
къ предъидущей теоремЪ, выводимъ такія слёдствія:

1) Если извЪстны направлеш'я и точки ыасанія трехъ плоскостей, за—
ключающихъ данную производящую линейчатой поверхности, то на осно-
ваніи этихъ данныхъ можно построить линію перес'Ьченія ассимптотиче-
ской плоскости, заключающей ту же производящую, съ любой плоскостью,
пересёкающей посліэднюю.

Для этого нужно на пересёкающей плоскости (пусть чертежъ 2 пред-ставляетъ плоскость перес'Ькающую производящую подъ произвольнымъугломъ) построить линіи пересЪченія съ нею, трехъ данныхъ плоскостей,
заключающихъ производящую—ВВ’, 00’ И ВП, & затЪмъ построить
такую прямую 38, чтобы отрЪзки ея удовлетворяли отношенію:

Вт _ тд _ 85
а

_ Ё _ Щ ’

гдъ: а=разотоянію между точками касанія плоскостей, проходящихъ Ч9'
резъ ВВ’ И ОО’; Ь : разстоянію между точками касанія плоскостей, прО-
ходящихъ черезъ СО’ и ВП; @ + 6 : разстоянію между точками каса-
Н1Я плоскостей, проходящихъ черезъ ВВ’ и ВВ’.

Такъ какъ означенному отношенію могутъ удовлетворять толъко ЛИ-
ніи взаимно-параллельныя и такъ какъ ему должны удовлетворять линіи
параллельныя ассимптотической плоскости, заключающей данную произ—водящую, то прямая Вд—параллельна аосимптотической плоскости7 & сліз-
довательно направленіе этой посл'Бдней опред'Блено.2) Если ИЗВ'ЁСТНЫ направленія И точки касанія двухъ плоскостей, за-
ключающихъ данную производящую линейчатой поверхности, а также на-
правленіе ассимптотическойплоскости, заключающей ту же производящущто на основаніи этихъ данныхъ можно построить точку касанія къ ЛИ-
нейчатой поверхности любой плоскости, заключающей эту ЦрОИЗВОдЯЩУЮ-
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Для этого нужно: на какой-либо плоскости М’М’ (черт. 6), пересё—

кающей данную производящую, построить линіи ВВ’ и ОС“ пересЪченія
этой плоскости съ двумя данными плоскостями, заключающими произво-
дящую и провести линію БТ, параллельную ассимптотической плоскости.

ЗатЪмъ построить линію ХХ’ пересЪченія съ плоскостью М’М’ той
плоскости, точку касанія которой нужно найти и опредізлить съ помощью
показаннаго на чертежч‘з построенія величины $000 и 5006” изъ условій:

90000 __ 006” _ 3306” _

шпон
_

сиди
_

{Б”д” ?

гд'Ь: ]) 90", с” и Ь” представляютъ точки пересЪченія линіи БТ съ ли-
ніями ХХ’ СС’ И ВВ’ И 2)0тр*1ззокъ [›"со—данное намъ разстояніе между
точками насанія двухъ данныхъ
плоскостей, проходящихъ черезъ м'
ВВ’ и ОС“.

Такъ какъ: ]) этимъ условіямъ
можетъ удовлетворять толъко одна
точка то на прямой д“со и 2) этимъ
же условіямъ, въ силу теоремы,
должны удовлетворять взаимныя
разстоннія между точками касанія
къ лппейчатой поверхности трехъ
плоскостей, проходящихъ черезъ
линіи ВВ’, ОС" и ХХ’, то сліздое
вательно, найденные отр'Ьзки $000 и $06” равны разстояніямъ точки ка—

санія плоскости, проходящей черезъ ХХ', отъ точекъ касанія плоскостей,
проходящихъ черезъ ВВ' и СС’; & такъ какъ эти послч‘эднія точки на—

сапія извЪстны, то значить и точка касанія плоскости проходящей черезъ
ХХ’ опреД'Ълена.

Въ приведенной обобщенной формъ теорема даетъ возможность ВСЪ

построенія, необходимыя ДЛЯ нахожденія ассимптотической плоскости и
взаимныхъ разстояній между точками касанія‚ производить не на плос-
кости нормальной къ производящей, & на любой плоскости, пересізкаю-
щейся съ данною производящею; напримЪръ, на плоскости проекцій въ
проекцінхъ ортогональныхъ, или на плоскости картины въ перспективной
проекціи и слёдовательно—не прибГЬгать къ вращенію и къ ДРУГИМЪ по—

добнымъ вспомогательнымъ построеніямъ.
На сколько упрощается при этомъ работа можно видЪть изъ черт. 7,

на которомъ, какъ и на чертежахъ 4 и 5, показана та же производящая
ад (а’д'), три прямыя касательныя къ направляющимъ—сд (с'д’), в;" (е'і')
и 97; (у'ід’) и плоскость (Р… Р„)‚ которая заключаетъ производящую аЬ (а’д’)
и точку касанія которой требуется найти.

   
    

Черт. 6.
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Такъ какъ точки д’, ]" и 17/— слЪды касательныхъ на вертикальной

плоскости проекцій, то соединяя ихъ съ вертикальнымъ слёдомъ данной
производящей 6’‚ получимъ три линіи 6’д’, д’)" и №1, которыя будутъ сліз—  

Черт. 7.

дамп трехъ плоскостей, заключающихъ производящую ад (а’д’) и касаю—
щихся къ линейчатой поверхности соотвЪтственно въ точкахъ @ (с’),
8 (в’) И 9 (Л’)-

На линіи д’іъ’ откладываемъ длину Ь’ос : с’е’ и длину аб : в’у’; че-
резъ точку а проводимъ линію параллельную 6’д’, & ЗЗТ'ЁМЪ черезъ точ—
ну 7 пересЪченія этой посліздней линіи съ прямой 67" и черезъ точку ?)

провоцимъ прямую ВЗ; отр’Ьзки этой прямой очевидно будутъ удовлетво-
рять уравненіямъ:

ш_а_@.0/8,
_

6/9!
_

0/9!

Въ ортогональныхъпроекціяхъ, какъ и во ВС'ЁХЪ проекціяхъ, гдЪ проек—
тирующія линіи взаимно—параллельны, истинное разстояніе между точками
одной и той же прямой пропорціональны разстояніямъ между ихъ проек-
ціями; поэтому, называя истинныя разстоянія между точками @ (с’) и в (е’)
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черезъ СЕ, между точками в (е’) и у(у’)——черезъ ЕО и между точками
с (с’) и у (у’)—черезъ 06, имЪемъ:

0/8! 8,9, 0/9!
О_Е

:
ЕТ;

: ЁЁ
и слЪдовательно: ‚

_31 __ _тё : _ВЁ.
ОЕ _

ЕС? 06%

Это отношеніе показываетъ, что отрёзыи построенной прямой пропор—
ціональны взаимнымъ разстояніямъ между точками касанія трехъ плос-
костей, проходящихъ черезъ образующую ад ((:/д’) и, сліздователъно, пря-
мая эта, въ силу сліздствія 1-го изъ указанной теоремы, параллельна
ассимптотической плоскости.

А если это такъ, то по точк'Ь р—пересізченія слёда РР,) съ прямой
36 можемъ судить о точкъ касанія къ линейчатой поверхности плоскости
Р, а именно:

Назвавъ взаимныя разстоянія между точками касанія плоскостей со—

отвЪтствующихъ сліздамъ Шэ’ и Ь’Р„ черезъ у, соотвЪтствующихъ СЛ’ЁДЗМЪ
Ь’Р„ и д’)” ——черезъ @ и соотвётствующихъ слЪдамъ Ь’Г’ и Ь’іъ’— черезъЕ 61, имёемъ, въ силу слёдствія 2—го изъ приведенной теоремы, слёдующее
соотношеніе:   

 
  

у __ г _ Е(}_
108

_ т _
дт

Но принимая во вниманіе, что вертикальная проекція линіи Её равна
е’у’ : всё И назвавъ вертикальную проекцію отрЪзка @; черезъ т; и от-
р'Ъзка г черезъ С, ИМ’ЁОМЪ ДЛЯ ортогональныхъ проекцій:

@] 2 Е @

Я
:

Ё
:

аб

И слёдовательно:
7; __ С _ ад.

198
_ т _

дт

Величину отр'Ъзковъ 1; И & находимъ, проведя черезъ точку @ линію
параллельную Т“ до перес'ЬчеНія ея съ линіею Шъ' въ точшЪ 500; ясно,
8х0:ц и тоа : С. Откладывая отрЪзокъ 6500

на, вертикальной плоскости
проекцій отъ точки 9’ по направленію къ точш‘э в’, находимъ точку ай—
вертикальную проекцію искомой точки касанія плоскости (Р„‚Рд къ ли—
нейчатой поверхности.

Такпмъ образомъ весь трудъ по рёшенію задачи свелся къ построе—
нію шести вспомогательныхъ линій д'д’, {’д’, №Я, ат, тб и рт… вмЪсто
тЪхъ многосложныхъ построеній, которыя показаны на чертежъ 5.
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Но примЪненіе приведенной обобщенной теоремы оказывается особенно

цЪлесообразнымъ при рЪшеніи задачъ въ косоугольныхъ проекціяхъ >“),

въ которыхъ вращенія, нахожденія плоскостей нормальныхъ къ линіямъ

и т. п. вспомогательныя дЪйствія требуютъ несравненно большаго труда,

Ч’ЪМЪ въ проекціяхъ ортогональныхъ.
Въ виду однако же того обстоятельства, что принимать плоскость чер-

тежа, за сЪкущую плоскость не всегда удобно, & иногда и совершенно
невозможно (напр. когда производящая параллельна плоскости чертежа),   

Черт. 8.

мы считаемъ необходимымъ еще нЪсколько дополнить приведенную тео-

рему, & именно:
Пусть на черт. 8 литейами МО Мо показана въ пространствъ плос-

кость, пересъкающая производящую въ точкЪ О() и три плоскости, за—

ключающія производящую‚—по линіямъ 00 В… 00 Со и О() ВО.
Положимъ что мы, зная величины взаимныхъ рззстояній между точ—

ками касанія означенныхъ трехъ плоскостей (точки эти назовемъ сотвЪт—

ственно черезъ &… со и від), сд'Ьлали на плоскости 111() 1110 построеніе,

необходимое для нахождепія линіи параллельной ассимптотической пло-
скости, т. @. нашли линію 80 ТО, отрЪзки которой удовлетворяютъ
условіямъ:    37—75—35 .......(4) 

*) Подъ косоугольными проенціями подразумЪваемъ такія, при которыхъ проек-
тирующія линіи, будури параллельны между собою, вообще не перпендикулярны
къ плоскости проекцій’, т. @. къ плоскости чертежа.
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Уже выше, при різшеніи задачи, показанномъ на, чертежъ 7, было до-

казано, что для построенія линіи параллельной ассимптотической пло—
скости,.ндвтъ необходимости опредълять абсолютныя величины разстояній
между точками касанія Ь… со и (Д, и что можно для этого пользоваться
отрЪзками имъ пропорціональными. Поэтому, если напримізръ, ВМ'Ьсто
абсолютныхъ величинъ до 00, со 020 12160030 имч‘эемъ на чертежъ прямо- или
косоугольныя проекціи ихъ д,’с,’‚ 01,011, и 61%], то для опредЪленія
направленія сёкущей 80 То можемъ воспользоваться этими послЪднщш,
руководствуясь отношеніями:   Вт __тд _ (35 ;т 01’Сі1/_61‚6і1‚

. . . . . . (Э)

Проведя на, плоскости 1110 МО черезъ точку Оо прямую КО 120 па-
ралелльную 80 ТО, получимъ линію пересёченія съ этой плоскостью ассим-
птотической плоскости, соотв'Ьтствующей данной производящей.

Вс'Б линіи, показанныя на плоскости МО М… спроектируемъ взаимно
параллельными лучами произвольнаго направленія на произвольно взя—

тую въ пространств'Б плоскость, показанную на чертежъ 8 буквами
Л!] М, и обозначимъ проекціи показанныхъ на плоскости МО ЛД, точекъ
соотв'Ьтственными буквами съ указателемъ (,).

Не требуетъ особыхъ доказательствъ: 1) что проекціи Ні 1}, иБ'1 Т,

двуХЪ прямыхъ взаимно параллельныхъ линій КО 1/0 и 80 Т() будуть
взаимно параллельны И что обратно, два“) прямыя Ко ЪО И БОТ… лежащія
въ одной плоскости МО М0 и проектирующіяся на, другой плоскости въ
виддЬ параллельныхъ прямыхъ 161111 и 81 Т„—вза-имно параллельны п
2) что разстоянія между проекціями, сіі, 01 и 61 точекъ &, т ИЗ будутъ
пропоршональны разстояшямъ между самими точками,т. е.

$5_Вт__тб
д1с11

_
6101

—
01611

  
Принимая во вниманіе все изложенное, легко прИХОДимъ къ заклю—

ченію, что для рёшенія разсмятриваемыхъ задачъ 0 нахожденіп точки
касанія нётъ необходимости совмЪщать съ плоскостью чертежа сЪнущуюплоскость Мо М0 и что для этого вполнЪ достаточно иміъть ня чертежъ
проекш'ю этой плоскости и всізхъ показанныхъ на ней линій, д'Ъй—
ствительно:

1) Если на чертежъ имЪемъ (пусть плоскость Л!' М,. изображаегьплоскость чертежа) три проекціи сізченія вспомогательной плоскостью
1110 МО трехъ касательныхъ плоскостей—01 В„ О“ С1 и О,В1 и если наыъ
извЪстны проекціи трехъ точекъ касанія этихъ плоскостей 6,'‚с,’ и ‹11', то
построивъ на нашемъ чертеждв (способомъ показаннымъ выше на черт. 2,

А. Ярковскій. 2



_18__
такую сЪкущую прямую, чтобы отрч‘эзки ея 6, 01, 0161, и 61 сі] удовлетво—
ряли отношеніямъ

д.01__ 01611__ 514,
6—1’0—1’

_
01,6!“ 1,611],

`  
Ф—

мы тЪмъ самымъ получаемъ на чертежъ проекцію одной изъ линій, про—
веденныхъ на плоскости Мо МО параллельно ассимптотическойплоскости.

2) Если на чертеж}; имёемъ проекцію 8, Т1 линіи 80 Т… проведенной
на, плоскости МО 1110 параллельно ассимптотической плоскости, а также
проекціи 01 В„ О] С, И 01Б1 сЪчеНій плоскостью МО МО трехъ плоскостей
заключающихъ производящую и если намъ извёстны проекціи точекъ ка—
саш'я двухъ изъ этихъ плоскостей, напр. 61’ и с„’ то построивъ (спосо—
бомъ показаннымъ на черт. 3 или 6) точку Щ, разстояніе которой отъ
точекъ 6’1 и 0'1 удовлетворяло бы отношеніямъ

61’01’ _ сі’сіі’ _ 61’051’
7310,

_
01051

_
61031,

мы тЪмъ самымъ получимъ точку, удовлетворяющую отношеніямъ:

61’01’ _ сі’сі,’ _ 19/65]
Вт

_
тб

_
Вд

’

& сліздовательно, будемъ им'Ьть проекцію точки касанія плоскости, про—
ходящей черезъ производящую и черезъ 00 Во.

Способъпримізненія изложеннаго ВИД'ЁНЪ изъ нижесліэдующагопримізра:
Пусть линіи ОХ, ОУ и 02 (на чертежъ 9) представляютъ въ косо-

угольной проекціи (@ И У) оси прямоугольныхъ координатъ.
Даны: ]) одно изъ положеній прямой производящей линейчатой по-

верхности—АВ; точки А и В—мізста встр'Ьчи данной произвоцящей
съ координатными плоскостями; линія АЬ—вторичная проекція линіи
АВ на плоскости ХОУ.

2) Три прямыя ОВ (00030), ЕР (60/0) и 6Н(90100)—касательныя къ
направляющимъ линейчатой поверхности, съ которыми производящая АВ
пересёкается въ точкахъ (НСО), Е(ео) и ато); эти посл'Ъднія очевидно
будутъ точками касанія къ линейчатой поверхности плоскостей, заключаю—
щихъ АВ и проходящихъ черезъ касательныя,

3) Ломанная линія РКБ'Т, представляющая линіи пересізчеш'я съ
координатными плоскостями НГЬкоторой плоскости П, заключающей про-
изводящую АВ.

Требуется найти на, производящей АВ точку касанія плоскости П.
Проведя отъ точекъ ИО, @ и від линіи параллельныя вторичной проекціи

АВ—до перес'Ьченія съ координатной осью ОУ въ точкахъ И’, ]" И сі’,
черезъ эти послЪднія точки проведимъ линіи параллельныя 02 ДО пе—

   
 



ресізченія ихъ соотвЪтственно съ линіями, проведенными черезъ точки

Н, Р и В параллельно АВ. Точки пересізченія %, [ и 07 соединяемъ съ

точкою В и получаемъ такимъ образомъ пучекъ трехъ прямыхъ Всі, В/'
и Віъ—косоугольпую проекцію пересЪченін трехъ касательныхъ плоско-

стей съ координатною плоскостью 1702.

Произведемъ въ плоскости чертежа сліздующія построенія: на линіи
ВИ, начиная отъ точки В откладываемъ посл’вдовательно отр'Ьзокъ

.
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Черт.9.
Ва : СЕ и от \ _
раллельную ВЫРЪзокъ

осб РЭ; черезъ точку а проводимъ лин'. ' 1. _
ДО Цересізчешя ея СЪ ЛИНЮЙ ВГ ВЪ точка“) Т чер

Ю па
: ЭЗЪ ТОЧКИел ‹" °ьна ьосоугольнои проекціи линіи пе

точкіз $1—

Отложи 'въ на
зокъ 8.70

линш ВА, отъ точки (} по п -„ получаемъ точку эс—иск &Правлешю ЫЪ Вомое М'ЪСТО касанія плоско
ОТРЪ“
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