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Из приведённых графиков видно, что как при квазистатическом, так и при динамическом дефор-

мировании наименьший прогиб возникает в пластине, имеющей уширение обоих внешних слоёв в 

центральной части. Её прогиб при квазистатическом деформировании на 20 % меньше, при дина-

мическом – на 32 % меньше, чем прогиб, возникающий в пластине с той же материалоёмкостью 

при постоянной вдоль радиуса толщине всех слоёв. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда фунда-

ментальных исследований (проект № Т22М-072). 
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Рассматривается упругая пластина, ослабленная бесконечным рядом одинаковых отверстий. 

Пластина подкреплена регулярной системой стрингеров и подвергается однородному растяжению 

вдоль стрингеров напряжением 0σ σy
  . Вблизи контуров отверстий имеются прямолинейные тре-

щины. Задача состоит в определении равнопрочного контура отверстий, при котором трещины не 

будут расти, а также напряженно-деформированного состояния перфорированной клепаной пла-

стины и величин сосредоточенных сил Pmn, заменяющих действие стрингеров. Граничные условия 

задачи имеют вид: 

– на неизвестных контурах Lm (m = 0, 1, 2, …) отверстий – 
 

σ 0n  ,        τ 0nt  , 

constt    ;                                             (1) 

– на берегах трещин – 
 

0y  ,         τ 0xy           a + m ≤ |x| ≤ b + m. 

 

Здесь величина σ  для упругой пластины подлежит определению, а для упругопластической 

принимается условие пластичности [1] 
 

f(n, t, nt) = 0,                   (2) 
 

где f – заданная функция. При этом полагается, что пластическая область впервые появляется на 

контуре отверстия, и, охватывая сразу весь контур, не проникает вглубь.  

Требуется найти такую форму отверстий, при которой роста трещин не произойдет, а тангенци-

альное нормальное напряжение t, действующее на контурах отверстий, будет постоянной величи-

ной. Необходимо чтобы на контурах отверстий выполнялось условие (1), а в окрестности вершин 

трещин  условие  

  ω
I 0a mK   ,             ω

I 0b mK   ,                                                         (3) 
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где ω
I
a mK  , ω

I
b mK   – коэффициенты интенсивности напряжений в окрестности вершин трещин. 

Так как трещины расположены симметрично, ω ω
I I
a m a mK K   , ω ω

I I
b m b mK K   . 

Неизвестный контур Lm (m = 0, 1, 2, …) отверстий будем искать как близкий к круговому. Пред-

ставим его в виде r = () =  + H(). Здесь  = Rmax / – малый параметр; Rmax – наибольшая высота 

неровности профиля контура Lm отверстия от окружности r = . Без уменьшения общности рас-

сматриваемой задачи, принимается, что неизвестная функция H() симметрична относительно осей 

координат и может быть представлена в виде ряда Фурье 2
1

(θ) cos2 θk
k

H d k




  . Функции (напряже-

ния, перемещения, сосредоточенные силы Pmn и коэффициенты интенсивности напряжений KI) бу-

дем искать в виде разложений по малому параметру, в которых пренебрегаем для упрощения чле-

нами, содержащими  степени выше первой.  

С учетом известных формул [2] для компонент напряжений n и nt краевые условия задачи 

примут следующий вид:  

1) в нулевом приближении: 

– на контуре r =      (0)σ 0r  ,         (0)
θτ 0;r   

– на берегах трещин    (0)σ 0y  ,         (0)τ 0xy       a + m ≤ |x| ≤ b + m; 

2) в первом приближении: 

– на контуре   r =       (1)σr N ,         (1)
θτr T , 

– на берегах трещин  (1)σ 0y  ,         (1)τ 0xy                a + m ≤ |x| ≤ b + m. 

Задача в нулевом приближении сводится к определению двух аналитических функций: Φ
(0)

(z) и 

Ψ
(0)

(z) – из условий 
 

(0) (0) 2 (0) (0)( ) ( ) ( ) ( ) 0ie            
 

         при τ = e
iθ
  +  m,                          (4) 

(0) (0) (0) (0)( ) ( ) ( ) ( ) 0x x x x x              a + m ≤ |x| ≤ b + m.                          (5) 

 

Решение краевой задачи (4), (5) ищем в виде  
 

(0) (0) (0)(0)
0 1 2( ) ( ) ( ) ( )z z z z     ,           (0) (0) (0)(0)

0 1 2( ) ( ) ( ) ( )z z z z     . 

 

Для определения потенциалов Φ
(0)

(z) и Ψ
(0)

(z) строятся две бесконечные системы алгебраиче-

ских уравнений и сингулярное интегральное уравнение относительно неизвестной функции g
(0)

(x). 

Сингулярное интегральное уравнение и построенные алгебраические системы содержат величины 

сосредоточенных сил (0)
mnP . Чтобы определить эти величины, используем закон Гука и метод «скле-

ивания» двух асимптотик искомого решения. Используя процедуру алгебраизации [3, 4] сингуляр-

ное интегральное уравнение при дополнительном условии, которое обеспечивает однозначность 

перемещений при обходе контуров трещин, сводим к системе M линейных алгебраических уравне-

ний для определения M неизвестных (0) (τ )mg  (m = 1, 2, …, M). 

Для коэффициентов интенсивности напряжений около окрестности вершин трещин при                         

x = a + m в нулевом приближении имеем 
 

(0) (0)
I

1

2 1
π( ) ( 1) ( ) tg π

4

M
m M

m
m

m
K b a g t

M






   , 

около вершин трещин x = b + m: 
 
 

(0) (0)
I

1

2 1
π( ) ( 1) ( )ctg π

4

M
m

m
m

m
K b a g t

M


   . 
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После нахождения решения в нулевом приближении строим решение задачи в первом прибли-

жении. Полученные системы уравнений первого приближения не являются замкнутыми, так как в 

правые части этих систем входят коэффициенты d2k разложения функции H(θ) в ряд Фурье. Для по-

строения недостающих уравнений используем граничное условие (1) при дополнительных ограни-

чениях (3). Для построения недостающих уравнений, позволяющих определить коэффициенты d2k, 

требуется, чтобы обеспечивалось распределение напряжений на контурах отверстий, близкое к рав-

номерному. Снижение концентрации напряжений на контурах отверстий осуществляем путем ми-

нимизации критерия  
2

1

σ (θ ) σ min
M

t i
i

U 


   , где σ  − неизвестное оптимальное значение нор-

мального тангенциального напряжения в поверхностном слое отверстия.  

Поставленная задача оптимизации состоит в том, чтобы найти значения неизвестных коэффи-

циентов d2k, обеспечивающие наилучшим образом величины функции σ (θ )t i  согласно условию (1) 

при дополнительных ограничениях (3). Таким образом, приходим к задаче на условный экстремум 

функции 
2(σ , )kU d

, когда коэффициенты d2k связаны с дополнительным условием 

 

(0) (1)
I I 0

a m a m
K K

   
   ,             

(0) (1)
I I 0

b m b m
K K

   
   . 

 

Для решения задачи на условный экстремум используем метод неопределенных множителей 

Лагранжа. 

Построенные системы уравнений позволяют определить форму равнопрочного контура отвер-

стий, напряженно-деформированное состояние перфорированной стрингерной пластины, а также 

оптимальное значение нормального тангенциального напряжения σ*. 
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Неразрушающие методы контроля состояния изделий на базе возбуждения в них волн деформации 
и анализа их эволюции широко применяются для диагностики состояния поверхности [1], контроля со-
стояния упругих конструкций, таких как элементы транспортной инфраструктуры, зданий и сооруже-
ний, в том числе стенок трубопроводов [2]. Подходы линейной волновой динамики хорошо развиты [3], 
но внедрение новых материалов, имеющих нелинейные механические свойства, требует создания фун-
даментального задела в нелинейной волновой динамике. Предлагаемое исследование нацелено на раз-
работку математической модели для исследования эволюции нелинейных уединенных волн деформа-
ции в стенках кольцевого канала, заполненного вязкой несжимаемой жидкостью. В силу осевой                                
симметрии канала исследован осесимметричный случай, когда его стенки рассматриваются как две бес-
конечно длинные цилиндрические оболочки, выполненные из несжимаемого материала. Другими сло-
вами, полагаем, что коэффициент Пуассона материала оболочек равен ½. Кроме того, считаем, что ма-
териал рассматриваемых оболочек одинаковый и для него принят нелинейный физический закон, свя-


