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различной формой образующей (цилиндре, сфере, конусе, торе и тороиде) при однородных и не-

однородных полях внешних сил. 

Предложенное решение задачи о безмоментном состоянии оболочек из СПФ может, во-

первых, рассматриваться как частное решение задачи моментной теории оболочек из СПФ, а 

также использоваться при предварительном проектировании тонкостенных элементов с памятью 

формы. 

Работа выполнена в рамках Государственного задания ИПРИМ РАН (№ 121112200124-1). 
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Композитные элементы конструкций, в том числе и пятислойные пластины, широко использу-

ются в различных областях современной техники. В результате за последние 50 лет в механике де-

формируемого твердого тела появилось целое направление, связанное с исследованием деформиро-
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вания слоистых пластин и оболочек. Поэтому построение математической модели осесимметрич-

ных собственных колебаний круговой пятислойной пластины является актуальным.  
Методы расчета и постановки краевых задач для слоистых элементов конструкций рассмотрены 

в монографиях [1–5]. Колебаниям неоднородных пластин и оболочек при периодических и неста-
ционарных нагрузках исследовались в публикациях [6–13]. Статьи [14–17] посвящены квазистати-
ческому деформированию трехслойных пластин. Постановка задачи о колебаниях пятислойной 
круговой пластины разрабатывалась в [18–19].   

Здесь для симметричной по толщине упругой круговой пятислойной пластины с легкими запол-
нителями приведена система дифференциальных уравнений, описывающих собственные колебания 
пятислойной круговой пластины с двумя легкими заполнителями. Вывод уравнений движения про-
веден в цилиндрической системе координат r, φ, z, которая связана со срединной плоскостью цен-
трального слоя. В тонких несущих слоях справедливы гипотезы Кирхгофа: нормаль остается не-
сжимаемой, прямолинейной и перпендикулярной к деформированной срединной поверхности.                    
В заполнителях не учитывается работа касательных напряжений.  

На контуре пластины предполагается наличие жесткой диафрагмы, препятствующей относи-
тельному сдвигу слоев (ψ = 0 при r = r0).  Рассматривается осесимметричная задача, поэтому тан-
генциальные перемещения в слоях отсутствуют, а искомые прогиб пластины w и относительный 

сдвиг в заполнителе  не зависит от координаты φ. 
Система уравнения движения получена при помощи вариационного принципа Лагранжа и 

принципа Даламбера: 
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,k kG K  – модули сдвига и объемного деформирования; L2, L3 – линейные дифференциальные опера-

торы  
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Начальные условия движения принимаются однородными, на контуре должны выполняться 

условия жесткой заделки 

u = ψ = w = w,r = 0, при r = r0. 
 

Трансцендентное уравнение для вычисления собственных чисел βn (n = 0, 1, 2, …) следует из 

граничных условий. При жесткой заделке контура пластины имеем 
 

1 0 0 0 0 0 1 0(β ) (β ) (β ) (β ) 0I r J r I r J r  . 
 

Частоты собственных колебаний ωn связаны с собственными числами следующими соотноше-

ниями: 
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Перемещения в рассматриваемой пластине предполагается определять методом разложения в 

ряд по системе собственных ортонормированных функций.  

Работа выполнена при финансовой поддержке ГПНИ «Конвергенция-25».  
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Распространенное использование тонкостенных элементов в сферах строительства и машино-

строения выдвинуло требование к разработке методов для анализа и расчета подобных структур [1–

3]. Исследование статического нагружения однослойных круглых пластин было предметом изуче-

ния как отечественных [4, 5], так и зарубежных исследователей [6]. В последнее время активно 

проводятся исследования, посвященные колебаниям пластин с переменной толщиной [7, 8]. Также 

внимание уделяется упругому изгибу ступенчатых пластин [9]. Здесь проводится постановка задачи 

осесимметричного поперечного изгиба круглой трехслойной пластины с переменной ступенчатой 

толщиной и нелинейным характером деформаций материала. 

Ступенчатая пластина разбивается на две области постоянной толщины. На внешнюю поверх-

ность каждой из областей действуют осесимметричные распределенные нагрузки q1(r), q2(r). За ис-
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