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йлитератур’в и удовлетворить ощущаемой (въ особенности теперь) потребно—
ітакомъ сборнике упражненій въ высшей математикъ, матеріалъ котораго

дней сторбны способствовалъ бы усвоенію основныхъ теоретическихъ поло—‚шнауки, & съ другой стороны давалъ случай къ ихъ непосредственному при—
"Ё'Ёедію т. е. къ практическому упроченію лріобрізтаемыхъ свіздізній. Мы вовсе

’Ёимъ сказать, что учебная литература наша біздна сборниками (и хорошими
ами) задачъ, какъ переводными, такъ и оригинальными. Правда, матеріалъ

_ній въ высшей математикъ разработанъ на столько, что врядъ ли теперь””
_жн Ё-ожидать, особенно по отношенію къ дифференціальному и интегральному

№ислешямъ много новаго и оригинальнаго. И дёйствительно, въ имізющихся въ

примізровъ, какой сложился въ пору самой разработки основъ высшей матема-
.;Сборники эти въ большей Мізрів лредлаГаютъ матеріалъ для самоусовершен-

$$$) ›нія, для изощренія математическаго остроумія и, даже, для пополненія тео—
ескихъ познаній разными частностями, ч’вмъ для усвоенія основныхъ поло—

Ёлредметаг—или же, хотя и предлагаютъ вопросы такого рода, но даютъ
"краткі'я на нихъ отвізты, а то и совсізмъ оставляютъ подобныя вопросы

:’ебности до тівхъ поръ, пока математику изучали только лица, чувствующія
Ёей призваніе, одаренные къ ней способностями, а главное избравшіе эту на-““

_ей спеціальностью. Въ настоящее же время математику начинаютъ изу—
{’въ' ббльшемъ, сравнительно съ прежнимъ, числіз не только лица, которыя„№43: отъ нея практическихъ приложеній и результатовъ но и ТБ,. кто

Йен?‚ сознаетъ ея значеніе во главіз наукъ, образующихъциклъ естественно—
ричіескаго міросозерцанія,_вообщелица, которыя желаютъ положить математику
аментомъ своего развитія, но далекіе отъ мысли въ _ней спеціализоваться. Для

"№5315;лицъ существующіе сборники и трудны, и обширны, ивъ то же время, мало\} “‘
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Въ настоящемъ сборникъ мы старались по м’връ нашихъ силъ и педагоги-
ческаго опыта восполнить этотъ пробвлъ. Въ виду этого сборникъ нашъ менізе
всего можетъ претендовать на оригинальность матеріала; наоборотъ, все отступаю-
щее отъ нормальныхъ типовъ для нашихъ ‚Ц'Ьлей несущественно, то же, что вы—

работано двухв’ьковымъ отборомъ, задачи, вошедшія во многіе сборники, наибо-
лЪе интересны для методической обработки; тізмъ не менізе не мало задачъ намъ
пришлось и еще прійдется составить именно къ данному случаю.

Изввстно, что большая доля задачъ по высшей математикіз наиболізе просто
р‘Ьшается т. Н. искусственными способами (правда, искусственность ихъ бываетъ болве
или менве относительна, но, все же, мы не можемъ согласиться съ афоризмомъ, что, „самый про-
стой способъ ртыенія, есть въ то же самое время и наибомъе естественный“)
Конечно, въ р’вдкихъ случаяхъ начинающему прійдетъ въ голову подобное
искусственное різшеніе вопроса, и дЪло пособія—натолкнуть и воспитать
учащагося въ этомъ направленіи. Но, въ то же время, едва ли педаго—
гично читателя, начинающаго только что усвоенныя теоріьи примізнять къ практикъ
и упражнять пріобр’втенные навыки‚———.такого читателя съ первыхъ сповъ обрывать
и подчеркивать, что весь его теоретическій багажъ рвдко пригоденъ къ практи-
ческому примвненію; наоборотъ, руководителю должно постараться подойти къ
пониманію учащагося, внушить ему довёріе къ правильнымъ попыткамъ его ин—

туиціи, дать ему ув’вренность, что теоріи, которыми онъ овладйзпъ, являются сред—
отвомъ достигать желаемаго, и только посп’в такой школы‚ овладЪвъ мыслью уча—
щагося, подвести его непрерывнымъ путемъ къ бол’ве простымъ способамъ різшенія
каждаго частнаго вопроса. Поэтому мы считали' себя обязанными, указывая то
или иное наибол’ве подходящее рЪшеніе, въ то же время давать и непосредственное,
хотя и мен’ве изящное р'Ьшеніе вопроса, такъ чтобы учащійся могъ или пров’врить
свое різшеніе или, по крайней мЪрЪ. сравнить съ_ близко къ нему подхоця-
щимъ, возможно подробно изложеннымъ. Мы прекрасно сознаемъ, что въ под-
робностяхъ можно идти только до изввстнаго пред’Ьла, что всего не объяснишь,
а все искусство—выбрать умвло то, что требуетъ объясненія‚——и что твмъ труд-
н’ве объяснять, чЪмъ элементарн’ве объясняемое. Насколько мы съум‘вли соблюсти
М'Ьру, судить не намъ.

НЪкоторые вопросы въ сборникіз, какъ увидятъ спеціалисты, являются про-
педевтикой дальн’вйшихъ боп'Ье трудныхъ вопросовъ анализа; насколько ум’впо
разчленены и подготовлены послвдніе,—другой вопросъ, но едва ли кто будетъ
оспаривать, что самая ихъ пропедевтика необходима; Всякія замёчанія, въ осо—
бенности детальныя, какими почтятъ насъ заинтересовавшіяся нашимъ трудомъ
лица, мы примемъ съ гпуббкою благодарностью.

Въ заключеніе считаемъ своимъ допгомъ выразить нашу признательность
преподавательниц’в `Кіево—Поцольской женской гимназіи Е. А. Вороновой за по—
мощь, оказанную намъ въ нелегкомъ дізл’в чтенія корректуръ.

_Ч`0\9@/°"г“_

""_-х:

_?

:\
'

„
‘
„__-<

„`“—‚

…„



    ‘_ Вм'Ьстф: ‚
.  

 
 

, _Сл'іздуетъ;   

 
функцій. 

- - ‘; "_“ *'_-__- аЁсЬЁ ' . "
‚, агсізф

. 1 5-5 '-‘ '- ‚- '— 3111311300153 у:тэ‚г‚ссоЬ3 .

_ _ _
.

_,
.

_ „"С—„!.

-

_ дай. 62$
?

…

‚" >>
ы";

‹

›.

ата?)
,?

дтду
'

‚- - - - - - -'; „5222$ ’ЁЁ?…

фе?“
'

дас2
'

‚. "»
_ _ _ _ _82—2 622.17' '

диаг? … ЭБ?
'

_ - - - - - - _ _ пред пред.х = 11 : 0

_ _ с- _ _ _ _ _ .. 1 ] `—
` ага $33 ага гр; 350

‹
`

шсіи+шіш шап—оди)""`_""`ш2_ $$?"…
— .,

— - - — — — — (2—562 (2—е)2
_ _ _ _ _ _ _ _ _ «.дш дт

сітдг дтдг
- - - - - - — - — (#00 62%

‚
_ Добавленін.

‘ №№…
'

+“ -‚ усл'овій:
›‚‚ ` ‚‚ " ‚

"

1. _ _ _ _ _ __ ?_„1
‘Ью „-Е(ш)=+1Т1шопреДЪЛитьЕ(1 _ ш)

`›2'
— "— — -’ — Опред'Ьлить [(ЁЗЁ‚+>? ›

‚

‚‘
у

_ ` '_ 2 2
.

_

` 33313344 Найтиёі. %?_ 264 ‚из — — — - - „д_ 6152 дб?'
,

,

‘

‚. _ _
; ‚5 "`" Ю+у (независимо отъ задачи № 263)

265
_

— `- - - - Найти №9, 426, ‹Рф?
'

_.
Ьъ'шедій:

`

„А
7

1 , _]…ш
д‘ '"5:

° ' ' ' Е<Щ>=Щ
‚21

,

‚(тт+1/ .у )=
2392 + Эту —+— 2у2 _

. , :

‘} _ _
‘ .’т+у у(т+у)

_

>_Ёбо'
^ _ ‚ - — --_‹Прилтчаніе:`иили непосредственно, или же за—

_
-

'

‚ мЪтивъ, что &- есть кореньнсЁкоего квад—. _ `
“

ратнаго уравненія, поступать по пра-
.

_

‘ виламъ дифференцированы неявныхъ



 

ПРИМ’БРЫ НА ДИФФЕРЕНЦИРПВАНЬЕ ФУННШЙ.

Отд'Блъ !. УСЛОБШН.
Функціи явныя. 1. Пас);Ё ОПРВД'ЁЛИТЬ [( 1

::>? ;” (55:5)?  1 + ]
::ЗЁЁ … ‚ ' у ‚%+у ?2. {(аг‚у)_

жу ОпреДЬлигь [(Я/‚+2 ‚
33—е ).

. ‚ 1 ‘
‚ , '

З. /(эс) Е “+
ОпредЪШ/тть / [Ли)]? / [ / [Дао)Р?70--—1

. \ 1

а: —1

\

4. (1— ЗГ} Найти предЪлы—юе значеніе этого выраженія ВЪ пред—
положеніи, что гс стремится къ предЪлу, равному О?

1 гт5' 92Ьоёгх’ ГДЁ ”_
213355 (1+ %>

Найти производную отъ у по измЪняемостп иса? (у’_„:‘.д) Найти диффе-ренціалъ оду?

6. 31:10т Найти у’?
1

5 __№
8. у=азб 14/5553 Найти у“? ау?

 7. у: Найти у"?

.
_ ‚ а9. Найти функшю у, производная которой у : 7—13

. с е ‚в 10. у:а+Ьт”—————Т_——}— —2 Найти у? ду?
, ‚704 1/50

а:

. `П. Найти функцію у, производная которой по измЪняемости ас рав-нялаоь бы №? (31132333)

. 12. Производная какой функціи у12ет21/Ё?



візи
13. Найти функцію, коей дифференціалъ дуги???

. ' 1 а
14. Найти функшю, коей производная у" : ———+ 3

. 3:2 1/ .’Б 1/ 3:2

15. РЪшая задачу №9 двумя способами, ПОЛУЧИЛИ ВЪ первомъ СЛУ-
_

ча'в у(1)—_—Ь08„ (7$, во второмъ у(2):а108'егс. Могутъ ли отличаться

 
? 

цругъ отъ друга подобные отв'Ьты? Отличаются ли въ Данномъ случаЪ? 16. у2—28’РЁ Найти у’?„2
$1 +сов\/З_

у
1 + 008 1/8

?
$$і112

. 18. Найти функцію, коей производная у` :
19. у=(1—}—2а:——4т2) (1—2т+4т2—4т3) Найти у’?

а: ‚_ "2 ?20. у_ 5+$3 Найти у . (найти ау.)

353
21° у: 5+ааз
 Найти оду? (найти у’?)

22. у =_е" (а: — 1)
‘

Найти у’?

23. у: ех (23:4 —— 8353 —|— 24%2 — 4833 + 48) Найти ду?
1

24. у: 7 _ 233 + 59:6 — $12 +?. Найти производную отъ у но

измЪняемости тз? (Считая тз какъ бы `независимымъ перемЪннымъ)

25. 31:10; 1/; Найти производную отъ у по измЪняемостп 1/57?

26. Найти производную отъ 0022$
 по измЪняемости 008 о:?

27. Найти производную отъ у=(7+тт)3 по .измдвняемостп дву-
члена (7 +тт)?

28. у=(7—}—тт)3 Найти у’?

29. 31:10?! 1/9;— Найти у"?
30. у=($іп аа)2 Найти у’?
31. у=агс $8108“ в:. Найти производную отъ этой дуги по пзмдЬ—

няемости соотвЪтствующаго ей тангенса?



__ 3 __

32. у: А (108 а:)і> Найти у’ ? '

33. у: в… *8103” Найти у’?
34. у=зіпт° (синуоъ угла въ эс градусовЪ)
Найти ух"? (производную отъ синуса по а:, т. е. производную по ИЗМ'Ё-

няемости числа градусовъ.)

35. Найти функцію, коей производная у' :еах?
36. Р'ЁШИТЬ задачу №20, не пользуясь формулой производной отъ

дроби.
37. 31:6“ (ш3+3302+6т—|—6) Найти у’ ?

38. у: (а—Нж" )т Найти у’х?

39. у2у6Д$+жг+жзу Найти у;?
40. у=$іп2т+2ш Найти у’х? ау?
41. у=$іп 200-— 23; Найти сіу?

42. у—_ а.атс ‘вз—?)
—Ь агс %% Найти у'х?

43—у
___%—?_?т—э

Найти у’х `.? аду.? 44_ у:” _а”; Найти у;?
индии

45. у:Ь08°[С ('я;“;;/УИ]. Найти уд.?

46. у =108 [(из — За?!) + 3626! —— 63) (щ/Ё —
яз)] Найти у'х “.?

47. у: 1408 <%— —'— сс + 1/61 + Ью +332 НдЙТИ фуд

48.31 —1081/1_ + % + 1/1 _ % Найти у'х?
1/1+ш—1/1—32

. 1 ‚49. у: $111 и: + ёіпых
Найти ух ?

 
50. у : $3;—

—
СМЗ“; Найти ау?

                Найти у’х ?

52. у :108' 01/ 1 + 302 …% агс $3 Найти у'х ?
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53. у: а2 атс зіп—Ё—+ щ/а2— 332 Найти у’ ‚‚ ?

54. у: 3:1/1 _ $3 _. ато віп а: + 255921113 зіп а: Найти у'‚„ ?

\
55. @; =108'[с(1—— @” )еіодт]

—— т сс Найти у'х ?

56. у: т атс 13%“ аа: Найти @?

57. у: $8 108 ас Найти ау?

58. у: агс 00Ъ8108 зее 9: Найти фу?

59. у=(ш—}—1)1/ас+1 —щ/.7 Найти @?

60— д=ё<1+0+с>—1/%(1+9+с)2—9 Найти а…}?
 

61. у: же сов (— т) найти 3/ (—х)? ‚4/3? (Предполашщ ЧТО !! №5-

няется въ предЪлахъ отъ О до т:.)
(То же, но при измЪненіи у въ предЪлахъ отъ 1: до 21: ?)

62. у=зіп 3: Найти производную по 00$ :::? (у’соэх?)

63. у: 00138” 3; Найти у’зіш? Найти- у’со”?

_ ` 1/1 — 3:2
64. у :: это ‚0% __“?— Найти ау?

Указаніе: непосредственно, или упростивъ выраженіе тангенса (представивъ вы-
ражеше тангенса въ видъ степени), или упростивъ выраженіе самаго у.

65. у : атс зіп (+1/1 —- $2) Найти %?&:

Указаніе: непосредственно, или упростийъ выраженіе у.

66. у=агсщ…і— Найтид—у?
1/1)? —— $2 від?

То же указаніе.

  $67. у=агссов… Най сі ?
М1+т2

ТИ “  68. у=агссоъ ——ш—_ 1_ 2 01?!

81/1__$2
1/

`

% Найти №?
2

69. у: 3110811141—
< 1/Ь2_]_$2 ) Найти а’у?

. 170. у=агоз1п———_ ?
#14402

Найти оду.

71. у : (9а2— бадш + 56%?) \з/(а—|— бас)? Найти сіу?

72. у: _ (50 _“ 2)9
'

(а: — 1)2 (а; _ 3)5“№ Найти ау?
*.
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. .73. у=щ/а: * Найти у’х въ функцш у?

(или непосредственно, или на основаніи теоремы 0 производныхъ обратныхъфункцій.)

74. то же для у: атс вес вх

875. Найти функцію, коей производная у’:_№%__с_@„8;
76 Найти функцію, коей дифференціалъ сіу:е“°°5х зіп жи—

77. Производная отъ у по 3: 3/2 :созт
Найти производную отъ а: по у? (аг’у : ?)(узнавъ предварительно самую функцію у отъ аз, или пользуясь теоремой опроизводныхъ обратныхъ функцій.)

›

. сі ,78. Найти функшю у, производная которой 33—-
=—— (308231?

(сдЪлать повЪрку найденнаго рЪшенія)

. (131 сто ' Ь. Найти нк 1 п % : 41—74279 фу Д Ю, роизводная коей
03$ “002+ 2дх+ @

. 03 380. Найти функшю, производная коей—т '— у—}— ?
@ “№67

3 Ж
З _

[81. Найти функцію, коей Дифференціалъ ду: 1/у % Зісу 1
одягт???“

82. : @@ Найти у”‚‚ ?

83. у: 81°“ Найти у"_„ ?

84. у :(.:1: + 1) же ‚0890 + (и + 1) агс со’взаэ. Показать, что №3;: О ?
непосредственно (И вывести отсюда заключеніе о форМЪ у'); или упростивъ вы—раженіе у.

Ъ Ы
_ №85. у=Ь08(—2—+эс+1/а—}—Ьгс—}—ш2 ) НаИТИ ЁЁ???

86. у: А (108%)? Найти (Ру и еду?(указать въ отвтзтъ отдЪльныя элементы формулы дифференціала функціи отъфункціи.)

87. у: эсзіпзэс—Ное;(созда) Найти сізу?

_- 2 2 Н Й ($431?88. 31—30 +005 30 & ти да?}.

_ 092!89. $ -—
ЁЁ!!—

сіт .'” ‚ №3:
_Найти 12 :

22?
въ функцш отъ в:? Найти р: ЁЁ?_ ВЪ функцш отъ ги?



О

‚… „Т…? ь…тгт—“ч
Найти %? Выразить ИОКОМЬТЮ производную въ функціи отъ ‚9?

1 Ь' Ы НИ №]:091. з=№108(совуісі+с 81119 ) & “[[аі—‚г

92. 32%[аЬЁ—(а—Ьс) (1 —е—ді)]

. . 01$ 0193Найти 01:0, О_о… 39:0 И р…оо, значешя функшй 122—
01—75

И
102—6172

прИ 75: О И 15:00? Доказать, что Ъш=о+рт=о=а?
1 __2сі93. у=—-2Р<1—-е ;)

Найти 12 = %? Найти значенія @ ДЛЯ 15:0, 1, 2.......... Ю?

6123/
‘

.Найти р :(“??? Выразить 1) И 19 въ функцш у? Найти СООТ-

ношеніе между 1; И 39?

.
01413194. у:)“ (811133) Найти—Га; :?

95. у: зіпф (эс) Найти а4у?
.\

апу_
:, т ___ и ?96 у сс Найти №” И ‹1 у.

‘

197. у:}; Найти ану?

     __
аи?!98 3: 1/70 %“
 

99- У=(а-—Ь%)Р
*

НайтиЁу?
100. у : е: ; ‚г = 6—1; и: ад“ Найти ст]? 01%? 01%?

         1019210801! №
“‘”-"

„12

102221408 (650) Найти №2?

103. Найти 014108“ (1 +39]?
, 1 и

104.у + %
Найти Ш?_1 — а: 0150”

_ Щ »105. у __ сови Найти ‚__ ? \
&

да:”



 __7___

 106. у=$іпх Найти №9?

@ __ 2107. (;;—Щас Найти у.

01?! віу . . 6111. ——= ›_ ?108
01$

со‘оза: Выразить
а!;с

въ функцш 511150 И
сізіпа:

ду__ 1 фу‚109.
(3902516893 Найти

3110873)?

110. и:а:"ут Найти частную производную отъ и по пзмЪняемо—"
д

стиу? (%>
111. и=тугі Найти

3—м?

112. и: Ё—Ьу— Найти 93?су—аг дг

пз. и: 95:59 Найти _дъіігсу —-аг ду
114. а::(ЬгУд’ Найти

%);? 2%? Найти полный фас?
`

ди: 3” __?115. и у Найти
да;.

не. ищу“ Найти д`“? 8“? ЁЁ?да: ду? де

1 17. ф = аг. у. 2 Найти полный дифференціалъ 61 ф?
1 18. и : т3+у3+23 Найти от.?
119. и : ас” ут Найти сіи?

120. у: ‚сс “'”-* Найти аду?

121. 31:90" Найти сіу?
122. и: агс ЁЁ ту? Найти аи?

НВ. При рЪшеніИ нЪкоторыхъ изъ послЪдующихъ задачъ важно ИМ’ЁТЬ въвидупримЪчаніе къ предыдущей задачъ (сч. рЪшенія).
ди ди_ : . _— ‚___? `? ?

123 % 108і3ту Найти да;. ду' И полный оди.

124. и: 27:53_ 54.1023;+ Збту ? — 8уЗ Найти аи?
. а

125. и:— 3;
Найти ди— и Зи—Ё?„%…/2 да: ду

126. и: 357—59» Найти вии?
су —аг
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127. и = ——?1‘——— Найти ди?
1/т‘*’+у2

128. и : дух. Найти він?

 
129. и:;ух Найти сш? Найти вс'Ь частныя производныя?
(Два способа: непосредственный, или дважды логариемировать заданное соотно—

шеніе.)
/

01.27     `_ 11 __ шзх'пх 3349 ?130. у_э: ‚2—я: Найти
№:

. № .

__ 2
131. и_а1с $111 МГ_у_ Найти аи?

1/002 +312
"21 2

132. „:108 ЩЁ Найти от?
а: ——

1/50?
—- у2

15

;
133. ‚г: ( г+ аг агс щ…) ”_! Найти 032?

у
2 2 4 6

134. и :т”утгі’ Найти д "
?

д и? д и
? ' д “

‘.? 01%? №№8332 дудг дэс4 дэсдуздг2

135. г: 811120: + 2у) — у103у +19а1'сй8 %
(ім

? сш
? сіги

'?
42%    

Най -—. —-——. ———. ——?ТИ
аи сіу сіжіу диау

8% 82%
. : 2х .

' ___? _А,‚136 и у Найти
829

.
дгду'

а: 8%и агс 8
3;

Найти
дуз'

138. %: {!$—3% Найти 33?%*“? дудг

1 1139. %: —7—`—`__`__ __ _Ит—а)2+‹у—Ь›2+‹г—с›2 _
‚_

_
ди 2 ди ? ди?

Вычислить‘/ (393) + (%> + (д?) :?
82% 82% _1_д2и ‘ 8% 69% 82:? ___ __ и _дт2 Ъду2' да? дэсду

+
дудг деда:

“?

140. и=ух3ег ЦГ _ +;__ Найти 32315121/у2+2 дтдг
(По какому изъ переМ'Ьнныхъ лучше взять первую производную?)

пммо‹………_

_

.

_:



_9__  ,

‚ 141. и — він. [1/72;& _ 1/52?…] 00$
[ у.;‘ёгщъ + игр…]

„
дгы

?
ЁЁ,- _

Показать, ЧТО @@“:0 — (Непосредственно можно, но проще восполь— зоваться нЪкоторЫМЪ тригонометрическимъ соотношеніемъ.)
-_ 1

-

ЗЫ- :… ,; 2 _ ' ——?142. г 4{_(2% |
у) 108(27+у)

базу] НаИТИ
дтду

143. и:108° @ ;: Найти 612%?

144. и:агс гдтуз Найти №?
145. и : 8111633: —— у2+2г) Найти 01%?

146. и :108‘(т3 + ед’) Найти (Ри?

 ‚ т .147. г:.т із“? Считая у функцюй одного перемЪнпаго т, найти
_

.?
(‚$2

'_ сРг .полную производную отъ г по ‚ат ‚› (2%) Найти від? Наптп
№2 110322?

у . _ двд от .?148. г: --—10 г. чит _ ‚‚ [ '
- ?—#0052 8 С ая 7 функшеп ?“ 1 у, найти
дшз №№]

3 .149.
Ы=у28іПЁ—ЪЕЪГС

сощшг). Считая ‚г функцюй а: п ‚% найти
ВС’Ё ЧЗСТНЫЯ ПРОИЗВОДНЫЯ ВТОРОГО ПОРЯДКЕЪ ОТЪ и ПО 33 И у?

150. и = 008 (ж
—5— 239) + 23392

}) и‹1 суть функціи независимыхъ переМ'Бнныхъ эс‚у‚г и 15.

Найти ат И ВСЕ вторыя производныя отъ и?

151. %: туз Найти ти?
152. и::лспут Найти візи?

153. и:Щ Найти №71?
1/№№?

2
1

1 ‹) .154. и: аГС
169—71——

—Г— 108.221}? + у“ НЗЙТИ Сіг и.?

155. и: гут Найти (Ри?

____ д…: ‹ 2 033 °? — —— ?156. % 1/2 псу +у Найти и
даг2ду2

‚ос 5 8% ‘157. и 210%“ Ёуі $)):;
Найти№ .?

(По какому переМ'Бнному проще будетъ брать сперва производную?!)
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158. и: 1/(3: _ а)? + (у ‘— В)? Найти візи?  . 012% візи159.16: [(КБ, 5111 50) найти “№“? 61/23

?

_ 2
160. и : ті“ Найти 6“: ? 61%?

№3-

! _ 2 у №312 ›
.

161, *ух—ёй Найти „$3 .

СдЪлать заключеніе о томъ, какого характера функціейтт является 31?

162 у' _ Зу Какаяпзъ пропзводныхъ отъ у первой обратится тож—. х _
э: жественно въ нуль?

163 у" _ ту При какомъ т вс'Ь производныя отъ у, начиная' .Г—
9: со второй, обратятся тожжественно ВЪ нуль? 

Функціи неявныя одного независимаго перемъннаго.
\

164. у3 + 503 — Эту: 0 Найти &? (іх

“32 ‚_7і2__ ау?165.
@? + №

_1 Найти 017.

_ ___ __?166 “2 132
1 Найти

сіу

167. 8 $3— 2710312: О Доказать? что отношеніе перемдвнныхъ отли—:ается отъ отношенія ихъ Дифференціаловъ на числовой множитель?

168. авг + Ьу + ту:„тгу? Найти %?
169. ‚933— у2 зіп % + (305 2у: 0 Найти сіу?

170. 9: + 92108” (‚1:2 + у?) —— агс
00138;

: О

Считая у независимымъ, найти 61$?

171 . 56 00833]: 585+}, НдЙТИ ау? %?я:

172. ету + 1/зес ту :: 0. Найти
Зу?я:

итп

«.

`-



__11_
„3_ № :№ Найти %

3510811 у108°х №3

174. ах —— вх —у : 0. Найти аду? %%?
1

‚ ‚- у3+т3—3т2у ”3—д _ Ж :
$559

агс
созеск у3+т3—8ту2 ) и

01.21 &?Доказать наиболЪе просто, что %: „.
2ху 61176. агс 5% (1 + 2.7су+ 3.75%?):Щ Найти 733?9031

177. у” :;ёё Найти @? 3%?
178. $3 + у2 005 ту —— у108°у: 0 Найти @ ?

179. ух — 9:3: 108“ (1 + Зу) Найти сдав?

З
3 2

180. а: —'г—у 03—11
66.702

= 1 Найти

181. т:1+уех Найти 03%?

___` ‘ (12,
182. 1/35?+ у? : т 3113138Р % Найти №51)?

2 2
183.

!32-—— %:1. Найти @Ёу?

184. у3 + тз — Защ: 0 Найти 611%?

012.23 ‹ №3;2 __ 2 __ 5 _ _ __‘2 __ ___…‘г185. (у 33) 1 _0 Найти
61192

. Найти
№52

.

186. ‚х : ух + а Найти 012.93? (у ——независимое переМЪнное)
Найти (Ру? (‚73 —— независимое)

‹,
_ сіЁу187. $4 —

3/4 + 4а х—у: 0 Найти
ЫЕЁ?

@@
01.702

188. 23/2 —— (эс2 +43: + 8) у — 1 : 0 Найти

. , .
_ (Ру

?189. т:у+$шу НаИТИ
№5…

190. г—тсозг:0 Найти г”?
1.91. 4 : 4.7: сову — 3:2 005%; Найти у”?
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192. 92: $і11(а2 —— $2) Найти сру?
Выразить алгебраически Дифференціальный Коэффиціентъ отвЪта?

‹ » _— агу ?193. аэс + Ьу + с: 1/37? + у2 Найти
71502

194. ‚1:2 2: (! + у)2 (7%2 —— у?) Найти &Ёу?
(Ноэффиціентъ отвЪта проще всего выражается въ функціи у.)

195. 108” 2: СОЁЗ‘ ‚?: Найти 01%? (при аг независимомъпереМЪнномъ)

Найти №35? (при независимомъ перемЪнномъ 2)

2
196. эс 3108“ @@;(у + т) Найти 3%.
Показать, что найденное выраженіе ДЛЯ всякаго опредЪленнаго значенія .гимЪетъ опредЪленное значеніе, независимое отъ т?  2,197. 1086752 + у9)——та1*0138;/—іь. Найти сізу? Найти ;; ?

&

ЮЗЁ
(Ё); (%>3= 1 Найтисізу?

199: (261 — „т)у2 — 3:3 = 0 Найти №33?

200. ($2 —— 495 + 8)у — 1 : 0 Найти №“?!?сітз 4
‚

03 у ? №31?
201.

з::щ—і— Найти
№34

_ 01231202. т—Пу) Найти @.
203. 5111 ($9 + уг): сов (яз2_ 312) Найти 01%? 204. ;“

< т 39 >
: 0 Найти 31”? Найти 31”? 205.1+(у+1)з=1‘<;—11> Найти №.???

"ЕіТ'Ш-._д_ъ_

„___…

__

_

  т+1
2 4 4 №206. ‚72 ' :„2 ` ', __?‚і '.;

[( Тату) Т +
92.79% у НдЙГИ

№62
?

Ё

Е;207. ;” (‚93,008 у):0 Найти_.і‘д Ё&733 '

г)…

23.2 ЗЕТ 1208. у : агс 133%: 9323113 00158”Уй Найти у'х ?

209. Для 3; И я: преДЫдущей задачи найти у”х‚х?

 



__13_
25 1—15 `

' :Ъ. :`— '? ”хх?210, а:
1—1—12’

;; 1+Ё2. Найти у„ у,
Считая # независимымъ перемЪннымъ.
Или считая эс независимымъ перемЪннымъ, 31 его неявной функціей.

:? д2211. у: агс 00$ ————;- —- т : агс зіп —»— 1— Найти — _ 3]?
1/ +7“ уп? ]

(МВ формулы тригонометріи!)

 
Функціи неявныя многихъ независимыхъ перемізнныхъ.

"
'

да да

22—1—0123

%
__ + (22 — а2)и: псу?

` Найти 3013 частныя производныя перваго порядка, отъ и?

213. агс 0013 
214'9112“?<%’Ё> Найти %? 2%

215- % : ?” 008 @. оказать, что 026: “;;;Д
71/72 ___ $2

0_ 2_‚_ ‚_ ' 4_ д“216. (весу); (3: ‚2313.11 Юзша: . ‚7100831321 Найти
62%?

Найти від?

8% 217. 2 ту: агс 00$ (22 — 1) Найти $23?

218 2 — + в: Найти двд ? Н‘шпсчп (Р". _ т у
дтду-

( (. ) л… .

_ .. дЗг . .. `, .219. ‚,и/324: у Наптп
д??? Наптп 61-е ?

220. 105: т : 3/102'2 Найти №3 ?

2 2 2т у ‚г
221. ———+ - „4—21“2 62 и 02

Найти 5013 частныя производныя второго порядка отъ у?-

д?222. %
—_— у 005 ‚т + 5111 у : 0 Найти

`{;;—?

2__у—— — Найти д- 2?223' 3:2 008 г _ 10% 2
д.хду



`
‚

`

__14___
9_!

224 ' '. —1/ ? 2 2% Найти ЁЁ?. уд—гж'т—т— ш +у + №
225. 00$ г = 00523; _— зіпЙт Найти 01% ?

(Симметрично ли 2 относительно а: и у ?)

. . . дзе _) ?226. 5111 ‚г: эш у 5111 эс Найти %?? Найти фе :

9_! _ д г
227. у: а: ЁЁ 2"

Найти
даа??

228. у 00138 ‚г: аз Найти №2?
(Исключивъ изъ отвЪта тригонометрическія величины!)

; 822229. т3+уе +24: 0 Найти Гау Найти 012?

Найти ВО'Ё частныя производныя отъ г второго порядка”?
»

230. у 8111 г: ‚аг Найти 01%?        
84.2231. _ с — …?х— (у? +29) ‘ъгсщё Найти
дуг.

232. ху=агозіпі Найти №2?
0031

233. же $111#: … Найти Ё?
1/92—22 дтду'

234. агс зі т+у_
‹

дій ?11 22890441 Найти
дуг.

Найти 01%.

235 $111
““ 10(—}—) 1 1 НЙ 23?. = .’1: — О 33— `

%+?! 8 у 8‘ Ода & ти
дхду'

236. Какъ измЪнится предыдущая задача, и ея рёшеніе, если въ Дан-
номъ уравненіп перемЪстпть ‚сс съ г?

237. СОЁЗ—
108(2+1) _—'/Ш Найти &?—— тг

10%;Р (2—1— 1) дт2

2 2 2 .‚ .

238. 59; —
%? + ;? : 1 Найти ЁЁ? 8—2? Чанг? &‘?- ЁЁ“?а- - с 8.75 ду? дтду 833283;

°
дтз

239. (1+т)и=ш2уггг Найти % 3232/3? -
. 9

да дудг дхдудг.
Найти візи;  г 822240. :’(}Ё __; На, "?8$? .

ЙТИ
дшдуде;

'

241. у :ас агс сов
% __ Я — 1/93? —— 22 Найти дзе

?
% дтду2°
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Функціи неявныя, опредізляемыя совокупными
уравненіями.

242. (Б? 13 23—8371520 (11 612+ “, + ",
Найти 4? —

‚95 + у + а: а ст: ст
Найти @, считая у незаВИСИМЫМЪ ПВРЗМ’ЁННЫМЪ?

7
в

243. $3 ——
3/2 + а: (3082: () Представить зависимость между диф—д _

2? + №2 ›——1 : О ференціалами переМ'Ьнныхъ въ формъ от—
ношеній и найти производную отъ ::: по у?

‚992 у2 22
№1 612244. + +++ :1 Н і'тт ' ? —.

‚ :

а? Ь“) ' 02 &11013" 61,9:

Аа: +Ву+Сг+В=0 Найти 0131 при аг независимомъ пере—`

М'Бнномъ?
3:2 у2 ‚32

. у ‚93 \245. 10 ( ——т _ + Ах + В >+$іп <4—
: 0‚ За? 193 02‘ у, А+В)

Ат+Ву+12 т;? 13 22____________1"__ .' '___‚ ‹ __“… ,
_

агс $8 3:13? 3/2 32 10—51“ („2 1,2 09> Найти №:? п 42?№_т*ё+°
!2_ › __!_ _246. в 108 у }

636—
Найтпаэу? ага?еи+ю8%:о ат' '

О

247. $2— 2:2 г Считая кх незавршшымъ пе емЪннымъ,, у ]?
т? у .) .) «2.71215+ 62 +2“ : 1 найти 01—е? Найт

№2?

248. зіпж+00$г—зіпу:т Найти отъ @; И отъ е вторыя производ—
созда —-$іпг+созу:Ь ныя по аг?

249. @ д: 5% тЁЁЦ/ 1/2 8 Найти вторую производную ОТЪ в ПО ‚70?`
„

із 21/6: 1/3 ЧЗ”?!

250. % МГД???)2 + 311/315}?: 1 Найти второйдпфференціалъотъ @

21/ 1 +213 + щ/7111$: 1 считаяа:независимымъ ПВРСМ'ЁННЫМЪ?То же, считая 3/ независимымъ?
(сопоставить результаты И найти ихъ взаимное соотношеніе.)

251. ешН/Ч'гз: 00$ („%;/це)
Н щ?3+ 2%2 “. &ЙТИ ($732.

вас у : $111 (90+у2+23) "
_ 2— 2 _ 2___ 2 `За252. зш (%+ у 9” )— 005 (З'Н/ % )

Найти 61%]?
С!

7]?$у221 . (}./1.“
Представить результатъ въ формъ отношеній‘.2

253 ж+у..+_д_+_и+і:а Найти первыя частныя производныятудиі:1) отъ всЪхъ перемЪнныхъ, прпнятыхъ за_
висимыми, по какому либо независимому?
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254. Найти полные дифференціалы завлеимыхъ перемЪнныхъ‚ опредъ-

ляемыхъ уравненіями “предыдущей задачи?

255. Какъ поступать, если въ задать №253 будетъ необходимо найти
частныя производныя, всё или въ большомъ числ'Ь?

ПРПМ'ЁНИТЬ наипростёйшій способъ къ нахождение частныхъ прошу
водныхъ отъ у и и по изм'Ьняемости гс, ‚г и $?

256.

257.

258.

259.

зп 3 _з! 3__ ‘ да:% Ту +2 Ти _ 27 Найти ди,т7+у7+г7+и7=128
? ?

`)

симымъ перемЪннымъ. (27:3; 128:2:)
 СЧИТЭЯЗ’ ДРУГИМЪ НЁЗЪЪВН-

а:? -1 + г? + и? + 1)? + #2 = @ Найти ВС’Ё первыя пропавш-
ж4+ 314+ 24 + № + 04 + 754: 4 ныя отъ ?), считая :! другпмъ :ш—

' ‚

висимымъ перемЪннымъ?

2
@

Ш+у+г+и+г2а Найти 92—м?
тугиг=Ъ дас2

Сохраняя въ предыдущей задать тЪже перемЪнныя независи-
8225мыми, ОПРБД’ЁЛИТЬ_?

260.

261.

262.

263.

264.

265.

 

дшду
д2ъ‘ .,

ОпреД'Ьлить 55383)"
если другимъ зависимымъ переМ'Ьннымъ взять .г.

3: + 9 + г + и = @ Найти вторые полные Дифференціалы
‚97

%
г и :: Ь функцій, опред'Ьляемыхъ данными урав-

неніями?

жи: ?) Найти ВОЪ вторыя частныя производныя
у? +22 + и9 : ?) отъ г И и и ихъ полные дифференціалы вто-

‘

раго порядка?

эс — › г и 15: 1 _33}? :Г 3—17 3 Найти сто и ($215?
“‘

\ ?! +9 +““Н 23
ту : .г ——г‚‘ Найти ВС'Ё частныя Производныя вторшю 1…—

ед: ас + у рядка, считая эс И у зависимыми перемЪннымп‘?
‚т : г 45 _, 82! ?А", % Наитп ——— И ()+—‚.?ті: ‚%+ у д.гсду ду“

х:т$іпбсоэф
;( = а— зіп @ зіпф Найти №, ае, аф?
@ : 7' 008 @

`

266. ! г: __6 2 2

{+ _р+ф Найти (із? {Э—г? Ц?— +г—р—-ф+0 др2 дфде

332 92 22

_ё_+Ё+-ЕЗ_= 1 Найти дэу? 



ПРИМ’БРЫ НА ДИФФЕРЕНЦИРПВАНЬЕ ФУННШЙ.
' "

дотдыъ и. Р ’Ё Ш Е н 1 Н.

    

     

    

Функціи явныя.

‚_ 1. Функція отъ аргумента 95, обозначенная въ данной задачЪ черезъ Г,
“случится, если выполнить ОЛ’ЁДУЮЩіЯ Два дЪйствія: 1) вычесть аргументъ

азизъ единицы; 2) раздЪлить единицу на полученную разность.
…

‹
_ 1Въ выражеши { (ТТЗ?> подразумёвается функція та. же ;“, но отъ дру—

гого аргумента (1—1—>.+ш Чтобы получить ее, необходимо выполнить тЪ же два
'."—

_ 1Ъйствія, но не надъ аз, & надъ (ГП)? т. е. 1) вычесть аргументъ изъ еди—

  
  
 

ИЦЫ (1—й); 2) раздёлить единицу на полученную разность. ——1—Т——'
' 1 (—->1 +33

‚

__11
1Иначе говоря--——подставить въ выраженіе {(т):_—швмёсто а: аргументъ—1 +00‘

1 $1 + ад _1 + а:г ет 5То да окаік
СЯ/<Г+т>_:`1 (1+$)_1_1 _

1 '
. . .Чтобы получить ]” (—ТЁ>, вставляемъ въ выражеше {(т)-_;

1 № ВМ'ЁОТО

«аргументат аргументъ <_Ё_>' Тогда
‘

Г (1
+ т) _ ______1______= ___-33;—=_ Т

“1; за —1__1+т—а:—(1+ос)—
'

%

2. ]" — фУНКЦіЖ Двухъ аргументовъ.
Чтобы получить / (1%, "`—Ё“), надо въ выраженіи [ (170,31) замт‘енить

‚, ВТОРОМ аргументъу черезъ—“{“-ЁЁ]. ТОГДЗ.
@

у) (Мгу) '——т2— у2- №№…   Ъ…__у‚„+
2 /

Г/щг/ ж+ж) ‚з…? К"+у’ гс

(50+ у><т+у>
: у(т+й) №“…?/(‚03+і3'і751‘5А

+ _

""*"Ч’**’4’ого
›

_., „„„„, :ченорэп
і

3:19“,Н_Г п'-'.`(іР)ОЖ№9ГО
‹ и а.мпьгттп



… 18 _.
З. Въ выраженіи {(т) аргументъ а; заМЬняемъ черезъ аргументъ Дт)

%+1или ‘

черезъ %
.'Гогда 
_/(а:)—‚1—1_дс":—1+1_(т 1) (т—__1)__2т

/[/<т>]=№_—1=Ш_Е(ДЦЁ ‹т—ю 2
1

|}”  3‘7

!

;”{г №1} г;” {т}
а

:”
“*“—1 

4. Предсташтвъ
м|›—1—

\

‚:
2

577 . _ ‚_
` …;

<1__Ё> _ И 2

2И зачвчая, что пред. <— —>_
— + 00, & преДЪлъ постоянной степениравенътоп

1 __—0 $
же СТВПЗНИ ПРЭД'ЁЛЁЪ ОСНОВЕЪН1Я, ЗЁЪКЛЮЧаВМЪ, ЧТО

1
1 _

1 ____ 7
{13 х ___ : „ 1 — х —

111355 (1 Ю 11155 +…;
\

217

_1

1\__і _? __і
1: Пред. 1 +

'—2—)

х : е
2 : __:

(——?-„->=оо\ —— Ме

5. По формулъ у': _;— Ьоде
"

‚
.] Р

2
и 73—

1’Г—ОЭ ;и—__ 37”
1 \ 2…

1
37

но г—
Н_р_ец< +д— =Пред

<1—4Г“*>
Такъ какъ прзд’ізлъ отъ постоянной степени равенъ той же степени пре—

Д’ЁЛЕЪ основанія, то ’

2
Зт '.— _2_ 3Г:

[111361
(“{“ 3%) ]

3 : в 3
ОТКУда е : РТ;Зт : ОО \

'.

№0 З : 8 '—— ___- ‹ _ '
- [_ .Ь03‚е_ 2 Ьодгг_ ‘ ‚ итакъ @;

__ 27,61312273

6. у! : 10'103`е10

1 1ИЗВ’ЁСТНО, что 10 ' 10 .: ——»—Ьо 10 : „___…—: 2ёе
1108108

810 0,4342... ’3028'"

1 …?; ‘

7. у ::
15/5)

:: ‚тс 5 . Производнуюнадо брать, какъ отъ степени: поНижаемъ
) 2 . 2 7 - “7—

2‹‚тепень __5_ на 1 . —
5…— 1) : — Ё' Выражеше :};

5 умножаемъ на ___
5

.

 

 

 

‚‘.
"г‘Ё

'!
;&

1, .

‚Ё.
?
›" ‹

,



ИТ.“:ЪКЪ у;: -—
Ё—т

"5: ___ ___%…: __ 2—

   

   

   

 

8. Беремъ производную, какъ отъ степени, такъ какъ у можетъ быть"
представлено дробной степенью :с‘“. Постоянный множительбудетъ ((И—%>.
Чтобы уменЪШИть эту сумму на, Р‘“), уменьшаемъ на 1 ея цЪлое слагаемое.

Итакъ у’: 6% №1753“ 2247 03514/Ё5; вгу: 62 95517973 6150

9. ИзвЪстна формула (1403 аг)’ :і—Ьозе
Очевидно, чтоёесть производная отъ Ьодкщ взятаго при такомъ

Овнованіи 19, ДЛЯ котораго Ь08“‚се=а. Откуда 8:15” по опред'Ьленію лога-._ „ _ а ,
’ризма. СЛ’ЁД. іс: 1/е. Итакъ Ё 2<Ь08і7_ 50)

= 31 Откуда у:
[40817

С

Другой способъ. Производная отъ произведенія функціи на постоян—ный множитель, равняется произведенію постояннаго множителя на, произ-

_.Т
е

. 1 ., 1 ''водную отъфункцш. ЗД’ЁСЬ у:“.д, ГД’Ё @ постоянным множитель;
73} про—

изводная отъ функціп 108395. СЛ’ЁД. у' :а-%: ‹: (103.10'.
Откуда у : а 10821”: 108; а:“.

10. Производная отъ многочлена составляется изъ пропзводныхъ от—
д'Ьльныхъ одночленовъ.

Первый одночленъ постоянный. Производная его:0.
Второй Одночленъ ИМЪетъ постояннаго множителя, на который прій—дется умножить И производную отъ остальной части одночлена т. е. на?“ “1 .Ь

Подобнымъ образомъ п въ остальныхъ одночленахъ.
\ , 1 ,ВЪ третьемъ одночленъ степень хб“ оудетъ (41—33. В меньшая на 1

 получимъ (_ 5
——Ё—>.\‘-

.

‚ с а 180 28Итакъ ;; : 0 + 916.70” 1 ——

<— Ё) ——— + (— 2);З: ЛЬ яг"“'1 —]—
——

3 3 _ 3 24 “ 3
_

2351/56 Зш51/‚а:
.’17

13
„ _ 5 -—2(Написавъ безъ радикаловъ И знаменателен: у:а + Ьэсп _ сас + еа:

16__ _ _ 28 (И
у' : „„„—1 +

—3-—
ж з _2833 ; ау: 7113,15"…1(И: _п ___ _ __

3.175 1/51;
хз

 
Ё ”послгвднее выраженіе у’ приводится легко къ предыдущему.)

11. Степеныо независимойперемЪнной, за псключеніемъ (— 1)—Ой степени
' выражается производная отъ степениже, на единицу высшеИ;—— въ нашемъ'

примгЬрЪ отъ ‚1:4. Для полученія производной отъ $4, степень, на 1 низшая,
"ушножалась на первоначальнаго показателя 4. Его ВЪ заданной производ— 

*) Уменьшить степень аст на. единицущвсе равно, что раздЪлить на т.



_ 20 __
ной нЪтъ; очевидно онъ сократился съ такимъ же д'Ьлителемъ первона—

4. 374 = _& _|_ _чальной функши. Итакъ у: Ё; полное р*Ьшеше будетъ у._ 4 ' посто

янное,‚ибо производная постояннаго' равна нулю.

12. Заданная производная—произведеніе в на степень и, постоянный
множитель производной в былъ И въ первоначальной функціи. Для полу-
ченія производной, во первыхъ, степень тт пошЁкалась на 1, при обратномъ
переходъ повысимъ на единицу; будетъ тЗ1/ас;——В0 вторыхъ‚ дляіполу-ченія производной МЫ умножали на показателя первоначальной степени,

\т. е. на (3%), здЪсь на него надо раздЪлить.
8х3 т 2 _

_ 2 _
‘Итакъ, ;;:ТЕ : 7 ешз 1/а:

- Полное рЪшеше у :? вт31/сс —]— Сопь‘с.
2

№ 113. РаздЪливъ 013;
на, 0195, получимъ производную у’ 201—210

:
{5

_ 1 ‚Повышаемъ степень производной на единицу, будетъ а: 5+1=Ё‚ИД1ЪЛПМЪ
\

_ 1на показателя первоначальной функцш (-—4). СЛ’ЁД.‚ у:—
@? + Сопзъ

14. Слагаемыя производной суть производныя слагаемыхъ первона-чальной функціп. Поэтому находимъ отд'Ьльно первоначальную функцію
1

ДЛЯ слагаемаго ?, ДЛЯ ЧЗГО ПОВЫШЭВМЪ ВЪ ЙВМЪ СТВПЭНЬ .’Хіт Нд 8ДИНПЦУ,% .’13

1
1 2 .д —— ‚

' И; 6 я _ _ чт аетъ ———: ля слагае-бутетъжух ИДЁЛ МЪ на показат л ( 1 2 ), 0 Д шут д
а 3 _М&ГО 1:37; ПОВЫШЁЪЗМЪ ВЪ Н@МЪ СТВПВНЬ ‚’В… на ЭДИНИЦУЧ/КБ ‚ ДЪЛИМЪ Нд пока…-2эс

3 __
1 щ/ агзателя + "3

И умножаемъ на постоянный множитель @; ИМ’ЁеМ'Ь
“"—1

3
\

3 _
Слёдовательно у: — —

ё…ё— + За 1/3: + Сопз‘е
% Ю

15. Такъ какъ производная отъ суммы равна ‘суммЪ производныхъ, &
производная отъ постоянной величины равна нулю, то прибавивъ къ пер—воначальной функціи любое “постоянное, не ИЗМ’ЁНИМЪ ея производной. Об—
ратно: одна и та же функція можетъ служить производной не для ОДНОЙпервоначальной, & ДЛЯ многихъ, отличающихся Другъ отъ друга на любуюпостоянную величину; итакъ наши отвЪты могутъ отличаться Другъ отъ
Друга на постоянную величину. Такъ какъ отвЪты выражены логариемамираз-личныхъ системъ, то для сравненія необходимо одинъ изъ логариемовъзаМЪНИТЬ логариемомъ Другой системы. Напр. 1408 „ …% :108ет. 1,08“ _в.

.
- е 8Но модуль преобразованы

Ь08°і‚/_е=а.
СлЪдовательно оба ОТВ'ЁТЕЪ совпа—е

90) ' @даютъ. Или потенцируемъ оба ОТВЪта: (‘“/';) : „ И в“ _
дд

откуда очевидно тожжество въ Данномъ случаЪ у… и уд).

 

 

 



  :,
. . ' ' 37" '—` ‘›
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Р.Ш 1.55 '

\
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_\_ „ ‘} ‚:.… "

. "
.

$3“ 4'5—‘В8ЛИЧИН3 постоянная; степень аг…зд’і‘зёь равна (-————2)

  
    

     
     

   

  

'

‚___(_ $3 45 213545А у Н)+++
: т1З/т2 8331/232 5

'5

<у=ъ84дг23; у’=(—3—)т"13138"45>

+

17 ду: (1 + сов 1/2)% (1.7): шсозУёбт _

18 у’_= —.—— ,: т __ від 2

він 2) величина постоянная. СлЪдовательноу’+производнаяотъ постоянной
__ь_епени‚ на единицу высшей, т. @. отъ т1—5іп2. При получеИіИ производной:умножаемъ на первоначальнаго показателя, прИ обратномъ переходЪ раз—.‚ЛИМ'Ь на, того же показателя. Итакъ

$1… від 2=———— 18$.у 1——8іп 2 'СО]
" .,

_
+13. Производная отъ произведенія

_

,

?_зводная отъ перваго множителя (2 — 8 эс); отъ вгорого (_—2+8т _ 12 3:9)
_(2—8 ас) (1—2т+4т2—4т3)+ (1+2 ‚@:—4.939) (—2+8т—12т2)=
‘

4:1:(20
$3 — 24 $2+ 9 а: —2)

:20. Производная отъ дроби.
5$(т)' (б+$3)—ас(б+т3)’__1 .(5+т3)——т.2т2 _ 5+.53—8033 45—2933    (быт ‘ (№№ _ (5' “332 '

: №
‘

@
5—2332

‚_

“: <з+т3›№
‘ :

”

сі _ [%(т3)]]’‚(5+аас)—ас3 [@@-)*“З‘Л ___[35‘2‘И1(5+№)_т3[аат1 :"
“т

% (отдаю)? (№№
:ИЁШЁМ-И=Ё=@ШЁЁ(54…35? ’

4%“ (5$ “””>?

2.2. :а/ : (в”)іт — 1) + № _1›'= «этт ——1)+11——= те“; ибо („)* = в”

23 сіу=(2ш4-——8т3—+—24702—48т+48) @(е"')+ехс1(2т4——8т3+24ЭаЁ—48т+48):
'—_(2т4———8т3+ 24339— —48т+48) е`сіаз +в (8.773—24т2+48т—48)61.70:

. `
?

‚3220048візи.
…

=7—2‹т3›+г‹із›2—
‹інтг—4 8-

=—2+1От3——4х9—_
“7—15



_; 22 _.,

25. За независимое перемённое надо считать 1/т
, __ 1

" уш— _1/5’
9 ' 2 .

26. 005 2.7::№ : 008211: —
%—

коспнусъ двойной дуги представляется, несчитая постоянныхъ величшщ
второю степенью коспнуса простой Дуги. Поэтому

!(№) 22 00533 _2 созх

27. у—есть степень двучлена, по которому берется производная, & потому
‘ 3/(7+…х)=8(7+тт)2

28. у—функція (треіъя степень) ОТЪ фуНКЦіИ (двучлена) независима…
перемЪннаго ас. Производная у’ выразится произведеніемъ производной отъ
третьей степени двучлена по ИЗМ'ЁНЯБМОСТИ основанія [т. е. пропзведеніемъ
производнойпо этому двунлену‚разсматриваяего какъ бЫ независимымъперемЪннымъ],
на т, т. е, на произведную отъ основанія [отъ двучлена] по ИЗМ’ЁНЯВМОСТИ
независимаго перемЪннаго а:. Итакъ

1/1: у’(7+тх)'(7 + ‚”'/Б),.Т: 3 (7 + 911127)? т'
.

29. у—фуНКЦіЯ (логариемъ) отъ фуНКЦіИ (корня или дробной степени) неза—
висимаго перемЪннаго сс

уд: ‚(108 15%? ° (1/9?)
Производная отъ логариема по логариемпруемому выраженію (по \”і)

( '08 1/%);—271$ ‚\

Производная отъ логариемируемаго выраженія [половинной степени] ПО
1: і а: ? `1: №1;2 2 Уа:

1 1Итакъ у’х:т . …… : :&
1/51; 21/9: 297

Проще всегда преобразовать логариемъ 31:103 УЕ: $4033“; у’: …; __

/

::
основанію‚ т. е. по гс: (у;)

30. ЗД'ЁСЬ функція (2-ая степень) отъ функціп (синуса) независимаго Пе-
ремЪннаго ‚ос. Производная у' равняется 2 $111.97, произ'водной отъ 2-ой сте—пени синуса по измЪняемости ооНованія (т. в. по синусу, считая его какъ бы
независимымъ перемЪннымъ), умноженной на производную отъ основанія (зіпт)
по независимому переМЪнному а:, т. е. на 003/13. Итакъ

у’=2$іпа: . созас=зіп 29:

31. уйдуга, коей тангенсъ равенъ 108$. Производную надо братьпо 103; т, считая его независимымъ перемдвнны’мъ. Тогда по формулё
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1‚ох: агсіз 10 ‚’Б'о „:Ъ—у… ( 8‘ 8“ )18. 1+(108т)2
32 1=фУНКЦіЯ (степеНЬр) отъ функціи (логариема) неЗавиеимаго пере—

ННЕЪГО %.

Производная отъ 3; по логариему будетъ 1119008 :::)!”1

Производная отъ 10895 по % будетъ і..’!)
!

` Итакъ у': Ар (108$)Р—1 .і
%

. 33.31—функція (показательная) отъ функціи (адепт) третьей функціи(шогариема) независимаго перемізннаго ‚93

у’__ (еагсіё 10°ьх)’агсід(81.0138. 108. $)108(108. $) ‚\
\ ПРОИЗВОДная отъ показательнойфункціи по показателю(агсъ3)равняется
амой показательной функціи (ватт,;тіозх)’а аг {0 10“ ::агсід—_В с

Производная ОТЪ МСЧ; ПО самому ЁЁ—‘у, [равному въ нашей задачъ 103$]
1

` `
‘

Производная отъ 108.73 по аз
пзвізетна< ;)

‚(Едетъ (аты; 108 „;)-308 _1.:
`1 1

".
Итакъ 1‘ :вагстг 1051 . __… „і . __*’ "

1—;— (108 ту и
 

34 ПРИ ВЫВОДЁ прОИЗВОДНОП ЕЗіП‘“ СЧИТдЁОТЪ, ЧТО за, единицу Дуги
ПРИЁНЯгга Дуга равная ПО ДЛИНЪ радіусу, & СЛЪД. за, единицу углач—УГОЛЪ

9твЬтсгвенная дуга котораго равна радіусу.
'

1!зіпп(Только въ такомъ предположеніи
преё. __Ліщ\цетъ равенъ единицЪ)а:: __

2

ВЫ &ЗИМЪ ПОЭТОМ НдШ Д Г аге БП]? _-—.’Т3° ВЪ адіальныхъ ЭДИНИЦЭьХЪ!.]

ТС1'—05 ТБГ!) ?!
СОЧ ‚ТО“ ` 180 180: 180 `

" ‘ „73005 %——производная отъ синуса по аргументу, т. е. по дугЪ-п

03

агееіпу=аз°— %—7г; у:.зіпіг180 180

180

Ё—производная отъ дуги по независимому перемізнному х.

3". Показательная функція в“ получается въ выраженіи производной
_

в ътакойженоказательной функціппо ея показателю ат. Такую производную
„аде еще помножить на производную оть показателя 110 независимому пе-

_МЁБнномута:, т. е. на а, если получаютъ производную по т., а не по аэс.
данной производйой множителяа не видно. Исчезнуть онъдьюгъ, толь—

’

90кратившись съ равнымъ ему діълптелемъ первоначальной функціи.
Итакъ у : %— +0

|



зв. у=5—‚2+—т ‹5+а—2›“1+.
м—@›@+ту4+тйё+№гч

‹т›'=1; [(М—т_]"=—1-‹5+ш=2>-

: 1 3353 _5—+2э$23” 25+т3_(5+т3)2 _(5+’.753)2
« __ 1 _

_ - ,+ 1 (5 + №3) "‘—+произвоцная отъ (5+.эс3) по ИЗМ'ЁНЯЭМОСТИ двучлена (:)—+072)
- …1

   
 

т 1
.

5“ _

Иначе:у=5 , $325 2=(7+‹22>Т _
„с +‘”

___2 ‹)‚_ 5
| 2

{')—2.70—

”"“1'<7Т2> "…$22“)
5575—52— 1(;+%)” + производная отъ

ж<+с—+„гс2>—1
по основанію<і +3:>

(— %+2аз}
— производная отъ основанія по а:.

37. у': (8—х): (‚133+3 щ2+6 ш+6) +в(8 т2—‘—
:

6 т+6>
( 2" )' = ( 2" Ы—т);
производная отъ показательной функціи 8—2 по показателю (——.сс) равняется

/!самой функцш е" 22; (+ ‚т) 1.: + 1 . Итакъ

31: : с
".

(12 + 8562 + 6х +'6)+ е_. х(3т2+ 695 + 6)=е_х(——т3)_—__ {1338 “. 
38. Беремъ производную отъ т—ой степени основанія (а+Ьт”) по этому

самому основатію И умножаемъ ее. на, производную отъ основанія по неза—
висимому перемЪнному гг:“

_11'
: т (а ++ Ьти)т_1 . (а —:— Ь.7с”)' : тж?) (@ + Ъх”)т—-.…1 ‚сс "_1_

‚39. Представивъ радикалъ въ ВИД'Ё дробной степени, поступаеыъ (“0-
тасно правилу предыдущей задачи.

и ‚ „+ т
_у' + :((; —

:—
Ь,]: + сж2+ дитё”???

. _“ ;;:(а—›— (мс+ 0702 +дэс2) 7” (& + ()т + 0.932 — :” д.72)
_

и(Ь'+ 2 от + 3 д.73)

т Т/(сТ—Ъ 627+ с.х2 + 83:3)т‘”
.

40. у' :соз 2ш.2+2_—_ ‚‚ —4 005233.
008 2.т +производная отъ зіп 2 ‚ос по ДугЪ, равной 2 яс;

2 производная отъ 2 г:: по независимому эс.
аЗу : 4 0052 11: №3.

3/‘=  
            

                   

 
сіу: ‚ . °‚_:(соз2т—1)с!(2эс)=+2$іп2эс.

:——4 811129; сйт.

1_ ‘1_ .

42 у"—аь—Ь ———Ъ-
}? __ а!) (11) аЪ(а2+ 112).

.
—

2 '7"—^";^*——5—_———т=—— ___ „
„“;—2 „+5 ”+2 а2+т2 (а2+—т2›(62+5)



           
                     
    
                 
        

ЙЧленъ этогоВыраженія для у’ есть произведеніе 1--го множителя а:
роизводную отъ отрицательной ДробноЙ степени по всему подкорен—

99937 выраженно [т. в. по.(а2__‚„2)], умноженную на производнуюотъ подко—
‚@Вного выраженія по независимому перемізнному а::   _.

'

‚1 “
1 {152

’

\ ]/а_2—— тн—21/(а2——ас2)3 1/а2 — {109
+

(а2—т2Л/а2—— $2› __ $2 + ‚02 “2
1/(а2__д‚2)3_1/(а2—аг2) з

'

1 * `

1.ч :. : : 2 1—2 _‚ _ /-3

$2
“0% производная отъ степени но основанію (а2т—2—1)‚УМН0Ж6НН8„Я на

. _,:зво'дную отъ оонованія по независимому перемЪнному сс:

агт—з “2

#(;і_1>=1/‹а2—т2›8
а2 (із:ттт

1 _‚‚‚
……——2—(а2т—2—1›

-

— (_2„2„— 3›:

Сіу:=
„ нберазу находить сіу

"щагт—г—іГ :_ Е(а2т—'2——1)__З/исі(а2т—2__ 1):
1

‚
622 (И 

1

__—(ат _" + Ь)“ ;'44 Упростивъ знаменателя получимъ: у:—————_
‚ и…,

 
РОИЗВОДНУЮ ОТЪ ОСНОВЭЛЁПЯ ПО НВЗдВИСИМОМУ ПВРСМ’ЁННОМУ а:.”+1 и
—%‹ат—п+ъ›

(_> ”” “
(а—{— да:")7

а“"$—(” + 1)
@Ибо: „ :Ыы+1 ”+1 " (а+Ь$п)п+1_— _ + 1

(3_ +193
”

$и+1<№>
„ $” ‘/ шп(п+1)

шп ‚

 
а;”

а а

шп+1

__ 



46. Логариемируемъ наше выраженіе, стоящее во 2—й части;

у:]оё;р (а3-—8аЗЬ+ЗЬ2а_ЬЗ)—|—103 (щ/‚Ё_т)=108 (а3—3а9Ь+ЗЪ‘3а—ЪЗ)+1.03(т№—т)
у':пр0изводной отъ логариема по логариемируемому выраженно, умно—
женной на производную отъ логариемируемаго выражены по независщто—

му перемізнному гс:  47.01у= 6
№ в *)

ог (Ё—та—йа—Пттч? ) :
Ё+т+уа+ьш+ш2

__ 14088 61,“ _1____1__**@( 'ьт+тг) :№у№7+ “+
2 №__+ш+—т2

“*
11080 1

- ___—_— Ь

_ м(13: а+Ъаз+ш2++сісс ' ———‹іт :
Т_Ё—+ш+1/а+ьт+ш21/а+Ьэз—|—а;‘3+

1/ 2 Т 2-1
Ьозе сіт

‘

1/6; + ЪЮ+Ё2

 
[ч'
°“   

48. Освободимъ дробь отъ ирраціональности въ знаменателё:
1 03 1—3; 2 1_—„2— , 11 ;? ___9+

Ё—Ът—Ё—ЁЙБ =108_Т_1/57___=108(1+`/1_т„)__108‚%
‚ 1 1 1 1 я:? 1—352 Гі?у : 7———————‚_—_—._._.‚__#.___.(__2ш) __ ?= + +1/ _.

_т1/1=-—я:3 (1 +1/Ё—асё}
_

31:108

‚_ 1 149. у _ воза;
—8—іп2т

©0595, гдЪ (_ БЁЪЙЪЭСТЬ производная отъ отрицатемг
ной степени зіп по основанію, (т. е. по самому він), & 0089: есть производная
ОТЪ 00Н0В8ЪНіЯ, (т. е. отъ зіп т) 110 независимому переМ'Ьнному а:

‚ 00$ ‚сс 008 а: . 005%у : воза: _ — ($1пгх—1):— .
51112.15_ 8111$

_
$1112.90

 : + 00535 00,0820?   ' 25? гЁ
50 613]:°——1-——Сі(і)—

—1 013—8111 2+005 2 („__,

‘” 2 ' т 2 ___?Тс __
0082“ _ 2— 2__. 2__ 2

2 $111
2 008

2 вт
2

2 №3 2:
‚ . Ю % =Т'ёйы 61%
2. 2 $1112? (3089? ЗШ 9”

:;с) Производная отъ логариема по логариемируемому выраженію умножается на
Дифференшалъ логариемируемаго выраженія (того, по которому взята производная).

151$ ') Производная отъ корня по подкоренному выражешю умножается на.
_ дпффшреншалъ подкореннаго выраженш.



 
.

' ‚. - ‚1 ‚
_

4 _- _ › ‘ ; " \‚у " _“ "'—. "‚ ,.
:\ . ‚- 1 . .

-‚, ‚, ’
. _“ " `

_ ——'——— ___—_")
_ ‘› …

‚' .
. ‚'.

› 
2_ФЭ—‚—ч— производная отъ Ъапд по дугъ, равной въ данной зада—00$ =

*'

Ч'Ё—2, умножается на, дифференціалъ этои дуги.

`7у=_— — ————= —— (1 _ 008%): $33 ‚ос.

      

  
   

передъ дифференцированіемъ былъ выраженъ черезъ кооинусъ.

1152Это выраженіе можно представить въ ВИД’Ё!

у=1080+ $4030 +502) _асагс $839:

1’——1;-—2# _агсй —
1 —- - г 13

\
‚

1—21+.„2 8”“‘°Щ_75—*%°№:
:При1м’вчаніе;

1080: сопз’с.

[1 +%2_производная отълогариема по логариемируемому выранешю,
т.е. по (1+т2),

2.95 —-‹производна‚я отъ логариемируемаго выраженія по независи—
мому перемЪнному а:. 
 

1 153 у’=а2 `?_Ёцд/аэ $2 и ——
2 О

(——2а:)__
1/1—5’9— 21/ *

“2
2___ ч__

1; 2

"’
9 +1/а2—902—21/а2—т2а „…

. (17

Примъ-чаніе:

Г1—производная
отъ агс $111 ЁПО аргументу (равному“:

1______
синусу дифференцируемойтДуги);т.е. по %

—1——производная отъ этого аргумента—синуса по незави-
@

симому перемЪнному ас.  
  

__ {1:2 2352 — _— 2— __ 4шагсзіпт :" у'_`/1 Ю

1/1—902— 1/1—{52
+

+Г—12___Т2
' =4тагс$іпаз

." 55 у ;108‘ с + 9% 108°(1—— вх) ——та:
_В“ ”_ _———е"—1—}—ех__ т

у=7”[г:7"1]—т_—1Тех их;;
Ди,… Ё '‚ « у=1одс+т1оё—1—ЪЁ:і=1°80+т1°8(е"”““’

Ибо тю=тт108е=т103№



‚\
___%—_   
   

1 т’ __ . _. —х . __ :__у_т е_х_1 е ( 1)
ех___1

23—1— есть производная отъ логариема по (г" —1)

е_1 _ есть производная отъ е—х по (— т)
И (— 1) —— есть производная отъ (——а:) по независимому перемЪнному т.

‚ ‚
` т

56. СИ]: 9% (31.0138 ат)“; (01%) :: (‚$37:№ “ (1$

. т
_ _ _ т

ПримЪчаше № : у’т), асіа: __ сіааз. Откуда аіу __ __1+а2х2
&(ат)

1 та
поэтому можно бы И такъ. сіу:Маши; сис) _т Г№ сі (аэс) _ №№

57 а —(ъ 10 аду ошо а:)— 1 $' у _ 8 8 1°3 “` 8 _
(008108 эс)2 а:

1 1 1 .
_ : _ . . ——1 - - —— 111 а :58 сіу 1+ (108 вес т)? зессс

( )
008233“

( $ $) %

_ _ щас 0130_
1 + (109; Бес т)2

‚ 1
у 10% (равную —№№> умножаемъ на, 01103вест

1ес :: 10 вес ’… . 61860. :: ‹1 '(“088 т ( 8 $) %
вест созш’

‹! : (00$ —1 ту…з ‚‚ 01 008 т : (— 1) . 008“2 а: а 005 а:;008 .7:

асовж :чй—зіпа: . аа;
1.или проще @;

: агс сош 103 (70—55 :агр 00‘53 (— 108 00535):—агс 00138 108“ 0059:

_3 З
59. у:(т +1) 2

——.сс2

1

@ :
[(и Ч)2]„_1(т+ 1)„‹1Н—(т5);‹іт=% (%+ 1)5 . 1). шнг; $5 ая; :

=Ё4УЁП+УЁ№ш
60. && показываетъ,что зд'Ьсь независимое перемённое с, а & его функція

аа=і
<2—7№0`>ас 4 1

_Та+0+№—@
61. Пусть у : агс 00$ и (т. е. и = 008 у)

Производная отъ агс (305 по ИЗМ'ЁНЯЭМОСТИ самаго косинуоа (равнаго и)
Для у (дуги, мЪняющейся ВЪ первыхъ двухъ четвертяхъ окружности *) будетъ

!у”:—_;
1/1—и2 

*) В. П.ЧЕрмаковъ. Дифференціальное исчисленіе. Изданіе Шкляревскаго ИХонякевича Кювъ, 1899. Ч. 1, @ 12.



  

               
       

 ‚…

1"
@;(_„)__[атс00$ (—

:о)] : ___—__.д. к—х) 1/1—(—а:)9= 1/1——„гс2?!х—у( х)(— 37)х 2?! (——х)— (“ 1)

Сл'Ьдовательно - у’‚,: [атс соз (—т)]: 1

.. ‚‚ 1/1—т2-

-';‚_Если,дуга‚ у будетъ мЪняться въ третьей и четвертой четвертнхъ, то‚. 1
_

, 1 1
,"тт Щ—тРЧТЭ %:

 
_ ТГ?

62 'ЗайЪнимъ зіп черезъ сое: у: 1/Г—с`032;
;

Усем: %№ . (_ 2008 а:): —— сосёт а:

Итакъ
(%%—3%

= _ соц.} а:.

_„ЁИНаче на основаніи формулы ДИфференціала функціи отъ функЦіи3/1…“ ОКСОЗ а:) ИМ'ЁеМЪ
, аЗу сова: сёл:

—00Ъ=`:——_—`— а:у С°”
0$ сов ос — зіпт сіас— 8

‘ ‘ аэс` ,

;
` ду $іП2$ 1*. «63. у зіих :*$ : '———:—`-—9—-‹-. „ 03 5111.9; 008 я: (И: 008 сс зш— а:

(із;
, сіу _ віпгт _ _

1
34 “°” =сісозт— —— він а: сіа: 811133:

}}Если бы отыскивая производную отъ у, напр. По 008 а;Щагали бы необходимымъ у выразить въ функціи отъ 005$,
‚ пд`р'еобразованіе:

›

’

1 1

1/Ё82 у@5Щ_1=у0081т—27:—Т= (“084 *’” 1)

непрем'Ьнно
то сдЪлали 1

2

"'? 50$“ 3:с——производная отъ подкореннаго выраженія по 00595, принима-1
'

емому за независимое перемЪнное.
"64-е

'

Непосредственно имЪемъ      1“
_1___1__ __2 1КП) № т2+1+т221/___1

('” _ )“
ат, о

 



 
1——.аз

И 2 2 _производная отъ шт; по аргументу 1/7— (т. е. по ИЗМЪ-
___% ,

:1+< ’) няемости той самой величины, ноеИ равенъ ’вду) 
1___

——производная отъ тангенса, равнаго “;;—1, по подкорен——1__ !

2‘/__%‚2^—1 ному выражешю, т. 6. по („2 _1)_
—- 293—3 _ производная отъ подкореннаго выражеція по независимому

перемЪнному гс. 
1 _ ё

Иначе: преобразуемъ 11—2—5—
—

*от у; 1 -—- „*$—_—— „2 158% 1__ 5020 + ЁЁ?) : 00529; а: :$ 005 у; у:: атс 008(г а:).а:?: _)

звену
Формула производной отъ у, выраженной черезъ агсщ, получается безъ

всякаго условія, въ какой четверти лежитъ Дуга у. (Ом. В. П. Ермаковъ. Диффе-
ренціальное исчисленіе. Ч. 1, % 13). Поэтому, приведя выраженіеу къ агссоз, мы
можемъ считать что у принадлежптъ какъ разъ къ тЪмъ четвертнмъ, къ канимъ
уславливаются относить дугу при выводъ формулы производной отъ дуги по
изШзняемости ея косинуса (производная отъ агссоз), т. е. къ двумъ первымъ
четвертямъ (Д. В., @ 12). СлЪдовательно нужно ИЗСЛ’БДОВЗТЬ, какой ИЗЪ знаковъ
формулы у:агссоз (:*: а:) соотвЪтствуетъ первымъ двумъ четвертямъ?

При измЪненш независимаго переМ'Бннаго а: отъ— 1, черезъ О, ДО +1 (для

такихъ только значеній заданный намъ г;; дЪйствителенъ), гау [равный Ш__].’13

будетъ мЪняться соотвЪтственно отъ 0 (для ас:—1)‚ черезъ 1 сю (для а: : О), до 0
(для а:: +1) т. е. будетъ убывать. СоотвЪтственныя значенія дуги у, принадле-
жащей первымъ двумъ четвертнмъ, (дуга всегда вмЪстЪ съ тангенсомъ убы-
ваетъ) И ея косинуса будутъ у:тс‚ созу:—1 (для а::—1); у: %, созу : 0 (для
$20); ;] :0, созу:1 (для эс:+1).

Слёдовательно .а: = + сову или у: агосозН— а:)     Итакъ сіу =————Сі—%——

1/1—502
Если бы взяли у въ третьей И четвертой четвертнхъ, тоу:агссо5 (—аг)‚ но тогда

1производная (см. зд. № 61 —— ;) ?(_)х —+1/1—————_ (—а:)2

!а:& ‚7/11: _ ‹
’ :— Ё: ‚ —_ —С__. 1/111(__.???

Т)
‘/1 —ш2

И Снова. ду __
МП:}?

65. НепосредственНо имЪемъ: .

сіу : 1
.

——2.’13 _ а; 1
№3 + 1/1—(1/ц1__„г)2 21/ 1 ——332 _Н/Ё +1/Т—т2

1
.

Прим’вч.: Ж— И оизво ная от ' ’ -
1/1 _(1/———1 __732)? р Д Ъ аго зша по аргумен

Ту1/1—5с2



\\ ‘

;-' .
- _ 81 __ !‚__ _ .

,.
_ . ,

.
_

,…,"…
_

  …тд—производная отъ самого синуса (‹равнаго \/1__„“2) по подко-=т+т `

.
, ренному выраженно, т. 6. по (1—29),

?
_— 2х —— производная отъ подкоренного выраженія по независимому пе—

рем'ізнному а:.  

   

Корня изъ ас? не извлекаемъ, чтобы показать, что знакъ у' будетъ за—
ізисізть отъ знака и; знаки ихъ противоположны.

ВЪ оамомъ Д’ЁЛ’Ё для положительныхъ значеши всі:
у_2—_—+1.{В

 
 

. 431 1Тогда.Ё:_@.
Для, отрицательныхъ __ —1 и,

слЪДоватеЛЬНОЁ—т
__—+——

'

1/3;—ас2
1/——1—аг2

Иначе`; ,

Еслиу_—— атс зіп 1/ 1 — (172, то зіпу 21/1:— $2 .

О_Л'Ьдовательно, 5111231: 1 — $2, иии 352——— 1 —— $1121; $2 = 00823]” ’ эс_— 1— созу; у_—— агссощі 35).
На агсзіп берется согласно условію (Диф. Иоч. Ч. 1, @ 1 1, стр. 12) въ

предізлахъ между —% И 3.
При измЪненіи ‚ос отъ 0 До 1:

+ 1/——1—5с2= зіпу мізняется отъ 1 до 0,  
        ___; ТГ

- И у: аго зіщ/1 — $2 „ ‚,
”2— ‚‚ О.

—

‹ ду 1' Сліздовательно а: = + 005 у; у: агс 008 (+ ас); ——— = _———__
- 1 №3 1/1 _— 51:2

При измізненіи я: отъ О д0—1:
# +1/1 +37: зіпу ътЪняется отъ 1 до 0,

.
. …_ к __ ' __ 2 _И у_._ агсз1п1/ 1 ‚93 „ „ 2 „ О.

Сліъдовательншт: —— возу [или а::соз (п—у)]
Тогда у: ато 00$ (— яс), [или тс—у:агс сов эс]

ду 1 ‚ 1
_‘. ——=——_—._—ц…__' —$ , _ ':——> __ ‘.'

'

_ 6$?! _1_ 1 …

Итакъ ДЛЯ аг отрицательнаго. ЁЁЕ
: ,

————

66 йу__ 1 __ 1. (—2аэ)
‹іас—

1 + [‚_—233—22’<`/Ь21$2 $2 1/(52—032)…9,

__ 62_$2301)? 1

ьг ’Гдт_
1/1???

. 1, тДляполучешя 5% производная отъ 3; по аргументу(і/——…Ь›_:)‚ равнаяЬг—Ш&

___—1х2), УМНОЭКЭВТСЯ НЗ ПРОИЗВОДНУЮ ОТЪ ЭТОГО аргумента ПО Т. ВЪ СО-
? ‚ Ё1’+ Г—хг .
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1

1 дас `У 62—122
СТдВЪ ПОСЛЪДНВЙ

7—— а;:-
"— 33Т ВХОДИТЪ производная ПО 517 ОТЪ

62—332

  
1 \ 1

УЁЁЁ;
чтобы ВЫЧИСЛИТЬ таковую, сл'Ъдуетъ производную отъ УБС? дру—

_ __ . „ 1 \
гими словами, отъ (252—302) Ёпо ооновашю (!%—ад“), равную(—№__Ё_—2)_:)‚__т ')

умножить на (—2х), т. е. на производную отъ (52—332) по эс.

 
Иначе: зам'Ьчая въ первомъ рЪшеніи, что результатъ не зависитъ отъ

. эс —1
знака ас, можемъ утверждать, что преобразоваше 93:5 : [Ьгш—2_1] _2 не ИЗ-

' ——$

мЪнитъ знака производной, & потому
_і 3

д!!— 1 а(Ъ2 33—2__ 1) 2 _ 62—332 1
(6250—2— 1)—7

61(Ь2_‚д—2__1)_ '
<— > №0

_ `
@

!

эс? 2а:
1

Ь? $2
013: 6

1Ь2— 2
_

_З
9Ёж” -<—%> (ьзт—г—1>.2-‹—№>т‚‚—Ё—.

332
Еще иначе: у: агс $8 ——_—%___— $8 3, : _а: -

13829 =__
1/52__„2’ “№, 62—332

   . $
62 — $2: $2 001582313

' 192:эс2 0086023;: _ ‚

51112 у
2

віп2у:%; зіп у:: _шд;Ъ +1/Ь2
. {В Ю

у : же 8111 (:?):іагс зіп ___——№ 62 : №2
Приведя *) выраженіе у къ агс він, мы можемъ считать, что дуга ;] измтз-

ТЕ ТЕ .няется въ предЪлахъ отъ (— Ё) до_2_
(въ такомъ предположенш была выве—

дена формула производной отъ агс зіп; представленіе же черезъ агсщ не нада—
гаетъ на у никакихъ услошй). Поэтому нужно изслЪдовать, какой изъ знановъ _ эс
формулы у: агс зщ :: +1/67 соотвтэтствуетъ первой И четвертой четвертямъ?

Такъ какъ при измЪненіи ас отъ —
1/52— черезъ 0 по —|— 1/6—2›

@ 5 __т—‚‹;у
УЁ‘Г—Ё

будетъ мЪняться отъ — оо,
черезъ

0, до + 00,

т. @. будетъ возрастать, то соотвЪтственныя значенія дуги ;; и ея синуса будутъ„ _ _
у:0 зіпу20 (ДЛЯФЗО)

1! .1:5 51пу:1 (Длясс2—і—1/Ё)

_

*) ЗД’ЁСЬ мы смогли вынести : изъ Цодъ знака, функціи ат зіп Ибо съ изкпз-нешемъ знака зшт мъняется знакъ и дуги. Въ двухъ предыдущихъ зёдачахъ МЫ; несмогли этого сдЪлать съ агс соз, ибо съ измЪненіемЪ знака сова не знакъ д ги мт)!
…ЮТСЯ’ & Дуга, ЗдМ’Бняется СВОИМЪ дополненіемъ до тс т е, ——зіпи—':'У

А “
__ с05 и: соз (тс —— и); [Но со5(— и) : сов и]

, ` ' _ 5… (__ …;



 
‹

›
`

,

%
`Слёздовательно+—УР __—зіп ;]      

  
   
    
   
    

.. ‚ а; \
' ау ’

1 1 1като $111. … _; _: ;_ ___:2 _____
-„

.

+ +\/
Ья

›

_ 61.9:

1/1“; 1/Ъ2 1/Ь2__%2

1 $ 0150 167 сіу: -—
2

й— _: — 1+ш2 07

1/1 —1`+Ё7с
“”*”” 1/ (71+ 2+ 71+”)

‘

'

".

‘ 0150 1 2 954195 1
‚‚

-‚ . _ 1 & т……“ __
‚.

'-
с 1/ _|— З;

<1/1+—$2 2 1/(1_|—$2)3>: 1 + 952
№

_ 1
‘

а: __мначе' а1——та№:—— 1/1+Щ2 &(т 2+1>ц2
« ‚

- 1+ш2 >

=_у———1+„„.<_;_>_<„—„; акты =
1 1/ ]. _}— .СС . _3 61.27: __—_ ’——— 2 ‚ (1 : ___——+ 2 “(%—№)“

„: $
15+

“’”2

_л “ііпрфбразовавъ у: агс 00138.90, всего скор'ізе получимъ ау:_ГЁ ах  ???"…" _у_
д 68. $

_ (атс ещ
>_Н—

56 1 —2сс2 ‚а: _
1/1_Ш2+1Ё72<1/1_“3221/(1—х2)3>+1/Т1ЁГ

=<агс (%%—::>… ‚%( 1—т2+
$2 ___ … + "’.—

1—33 1/1—ш2+ 1/1—ЁЭТ11/1+502 а10081/1—ш2
Другой способър’вшенія: 9:90 (ап: СЁЁГ 1/ 1'__$2

    „?>                    @=(агс 005 а:) —— _т— ——- Ш:аго 008 а:.
‚дт

1/1—ш2121/1—ас2
‘

. . . від;
'

асЗжИ:
*’ (”° ““тчтд и: „+:(ищтг Ешьыгтаз)

_ ас 1 332
_

, (+1/Ь—2)
; (ага віпуг—Т—й) ??(1' 192Т>ж+т 2<а1с 81НУЬ2+00> Ь2+ж2 ат; (А)  Или: @: (атс зіпу [);—_;У: (МСЁЁЁУ

сіш' '
,

‹ Ь Ьсіа:" 4.22 агсъ 30— -
2 агс‘в —" В

‚
,у, < 85>1+0;=2< 8Ь>Ь`2 +жд ()

Прим’вчаніе: \
‹ %

`

. ’ _
‚ . 2

_ . 2 _. 2 2 _ ‚_ _ 2
__

УМ№= вшУуё
* асе—аз2 эш \’у : 62 $111 Уу, а; сов “!?—528111 №

‚1,
‘ — е 2',.‚ЁУуііё; У’:_т_агсщ%; у:(агс’с3%>
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Во отвЪтъ (А) вмЪсто Ь стоитъ—Н/ЬТ, чтобы показать что измЪненіе знака,!)

не вліяетъ на знакъ ду (какъ и слЪдуетъ изъ самаго выраженія у).
ИзмЪненіе знака Ь поведетъ въ отвЪтъ (В) пзмЪненіе знака… двухъ его мно-

жителей Ь и агс %% › что взаимно уничтожится.

1 1___—‚ $2:
1/1—1—352

’
_ $і112у

«: 1:
агсзіп берется обыкновенно между предЪлами _? И

—2—‚
а потому

 70. зіп у: —1—_—- со’оз 2у; ас:і 0$; у.   при измэъненш аз _отъ О д0+сю“

зіп у (: _1__> измЪняется отъ 1 до 0,
У Нас?

”

. 1
Поэтому у (: агс$ш _ ) можно считать отъ 3; до 0." 1—1—502

“

с’взу будетъ мЪняться соотв'Ьтственно отъ О до—;— 00

Слёдовательно в: =+ сойду; у: агс ещ а:

сі — №;
ля э: положительнаго

При измэъненз'и а: отъ О ДО —С\Э:

зіпу измЪняется отъ 1 до 0. 
?! „ ОТЪ “до 0.

2

сощу по прежнему отъ О до + 00

СлЪд.‚ а: =_ о‘сду        
  

у_— агс ещ (— а:) = — агс с’сз я:

оіу_—1 + 352
для а:

отрицательнаго.

другой способъ: непосредственно им'Ьемъ:

@: 1
_

— 293450 : __ сша: _ ас №:Т 2 (1— $02)3 У1+ш2—1 ——-—— ___—Ё?:?
1+ш2

1/ + @. 1/(1+ №3 1/58 1/ + 36

Для в: положительжаго:—Ё:: 1; ТОР 01 ___ЁЁ.
№02

+ да у
1 +952

Для а: отрицательнаго:;:— 1; въ такомъ случа'Ь ду:+ __фт
‚

1/902 1 —{— 51:3

71. По формулъ дифференціала произведенія
‘ 3 ___—___

ау : (_ @ аЬ сісс + 10 Ъ%сі:л)1/(а+ ддт +(9а2_6аЪт_}—5Ь‘Зт2)._.№:
81/61 +132?

__ _49 №
8 13/6; + Ьт

дифференціалъ второго множителя равенъ проиёводной отъ него, какъ отъ
2 .степени (съ показателемъ Ё) по основашю (а+Ьа:)‚— умноженной на Диффе—

ренціалъ подкореннаго выраженія (равный 1:61:13).

/



 
._ ‚ ^

‘
'

—— 35 _—

72 Возьмемъ логариемы (неперовы)отъ обЪихъ частей (Ерм. Д. В. @ 10)
108у: 9108(а: —— 2) —— 2—2103 (а: —— 1) ——5—$103 (а: — 3)

0131 9
'

2%— 57      
"???: $_._2_т_—:1__а:——з аа:

ду_ 3/[18(ос——1)(т—8)—5(т—2)(аз—з)_11(„_2)(„„_1)] №:(т—2)(т—1)(а:——з). 2

_ (т—2)8(т2—7аз+1) 41:0

(т_—1)3(т—3)6 1/(51:_— 1) („;—з)

_73 3/2—4—3Ё? изъ даннаго уравненія 4
1 23; 1 __ Ё _

$3
_ 1/7 ?; ‘/„„з 3/3

Зам'Ьняя въ выраженіи для у’ радикалъ найденнымъ равнымъ ему
". . 1 а4‚а_‚цюнальнымъ выражешемъ, получимъ у' _? —3.;» у
Или на основаніи того, что производныя обратныхъ функцій суть ве—

хичины обратныя, т. е. у’„ . $3: 1, опред'Ьлимъ предварительно 33’у.

   

   
   
    

 
4-ИЗЪ даннаго соотношенія имЪемъ „@=—у— #

`:" 43/3 1 а4Т
, = - „ .

, =_: _—О кудату “4 СтЬд, у „
30,3, 493

74. у: агссоз е—т;
, _ #(агссоз ещх) @е—х а(—т) __ —1 _х _у"_ сце—х)

'
@(--—а:)

'
(1.95 “1/№2 ' в ' (1“)

1/в+2„__
“:. Но изъ уравненія ех_— весу слёдуетъ, что ед— 1_—-

$6023; — 1;
и\что 1/823—121/Ъ82у2’58'у.

" Вставляя поолЪцнее въ Выраженіе для у', найдемъ у’х =00Ъ8у
Иначе: опред'Ьливъ изъ Даннаго ооотношенія ао =108° 860 у:—108“ 008 у

ЗЙДВМЪ Ю_у_—— _№ (__5111 1)——— 13827].

1А потому 3/2: тт—
: ООЁЗ ?!. у

)
' ‚_ 1 з

* _75' у _
агсср; За: 1+ (3902

8 есть производная отъ (За:) по а:
1 ——п оизводная отъ агс‘с 835 по За?1+(8т)2 Р 8 ’

.

` зчитъ——————п оизво ная отъ агсъ 3.75 по аг.. ‚ _1+(8$)2 р д 8“

—— ——п оизво ная отъ 10 агс’с 833 по агс’о Зао;,

№0138 3 Р д 8 8“ 8
_

3 #наччфъагощ з:» 1—}'—(Заз)2
_ т. 9. это производная отъ 1одагоЪЁЗа: по не-

зависимому. перемЪнному ас.



__ 86 __

откуда у 2108" атс ‘53 3.9: + С
7

или, постоянное О принявъ за лагарие-мъ К, у =108 (_Кагс $8 850)

76. зіп а: сйт:— 01 сов т; е“ С°“ есть производная сть е“ С°“ по (а сое эс)

Еслибы еще помножили на оцаъсозэс),` т. е. на,(——азіпш №:), то получили бы ас“ … *.
еа соз х __ іпт (1% 618“ созх еа созх( аз ) = __ Откуда у : ——

а
— С,— а @

  Итакъ @: 
77. Очевидно у: зіпх + С » Откуда т : агс зіщу —— с); ›

д(у—с)___1 , __ 1такъ какъ ТО  ’В —Ё* у
д?! . 1/1 _— (;;—с)2

поцставивъ зіпт вмЪсто ревнаго ему (у—с), выразимъ т’у въфункціи шт, и
'

1такимъ образомъ устренимъ произвольное постоянное: аду: 008%
: сеет

.

'

, да:] 1 1Что можно было бы получитыи на основаши т :_:—_—_—_‚_.«”
6131 @ ух

4:6

78. Мы знаемъ производныя различныхъ функцій ас выраженнымитоже
въ функціи сс. Производнуюотъ у, выраженную въ функціи отъ самого у, намъ
не удастся представить въ функціи отъ а:, пока не найдемъ у. Зато въ
функціи отъ у принятовыражать производную отъ а: по у. Потому представимъ

61.7: 1И __ _№ Откуда :о :— $8 у + 0011813 ИЛИ Ъду: (0 +33)

Наоборотъ у: атс @ (с —— эс) '

_ ау _ і ' ’
1ПовЪрка. ‹Б _№ (— 1):—№:— созгу.

79. ЗамЪтивъ, что числитель есть половина производной по 33 отъ зна-
менателя, имтземъ   0312$ 1 _а‹атг+г›ш+с›

від: 2 аэс2 + 6.76 + в №:

1№ есть производная отъ логариема знаменателя по знаме-
‘ ‘

нателю.

Итакъ &=& О‘ПОЗШтЧЪ-Ъ+ с)] 01 (№ + 5% + с) : 3. №8 (№ + Ьх+ …№; 2 01 (ст:2 + Ьа: + с) сдав 2 №,

Откуда у: % 103 (ше2 + 690+ с) + сопе’е: 109; О 1/“502 + Ьа: + с

80. ЗдЪсь надо у считать перем'Ьннымъ независимымъ, & а: его функціей;числитель * половина ПРОИЗВОДНОЙ по у отъ подкореннаго выраженія въ
_…1

знаменателё; поэтому
ат : і

< 3/2 + бу)
2№ 

@у 2 фу
1 —1

_или 013: = + (3/2 + бу) *с (у? + бу)
1 _1
56112 + бу) ” можно считать производной отъ ( 3/2 + бу)“; по осно—

ванію (312+ бу); она умножается на дИфферснціалъ етого основанія. По сыре…



 
      
  
   
     
           

дені'ю эдифференціала произведеніе, стоящее въ правой части послЪдняго
.РЗВБНОТВЗ› будетъ дифференціаломъотъ ( 3/2 + бу )% (Е Д— В-‚ Ч- 1, 5 18)-

/ Итакъ да:? а (3/2 + бу)%

Откуда * 00 + с = 1/ 3/2 + бу
“

8]. Коэффиціентъ при одномъ дифференціалё ВЪ выраженіи Другаго
:дифференшала (т. @. производная, называемая благодаря этому свойству дифферен—

, значитъ, считать у

’ 61% : у2+іс
6$

1/у8+зісу+г
СЛИТБЛЬ—ТРВТЬЯ ДОЛЯ ПРОИЗВОДНОЙ ПО 31 ОТЪ ПОДКОРСННдГО ВЫРдЖеН1Я ВЪ
аменателъ

'

, —1 1 а 34—876 - 1 _ 1 —‹1?=, 93+876г1+1) 3—5°@':„‚/Шйу=дг( 3+37т°у +1) &&&/“№7631 +1)
1

°
_“

=да[(у3+87су+1›%]
СлЪдовательпо эс: $137@ЁЬЗЪЁГ)? —с

› Откуда у3—}— зісу+ [1
_ 2 (‚ас + с) 1/ 2 (:): Щ] : о

ИфкбМый у будетъ корнемъ этого кубическаго уравненія.
‘

ПримЪчаніегЭто кубическое уравненіе р*Ьшается весьмапросто. Приравняемъвеличинъ 15 свободный членъ уравненія, которое тогда представимъ въ ВИД'Ё:`

-

уз—і—Зісу —|——
73: 0

СдЪлаемъ предположеніе: у:?н—и.
Возведя въ кубъ: уз— Зиг) (@@—Н:) ——(и3+03) :0

, Упростимъ послЪднее на основаніи у:и+и‚ получимъ: уЗ—Зш) у—(и3+03) :о;что тожжественно удовлетворится подстановкой: у:и+и.
Теперь сдЪлаемъ: ——3ш): Зіс; —(и3+и3):г.
Возведя первое въ кубъ, получимъ и," 03: _КЗ; иЧ—из: _а

' ! `из, 03 корни квадратнаго уравнешя 224—52— #3 : 0; 2: __ 5 : 1/%+163
Итакъ у:У:%+`/Ё+163 + і/— % __1/1%? (Формулы Кардана).
Всякое кубическбе уравненіе Ат3+Вэз2+Сш—‚ЬВ:О приводится къ преды-  

{"",} душему виду подстановкой а: : у _
Ё—

: .(БолЪе подроб. см.:Шапошниковъ, Дополнительныя статьи.)

’ 82. ’ =
„ .

у " (3082$
`

1 . 2 зіп а;Н ! ! _ __ с 2
- : 1 . : ———$1паэ_————— _2’09086033у :: .

(11)1 0083$( )
0083.17

( 8 )

.
" 83. у,:еюгх :а; по опреДЁВленію логариема,

. ‘
унхг— О

‹

-` ' ' __ 100.1“ 1
… Если бы не замётили упрощег-пя, то у„„_ с » -—

тэ
1 1 1';; + 1°8х (__

1). ;& : О



——88——

%+1 _84 ау=агеЪ8т оігс+
1—13?

аш+агс со‘сз'азат—
› ___20195_1+$= [агсйдш+ агсоо’св'т] сігс ‚

02:1: ‹іа:
№31:

[1+ш2_1—+—а:2—]0ш
О

скат) не беремъ, ибо сйт можетъ быть во все время вычисленія прпнятъ
поетояннымъ (хотя и произвольнымъ по величин'Ь).

ПеремЪнное а: независимое; слЪдовательно все, его касающееся, въ томъ числъ
И его дифференціалъ совершенно произвольны. ДрУгими словами аш какъ бы новое
независимое перемЪнное; & мы его оставляемъ однимъ и тЪмъ же, не позволяя емумЪняться въ теченіи всего вычисленія.

Разъ сі2у=0, то ау:сопз’в; ;; выражается первой степенью я:
Иначе: у: (сс +1) [агсёзар+ агссо’сзш].  
   но агс сошли : %

— агс 13390 „+ тс гд'Ь и,“ любое цЪлое число.
| . .

22%;111: (%%—1);

ду=2пі1 між; №у=0
Прим’вчаніе: пусть агсъёа:: %; агссогёт : и.

_ __ __ тс т:
… _ тсОткуда Ъ3и_ас_соъёи_ъё [Ё—(Ё—иЛ—сощ (5—м).

СлЪдовательно 1):
% —и+т.

913/— Ь08'в85 См. за . № 47
_1/а+Ьа:+а:2

( Д )

@ <%) 1 1 (%)—+50) Ьозе
(із: :ЬОЁЗ' (_?) ++з -(Ь+ 2”) = _ ` +31/(а+Ьш+а:2) \/(а+Ьэс+аг2)'

86. @;—Ар (10%;Р ад)?1 №3 (ем. зад. № 82.)
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На с, т. е. на производную отъ показателя по у, умножается пронз—нотная отъ ‚эс, какъ отъ показательной функціи, по ‚показателю (су).
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На 6, т. е. на производную отъ основанія по ‚г, умножается производ-ная отъ ‚т, какъ отъ степени, но основанію (Ъг).
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ЗД’ВСЬ пришлось два раза находить однуи ту же производную отъ агсіцжу’по дугъ ту“. Этого можно было бЫ избЪжать,воспользовавшись однимъ свой-
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Пусть напр. эс, у . . . . независимыя;
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1), Ш, ..... зависимыя отъ тЪхъ же эс, у, . . . .

_ И еще какихъ либо независимыхъ &, 71, С, . . .° т.е. и:‹р(а:‚у‚……‚&‚п‚……); ш:ф(ас‚у‚….‚&‚п‚……);
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110 * ' ___—‚— ———_ ___— : 2дж ж дс дш—і— дш дж + ..... (Е. Д. В. ч. 1, @ О).

ди` дг дг дп д ди;Ё:“+__+і_ .....у ду ди ду дш ду
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это производная отъ и:;“(. . .) по ас, явно входящему;
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(П; ` Производная ОТЪ “2/03, . . 0, 20 . .), какъ отъ сложной функціи :!:, т. в.

по эс, входящему въ ;” ( . . . .) и явно и черезъ зависимыя отъ него 0, ш .
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67" д;” ди ) --
01“ до д/ дш„+ ‚°

' >д‘”+(ду+диду+ @ +
'+<д_ид+5 +дш' да) “%+“

Отбираемъ отдЪльно частНыя производныя оть
)”.”іт+дгф+ +Ёё<%6766—3+5@ + +Ёаа+ді;ап+_ )+

`+д’о(аз+…+%—‘Ём+…/)+ .......

 

'СдіЁВдовательно ' аи :Зі ат+Ёсгу+ ....... +д—дій»„+ дідашш+..... - .

_ Какъ частные сшчаи вытекаютъ формулы дифдференціаловъпростБйшпхъфуНкцій отъ функцій многшсъ перемЪнныхъ. (Распространеніе Е. Д. В. Ч. 1
455 17,18). ‚ .

(102440): аи+сіш .. . . . .1
сі(1ш›) : 10412447410 . . . . . . . . Н
& (і> : ШЁЭ—ЁНЁШ . 11110 ’Ш

_ д!”(1[/`(0)]_Йсіъ.._..……П/°
Функціями сколькихъ бы перемЪнныхъ ни были и, и: . . . , стоитъ тольковъ' общую формулу для полученія:

формулы [ вставить Ё10—:1‚д—]с——ди ’дш 1’

формулы П „
138—5—„ %_„„;

форМулы Ш „ %: %, ддТЁ
: _ %;

формулы ПТ ‚, 3%: %;
& вмЪсто остальныхъ частныхъ производныхъ всякій разъ нули *)

5Н'а основаніи формулъ П/ И П можемъ сразу искать полный диффе-‘Ц1алъ отъ заданной функціи и
_сЦагсЁЁ ссуда 31901.17 —}—2эсу 013;—№— “(233/2)——

1д2—Ц1201Т4—93а(3/2)]:1—+Й;—

2
› _ди1:39. Ціентъ при 01:1: есть частная Производная отъ „ по ас, т. е. %—д—

у($іпЁ—х———) "” 
*)) ПреЦлагается доказать эти частныя формулы независимо отъ общей (по ТОМУтуегг ду)и свврить потомъкаждое доказательство съ приведеннымъ выше общимъ
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Иначе пришлось бы
ди а: ’

а: ’
1 а: ’

— эс
’

1 1 2——= 1013— ъ_ :ч-Ь—х — :сощ— — ‚«_—дас < %

Ёу>щё< 831)5с
©35<Ёу>у<31>т

у 00$2__ ?! „$1113
ди 1 а; "

со 1 а: ’ 2 со 2—=—— Ъ— =СОЁ$—- — _ (——1)—=— ——›ду
щё< 8-71)…2/ у соз2ш<у>у

5111293
3/2

312311115"

дм: 22 01:13, аи=—— 22;
‹іу% . :р у 218

98111? 3125111—

2 .сс

уши?
124. аи: (81.702 — 108 ту —|— 3692) №0 + (—54т2+72ту——24у2) @Въ первыхъ скобкахъ частная производная отъ % по и, во вторыхъ—по у.
Проще ВЪ Данномъ частномъ олучачё представить: и=(3.ас—2у)3

от = 3 (Зт—2у)2(301т—2сіу)з (Заг—2у)2— производная отъ степени (3х—2у)3 по основанію, т. е. по (%*—29)
801х—2ау —дифференціалъ о_снованія (см. П).

125. Беремъ сразу полный дифференціалъ
@ —1

‚ссоіу — уфа:
1/т2+у2 , 21/(ш2+у9)3 . “(332+ у2)3

ЗД'ЁСЬС  есть производная отъ % по у, стоящему въ числителЪ,1/95 ,

причемъ подкоренное выраженіе (3:2—{11/2) разсматрп—вается какъ бы постояннымъ. Эта производная умно-жается на оду.

21/(5дТ—Ё`у253—
‘…

прэоизводная
отъ % по прдкоренному выраженно(ас +319), причемъ у, стоящий Въ числителъ (по но-

торому производная уже взята), разсматриваетсякакъ бы постояннымъ. _Эта производнаяумножаетсяна, Дифференціалъ подкоренного выражены, т. е-на Щау‘Ч—уг): 2жісс+2усіу.
65502
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 ау-

Ё ‚ коэ ИЦіентъ Ц И с! , есть —°1/ш2+2/23 фф р ?!
ду,

—аэсу .
‘

ди___“ ‚ коз И 1ентъ п И 61.93, ест _-
1/тд—і—у23

фф Ц р Ь
дт

Иначе, упростивъ данное выраженіе въ ВИД'ЁЗ %=`і_
2  получимъ от: а.( !> %_:_1___ . 233 у

““С—_7017! “ /-—у`йЁтёу



                                                  
1 Юй_3?_ РОИЗВОДНЗЯ ОТЪ %, какъ ОТЪ (— 2—) степени но ОСНО-, '

1 ‚

'
ванію‚ т. е. по

[(;/с—>2+1]
‘—

производная отъ [<;УН] по ;   Т _— дифференціалъ дроби (у—>
„*. ' ‘; '

26`

Полный дифференціалъ дроби (№124;Ш).'
3

›

=_(су—— аг) (айда — бау) —— (аа; — Ьу) (ссіу —.а‹іг)___
,

.
(су —— №)2

“(су —— аг) 019: + (Ъг —— ст) ау+ (аа: —— Ьу) від
(су — аг?

ЕсЛи бы не воспользовались (Ш), то
‚ @ —Ъ .й—Ъ `

—Ъ
су ———аг ((су —- аг)2 (су —— аг)2

ервый ЧЛВН’Ьёт есть производная отъ % по ас;

 
—Ъ„ —_ производная отъ % по у, входящему въ

@;

числитель;
___(ат—Ьу)с п изво ная от и по В я е въ(су—аг)2

_ РО Д Ъ. у, ХОД Щ му
знаменатель;

и(ат—ду)_ ”% производная отъ % по г.(09—05?)
;По упрощеніи получили бы тотъ же результатъ.

›1227 Можно было бы '
г 2 з . в2асуе ?! 8

] № уе _____—__ . [{
‹ _____

2 1/ (902 + №
%

+[1/_——т2е+11/(т2+у2)3
_` 3382 (90623; _— усіаз) & уе“ (12_

1/(002 + №3 1/т2+9 \
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". ВЪ знаменатель ПОДЪ КОРНЭМЪ; ’
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* №№диффер дрп'біи, стоящей гшщъ воішвмъ
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‚_,…

‚ ' ‘}?“Ф-д‘ „тт.? ""'
‚ ` ‚' :“ .‘

__ 52 __
2

д`?!33
:

9921473171231т—13—1

дт „ 7
"

-
_ дт -

_№:п(п—-1)(п—2)(п—З)$чуже? [при ”21,2‚3 №20] 2

дви,___—_ ‚ _ ‚ _. __` п—1 т——3!—2

Веря подрядъ полный дифферешдіалъ два или три раза. непосредствен— _

д ‚ 6 д 2но, ИЛИ же пользуясь символическими выраженіялш: №и:<д—ш +
д—у *$) и

‹іЗи— і і+і)зи——17пъ‹[12›еъ‚1ъ
у_ (да: Т ду да и„ '

(Ри: п (п ——1) $" ’2утгрс1$2—}—т(т—1)$”у”'2грсіу2+р (р—1)$”утар 2433——'

+ 2тп$"—1у“_1гра$с1у—}—2пр$”у
1 ’”г"1‹3$сіг+ 2тр$"ут

_1!”с!„1,3,
(1325—27, (п——1) (п—2)$”_3утгрсі$3+2т‚(т—1) (т—2)'$”ут_3 гр6193—14}(р—1)$”утдр 31154—

—|— Зп (п—1)т$”—2ут—17Рс1$ту+3 и(п—1)$п_2у”’31°_1‹і$2‹іг+
+ Зпт (т—1)$”іу'” 23Рё$с1у2+ 3т(т—1)р$”ут`221’— ікіугсіг ++ Зпрф —— 1)$$”` 1мтз"гсішігз—|—31т.р(р—1)$”у”"_1в”2сіусіга+6птр$”`1ут_14”

5737/15/02   ди_ {”$ ди .1— ‹_ — ` —= , —1— — —1135.
д# г,"_1_———_‚—{— 21111313823; ду

2$1п(2$
[ %))—1033;

Зи 8%
да: ду

_ 400$ (2$—‚1—4у) ,
, №_ 0.

дм _ „, _ 6% __ „„ 2136. $— у $103у‚ 52—2— 3/5
($108?) °

да“: _ д (узхф 108?!) _ :::—1 ,
_

з: 1 _ 3: —1 ‹

деду ___ ду
__ 2$?) $10$у+у

$?!
_$у (2$ 1033/14)

Или @ = 233
№4

ду
дви! :д(г$у3х—1) :::—1;

.

5.2— 1 ‚ 2 .

дгд—у— де
‹

=$у ‘ гагу (103у).$ Го же выражеше.

ди_ 1 $137. — (—1) —
д 3 2: 29 1+ ‚2 уд уа—і—т

6%
23:1;7— 1

ду2 =—‘"’—”
›‹у2`17Г—г—' 2›2?=”

2(ао2+у2›2(332$_ 2$
.

8($у2
„.:; 3512$2 =‹Т`2+у2)2+2””‘”`‹ш2+у2›2:‹ш2+у2›2 2+у2>2272+212>3

 
138. Такъ какъ порядокъ дифференцированы не измЪняетъ ИСКОЫШГОвыраженія, & въ выраженіе для % входитъ 3; два. раза, 2: же одинъ разъ,`

2 дн “(!$—дуто бе емъ сначала 1! оизвоцную— пои ; _: ,р
_ р

_ ., , „
,

дд „(г)?
& потомъ по у 333 _ —‘“” 037—53! Ъсу+—аЬг—2ас$ дгд?!.
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("—94435)?_. 200 (су—аг)3= (су—лг 3
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%——И Т Л Надо знать частныя производныя отъ 1/  ”1/00_ а)2 + (у —— Ъ)2 + (Я —
602 =; 2(ЁМЗЁ;Ёу;ЁЁЁЁЁ(2_—д)і)№—   ші=$—а 311;_ 1 (;и—а) (;и—а,)и №77“ #3ік=и:ё % 1@—ы_ ш—ы

да и? Т“?"и?
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‚
2 ди 2

ди>2
(эо — а)2 + (3/—

бд)2 + (в — 02: 1
' + + + 2

1 д1/_ З(а:——а) (ас—а)__ 8(“(50___—а)(3)—
4

_
3 +_— "‘ _

3
+

и д? 7 774“ и 7+++
_ д2 _?) 2 д2 _ 2

Ёрдобнымъ образомъ
733/22—_1/_31_'_3(9_1/__5)

’ ЁЁ—__1/_З+3(12/Бс)
д2ц 2% д2и

Откуда 5;г*+дуё—+з@ё==

=______(т_щ(_8)1 д1/_3(9с——а)(у—Ь)_
1/49д9__ ъ/Б

’     
  
   д2и __ 8(а: —— а) (.8’ — с)_ д2 8(у — Ъ) (в _— @)

(‚(б.нымъ
образомъ д$д2_ 1/5

‚
(№292_ __17.5__

дтгду ддшдг дудг: 1/
5

'

а: входитъ меньшее число разъ И проще въ выраженіе для %.

ЭТОМ

,

ЁЁ— З ш2е2—-—г—

(32% ‘_ __ 2 __ _
сіжіг _ 83/50 в `

` "

Очевциднои=;[зіп 21/ао_2+т — зіп 21/у2 _}—т]
93 __ 3 д зіп21/ш2—+_—и_ъ_
,да:

_
2 01%

дзшвімцт “будетъ функціей Одного т, такъ какъу совсЪмъ не вой— 
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'обЁымъ образомъ‚ взявъ отъ 1оэфиціента при оду произво,шую по у,
_

д2и ____бту (1 +ш2у6) —
831112. 6.932315 базу-—— 12333317  _(1 +х2у16)3 :

(1 +332?!6)?
'

`
‘;

___
'"“

25531861372+ 63/2 (1 _т21уб)сіжіу+ бшу (1 ——- 29012316) 613,12

> (1 + %“1“) '
„ .

_Зіё;+е@+?}
___(6_.7с_сіт__9—+вусі„:)(«Н—е)—(оа:901а"—Т—ед’сіу)’

(:гЗ—і—ву?
”№7

_\ .
д.2 …

дж ‚ И изъ пропзводнои отъ ‚г по ‚оо, ВХОДящему черезъ @; *)

„Ъ‘Ёсвою очередь какъ функцію иса).
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'ымі›_(В). РаздЬлнВЪ 0613 части (С) на а;: почучпмъй (110.11).
‚ ‚ (12

Чтобы найти ((?—Ё, надо взять полную производную отъ 733 по` т. (А)
. ‚ , . (72_ (11№ % ВХОДИТЪ ТРОЯКО ВЪ ВЫРЗЭНВНЦЪ ДЛЯ *Ъ.
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.»въ-твнражеше для 52,5 такжевходитъ :.

_ 18№дг___6у(1+зіц’г) 8—33 увілг('1+зіц’г)_ 2 д: * 3Г1208:+—_—::‘соЧвТг&:— ш’сов’г да:!+ [ 3300842 ?](й)_
_6у_в__іш 82:33+ ЗР

уа—[ё—віп’г) д: д’:- _‚_ ; № _1'. «332
—:Б’соз’гд$* 13360835

'
215]_диаз? $2808’2_ "‘ ЁЁ

д
‹

_ дт д_% внражеше для д; входить ;; трояна: явно, черезъг и черезъдд;‘ 2
_

він: да гувіпздв
+[у(1+віпё‹)

1' да 32 [ (увіш і) дт
Ё№+Ё№’г&—№№д; ‘ гэта“: +?]д—хдЭТ 3260522“: 'дхду'

.220; причемъ принимать ВО ВНПЫЗВЁВ, какъ ВХОДИТЪ (и явно & неявно)
фференцируемое внраженіе то независимое перемінное, по которому

: ;произшщная.іі.иш просто найти второй дифференціалъ отъ и:, выразить его
*0днородлую функцій) (пороге измыгенія) первшъ цифферещзловъсшшхъ перемЪнннхь; тогда сразу получатся всЁ вторыя частини
водння отъ %.

. ‚ г г" д.г—ЕЁ

гуаг—яду
ЭЁЛг_'1(у&г—гйу)2 ‚2 26(520 а ___—___.+

$619+ 55?“—у 9"— Лу 1,2 к

2 5052;
(4901г+№г— йгду)+———(12;2г2)2(г№+тдг)2—ШЪГгг-г
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›

‹ д .

Трперь надо замЪншъ аг черезъ дім+%ду
аут

,

и && черезь
да;
№№“) +222%; №йу+3ё ”

&

&2_2Ё+3%1_2ж№+д;д)22}д(аш+№“@@@ мёд + (14-3332)? $+      , да &: жда: дд, дг<
даша у я№9 дт»; 14423? пищи 9

‚ ‚ 6% ед:
— - г; , д' .' _а)

№;(ЗЁЗЗ
__ )*

5—3—
д‘д’я $893

_дзд;(;іу)‘;
}“?28111;+2808;Т—№—. “№№ удуг_ 1+3232+ (1+ш’г*)ч’ @”

Щфшшентъ при №2 предщавитъдт,
. дт

ПРИ @ „ %;
(%%

!* ‚коэффшвіеша при №49 даетъ ' @

—№6т+№)@№д”№+ №95 ——$ш (…и—+— ..:;ЖЁЫЖЁЗ + №)з+ @@@—'
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Чтобы выразив. №№ въ дифференціалахъ НВЗЗВИСИМЫХЪ перемЪнныхъ311,10 зтъвшгь ’

@=ёф—Ё@;Ё№+фш
+  д?! да д’
1а_‘Т‘Р &&&—р…трг „дар др _ „ми„“ Р — г;?“ *" 3'1-9 ‘ з:“ Т№4‘+*№Му+-дщдгдфдгт- джи "'/“*
1

д’р дер ‚ д?!) 52 +2—+‹і . : __ 1
'+

дудгдусіг ›

будд уси—г дгдгдт
Шпобвсьшъ абразомъ (19 и №9.- . . 031!?_г'шоравъ въ выражешп № коэфишенты при №2, дуг. ., получимъ Ё и т.д.

.
0-243355; половины неэфшпентовъ при а:;сіу, диаг, ..... ‚ получимъ дий н т. ;1.

Въ Ш выражены будутьвходить производныя, первыя и вторыя, отъ
‚@ 1 ‹;г которыя шщжно замЪнить въ томъ случаЪ, если данъ видъ р н 9.
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151. (ім : узда: —— $2431 —;— туда
4125! = 2 (‚тдусі; + 3162113: + гажіу)
№3; : 6 (15: дуаг ’

(РМ: О :
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1/232 +22 ]/я:2+г? 1/ 1/

Коэфиціенты при дифференціалахъ суть частныя производныя отъ ипо соотвЪтственнымъ перемЪннымъ. Поэтому
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1/[азг+уг]3

2 Т
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часть для сокращенія письма..
означень черезъ 1/ съ тою же цЪлью.
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да;
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_ аш

- _д_г_‚_‹тз)
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(1311, (‚,(ТЗ)+3 ();—(Гд?008Т813+3—;{Ъ3і’2 сов".07+ 82% 0033.92

—‹_3= 2 дэ ‚ .№; ——3д[(и,8) зіпт—81320;
’$) зіпт созт— ЁЁ'Ё’Ь) воза: _

- дд;дв & :зтт
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… ПодобнЫМъ образомъ въ окончательное выраженіе для и', и надо
':ВСТЗВИТЬ 8—_ 8111.93. >

' Сопоставить съ (Е.Д.В.ч.1ё36)‚ отбросивь тамъ знаки равенства нулю.
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0123212
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_ _сіа:
‘Зд'ЬСЬ-аСложная функція т“ (а: входитъ явно и череаъ у).

‚ /

т.
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И(191 "“:]! 2Поэтому ‘ ] — -…‘…_й у

СИЗ
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а: 3:2
 

] ‚ 27Вставляя вмЪсто % (или у) равное ему %,
% _Ё/г 2?! _32
да:?

_
9:9 а:?

_
3:2

 
сіу `

сіз'у _ 22; 431 _ 0(іхз _ $2 $3
_ '

Третья производная,т. е. производная отъ второй производной,Обращается въ
аг ‘ (и

?нуль;слёт. втораяпроизводная величина постоянная[ЁЁ
: с

|; СЛ’ЁД. (‚{ :т +0];

Тогда

ЗТ? 'значптъ у:'—_‚-—{—с1т—д—с2. Посмотримъ, удовлетворяютъ ЛИ получепныя
значенія данному уравненію; ДЛЯ этого встаВИМЪ ИХЪ ВЪ наше уравненіе

'

282_ _!___сзН—ш ст—}—201 ,

ш
ЧТО ДОЛЛіНО ПРЕДСТЕЪВЛЯТЬ ИЗЪ себя ТОЭКЖЗСТВО ПРИ ЛЮбОМЪ ЗНЕЪЧОНіН .’Г
СЛ’ЁД. коэфпціенты при одинаковыхъ степеняхъ гг въ об'БЦХЪ частяхъдолжны совпадать Ес; 01:201; 0:202.

Слёдовательно С1=Сэ=0‚ & @ произвольно.) ‚ ‚ ' 0.222Ьырамеше Для @] будетъ у:.Ё,
()пли, замёняя ‚) черезъ %, у:]стЗ

Иначе это можно было бы заключить изъ того, что для получопія про-изводной первоначальная функція Д'Ьлилась на %, (т. @. какъ бы степень тса
въ выражен… для ‚11 понизилась на. единицу) Н умножалась на 2 (т. 0. 11:1 посто-янный множптэль).

Такъ поступаютъ при дифференцированіи второй степени т”.
_4

31 .т

'

. с
’

1Еще иначе: перепишемъ данное соотношеше ВЪ ВИД’Ь 15” :“)
Въ Об'БПХЪ частяхъ производныя ОТЪ логарпвмовъ;

слЪдовательно 10831 : Шокин; (701151;
?] : 821од-эп+Соп$г: еСопэг (6103$)?: (0011810332: 76.182

 
612.11 _162. № __ О

163. т=1. ›" . 
Функціи неявныя одного независимаго перем'ізннаго.

164. За независимое перем'Ьнное въ
пію ‚7: будетъ соотвіътствовать
рЯЮЩИХЪ

задачч‘з принято а:. Любому значе—
одно или Н*Ьсколько значеній у, удовлетво-уравпешю ВМ'ЬОТ’Б съ соотвЪтственнымъ значеніемъ ‚т. Значптъпише урагвненіе опред'ізляетъ у какъ функцію аст [у=ф(т)]. Возможно п.…  
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ъ'др'ЪШИТЬ уравненіе относительно у, (р'Бшить въ обыденномъ СМЫСЛ'Ё—т. @

дотавить сит) въ видів совокупности нЪкотораго числа изъ шести основныхъ алгебраи-
55314351»,атакжеиобщепринятыхътрансцендентныхъ функцій), НО, если вообразимъ‚‚відвмтізсто ?; поцотавлено Ит), то танное уравненіе обратится въ тожнье—

СЛ'ЬдоватеЛЬНО, ЛЬвая чшть уравненія представляетъ ИЗЪ себя так;10
„у ‚кцію ОДНОГО Независимаго перемізннаіо т, которая ПОСТОЯННО равна

10 Значитъ п производная, п іифференціалъ ея равны нулю.
Если пожелаемъ написать произвоіную отъ лЬвой части уравненія
адо уяснить, какая это функція тва? ‚т входить явно, И черезъ у. Зна-

› и'ЬЪ это сЛожная функція отъ івухъ функцій—цперемЬнныхъ, зависимыхъ
дъ’ авт, причемъ одна изъ нихь просто оамот

Беремъ‚ значитъ, произвошую какъ огь сюжной функцій и прирав-“чи аемъ ее нулю*.)
(Зу2 —— За:) у’ш+ (8.902 — Зу).1: О

——З:)с) —— производная ОТЪ ЛЁВОЙ части уравненія ПО 31, (какъ будто быу
было перемтэннымънезависимымъ) умножается на производную
ОТЪ у ПО а:.

Ё— Зу) —— производная отъ лЪвой части уравненія по а:, входящему яв—
`

' НО, (тоже какъ будто бЫ у независимо отъ „с) умножается на про—‘

изводную отъ 95 по а:, т. е. на единицу.
’

_ _ : — ___,;Отсюда у ‚д или
03%

_
т_у_

У‹:Иначе если бы пожелали приравнять нулю не производную, & шффе-
ціалъ лізвой части, то безразлично, какія переміщныя, зависпмыя нлп

" т-ъ, входятъ въ ея выраженіе. Итакъ
Зуту —|— 39090135 … Зжіу -—— Зушс: (›

. @
Откуда, по раздізлеши на аэс, ‚опреДЪлпмъ а;;-
ТдКЪ НЁЪКЪ уравнеше третьей степени ра-зр'вшичо В'Ь радикаЩХЪ ГО МОЖНО ПЫ—

бы _изъ даннаго уравненія опредізлить у въ функціи шт и находить производную
гакъ отъ явной функціи, но дифференцированье вышло бы непомЪрно счожно.

‚
у 165. Л'Ьвая часть уравненія есть функція двухъ перемізнныхъ, зави-

… '”“) Основныя алгебраическія функціи: сумма, разность, произведеніе, частное,
\‘ЦЁЛаЯ степень, корень цізлой степени.

» Общепринятыя трансцендентньш—танін функціи, Н'ЬКОТО])1›Ш свойства которыхъ
‚мучаются въ элементахъ, и чИсленныя значенія коихъ для любого „с могутъ быть
ычислены по н. н. употребляемымъ таолицамъ, напр. Лаланда: :\ ‚‘Шфференціалы
&кихъ функцій даются въ курсахъ, какъ основные (103$, ет, $іпас агеіош и т. п..)”) Иногца, длянраткости, мы будемъ условно выражаться въ подобныхъ случа-

вОзьмемъ отьданнаго уравненія производную,дифференціалъ;.. понятно, что диф—
е_енціалы либо производныя можно брать отъ величинъ, & ураішепіе не величина; но
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Взявъ дифференціалъшягполовины)‚ к'акъ функціи цвухъ перемън-

$№4ШЪЧУ @=_Ёіныхъ, прправняемъ его нулю [12 . Ь?
__ ‚ №: аЗу

НЪсколько сложніз‘е вышлобы дифференцированье, еслн опредъдп'ть
у и нахоцить производную явной функціи тт. Зато въ найденное выраже-
н'іе для у' не входнлъ бы у, а, только х.

 
166. Беремъ д-нфференціалъ половины Л’ЁВОЙ ‚части и приравниваемъ

его нулю
жіт _уіду
аі’ 71°

ЗдЪсь независимымъ перемЪнны-мъ указано считать у; поэтому, раз- .

дЪливъ на @, найдемъ

=О

<&…Ёд
Щ; _Ь2 $

‚1
167. Найдемъ—Ё(із:

Беремъ Дифференціалъ лЪвой части, какъ функціи двухъ перемЪн-
НЫХЪ (сложной, ибо одно изъ перемЪнныхъ зависимое) И приравниваемъ ЭГО

нулю.
(@ 4 Г`-.…" ——-2.* _—0 — _„23 Вт (13: 7`2руау Откуда (із: Эру—

- - ‹ 2 Пр 31На основанш даннаго уравнены ;:? 56—-

у 4 2717 у - у‚ и . „ ‚Ы'Беъъ ___— ___ __: ‚. _Подставчяя въ претыцущее п 1
№: Эр 8 т 133;

Тотчъ же результатъ безъ всякой замЪны- можно получить, если предва-
рительно прологарпеьшровать данное уравненіе.

1088+81083=1032717 +21033;
.

(іх
_) ‹і_у

$ 31

ДЫ'хствптельно, продифференцпровавъ, увидимъ

168. (Опред'влить у черезъ аг можно, но не елЪдуетъ).
ь __Ь.)

аатёдау+усіт+ аюіу: іЩ' 2 `/д_2_;_у2
Правая часть должна быть упрощенна на основаніи даннаго сомно—
шенія: замЪнимъ 1/3-2—7—3/2 равнымъ ему выраженіемъ.

Тогда ш! :: —1— Шу _:_ уаз: _:_ .’гсіу—_ діеішгг/сіцТ'— у—гтг/  Откуда, разгвливъ на. ат, найдемъ
ду _ («#!/)(ж—Ё—Ъу—Ё—ту)— т
д; _ ПГ№Щ

Вообще, слЪдуетъ замЪнять выраженія ‹:ложныя равныхшимъ 001136 ПРОстьши на основаніи данныхъ соотношеніі’ъ  



   
"м …но былобы возвести уравнеше почленно въ квадратъ

: („%;/„Юг:№№6 по дифференцированіи даетъ
>_2(аа;+Ьу+асу)(аат+601у+жіу+усіш):2шдт+2уду

Откуда разд'ізливъ на візи, то же выраженіе для ‘
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Примізчаніе: 103`(—1)‚есть величина, хотя И мнимая, но постоянная,—и ея

‚дифференпіалъ равенъ нулю.
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Можно было бы данное уравненіе возвести въ квадратъ, чтобы избвгнуть
‚ логариема мнимаго количества

 



_— 66 +'
__1
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Если бы непосредственно, Ато
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Умножая на 2(соз ,где/% и отбирая коэфиціенты у дифференціаловъ,
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Чтб можно представить, зам'Ьняя взаимно другъ другомъ равные междусобою у108т: И 19510831, въ ВИД'Ё  
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1.1:175. Переписавъ искомое въ видъсш:
сти суть производныя отъ логариемовъ.

103$ + О :108уТОЛЬКО ПОСТОЯННЫМЪ

ЗамЪняя С черезъ 103%, гд'Ь іс:ес‚
ЗНЕЪЧИТЪ Н8‚ДО ИЗЪ ДЗННЕЪГО уравнены ВЬ1В60ТИ‚ЧТОу

Разд‘Блимъ И чис
КОСЭКЗНСЕЪ, Нд, .’1'3,ТОГД8‚ наше уравнеше

Это очевидно уравненіе относительно 0
это непзвЪстное опредъ

(! ' ,%, можно видЪть, что 0015 равныя ча-

Значитъ сами логариемы отличаются

1089—10316ш; откуда у:!сх иш/1;
"_ПОСТОЯНН()_\П

ЛИТВЛЬ И знаменатель ДРОбИ, ВЫРЭЁКБЪЮЪЦВЙ ВЭТПЧИНУ
представится, въ ВИДЕ
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дится въ функціи коэфиціентовъ уравнены+ по-
  



   
   

     
           

1янныхъвеличинъ. Итаёкъ постоянн0[=сопз’с]. Простое дифференциро—
ье даетъ искомое.

`__176. Данное соотношеніе есть уравнепіе относительно ‚ту, изъ коего" @, ВН6Н1Я гру МОЖОТЪ ОЫТЬ ОПРЗД’ЁЛВЕЮ, какъ ВВЛИЧИНд ПОСТОЯННЗЯ (ОДНО'
щеНіе или Н'Бскольно —— безразлично).

Дифференцируя ту : еопзі, получаемъ:_ . . ду _ у
Ыу+уоіт

__ О. Отсюда.
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1177. Написавъ данное уравненіе проще въ ВИД’Ь (х——у)у”:гг+у,
фференцируемъ его (а’ш—оіу) у"—{—п (т-——у)у"_1сіу =02т+ау1
нежая уравненіе на у И замгвняяу“

черезът—ЦГ—Ёполучимъ:
'

у(‹1т—6іу)(т+у)—‚—п(т+у)(гс—у)йу=у(т—этаж@)
2у2 ‹1у_ 212
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тсюда ду:
23/32—92($2_у2) ‘” адд— 2уаз—п(%?—у")
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йуЗ—уЖ—Зіп

ту) (уйт—{—т‹іу)
—<103‘у—}—у——;—)сіу: О
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«. 179. Дифференцируемъ обіз части уравненія.
(Если бы опредізлили изъ даннаго уравненія эс въ функціи у, И подста-

вили бы такое значеніе а: въ объ части нашего уравненія, то оно удовлетвори-
'лось бы;‘значитъ об'В части уравненін, 1шзсматриваемьш, какъ функціи уйа, тож—
Жественно равны, слЪдовательноИдпфференціалы обЪпхъ частей также должны
быть равны)

утюёуат + эзу’ЬЧіу — 391326137: 1$; 2 @@
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% _Откуда '—
(№1094! ___ За:?) (1+29)
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180. Лізвая часть уравненія есть снежная функція двухъ функцій
ёдного перемізннаго: одна изъ функцій _ само независимое перемъшюе;
ру’гая—его функція у.

"

ПрИравниваемъ нулю полнущпроизводнуюотъ лізвой части по т“, какъ
“Ход'ящему явно, такъ И черевъ его функцію 31.

$9373} +% у—% у’т : О ИЛИ уд‘ + 90% у’т :: 0
'
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еЛюбому значенію т, будетъ въ силу даннаго уравнепія еоотвіътство—

_ и относительно ут) стопько же значепій у‘ „. Сліщовательно у' „‚ есть
анте функція перемЬннаго :г. Итакъ пізвая часть уравненія (А) тоже

дожная функція одного пезавпспілаго перемізннаго я:. Но здіъсь а: вхо—
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новаго перемЪннаго %„ зависимаго, какъ раньше было показано, также
отъ а:. Производная отъ у’„ по :о, т. е. (уши означаетоя черезъ у.

Беремъ отъ лЪвой части (А) ПОЛНУЮ'ПРОИЗВОДНУЮ ПО “› ВХОДЯЩіёму
чрезъ три различныя фУНКЦіИ (% 9' И ЯВНО) И ПРИРЗВНИВЗЗМЪ ПУЛЮ-

`

1 —^ , 1 _
/ 13!__ ___'__ду “Идёт %?м—Н” ?Г—О ИЛИ

231%
у

‚_ ‚2Вставляя на основаніи даннаго уравнены вмЪото (“&ЦГЁ/і)"9‚'[111і111{5711 %
.

изъ (А) вмЪсто у’т равное ему <— %>, получимъ
а: .

1 31% %
н „_ 1_ _ :: о Отк да , _ —_

8513313 $$
+ ас у у ?]

Зті/шу
Если бы пожелали. приравнять нулю дифференціалы Л'ЁВЫХ'Ь частей,

то безразлично было бы, какія перемЪнныя, зависимыя пли пётъ, входятъ
въ лЪвыя части. Именно

'

%т_%сіа:—{— ёзГёсіу: 0 или 31% йт—Ъ—тё &920 (В)

Такъ какъ а: принятъ за независимое переМЪнное, то від: въ теченін
всего вычисленія можно считать однимъ и тЪмъ же, слёдовательно его
дифференціалъ аши) можно считать какъ бы Дифференціаломъ поотояннаго,
равнымъ нулю. Сл'Ьдовательно, л*Ьвая часть (В) можетъ быть разсматрп—`ваема, какъ явная функція трехъ перемЪнныхъ: ас, у И ау; взявъ отъ нея
дифференціалъ, приравниваемъ его нулю.

_2 _
1

%у Заоитдгёт %а‹т)ау—:—М<аш=о
сіщу) называется вторымъ дифференціаломъ у. Преобразуя, получцмъ

_Ё ?`—‘ №атау+жёсізу=0
%ау должно опредЪлить изъ (В)

ау=—%а$_%

Упрощая послЪднее уравненіе на основаніи Данного, вставляя выра-. . 2жеше ау, по раздЪлеши на, сіао2 опредЪлимъ: Ц=%_01052 ЗЩ/ту
181. Беремъ Дифференціалы Об’ЁИХЪ частей уравненія, какъ бы отъ

функцій двухъ переМ'Ьнныхъ а: и у, входЯщихъ явно, И приравниваомъ пхъ
дРУГЪ дРУГУ

фа:: ету+ увидав
Что по исключеніи ет на, основаніи

у(2—т)сі:с—(т—1)сіу=0.
ЛЪвая часть поолЪдняго

перем'Ьнныхъ а:, у _и №:, входя
остается однимъ и тЪмъ же). ПрИр

данного уравненія упрощается ВЪ

уравненія—какъ бы явная функція трВХЪ
ЩИХЪ каЖдое само по оебъ (№; по УСЛОВіЮ

авниваемънулюДифференціалъЛ'ЁВОЙ ЧЗСТИ.

(2—'т)0’удт—З/дт2+у(2——ш)агш——аму=о  



№50 =усіш2+(т—— 1) 6123013;                     
     

у(2 + %)
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Но изъ предыдущаго уравненія ат $17): ау.
'

лЪдовательно №2=-(—т——1) (8 38)— № "
_

_ у"(2—5073

“82. Избавленіе отъ прраціональностц ввело бы квадратъ транцендент-
›
ункціи, что усложнило бы, а не упрбсгило вычисленія. Беремъ диф-нціалъ Даннаго уравненія

256125 + уау_ ‹ 7

т ‚жіу ——
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%

'.ЪЁ‚‚_Абожда‚емъ отъ знаменателей 1/т2+у2 (9001.2: + уау)__— т (70011 — уст).
е_рем'Ьнныхъ ВЪ послЬцнемъ уравненіи по условію вопроса надо счи-

три: т, у, ‹іу. Снова дифференцируемъ послЪднее уравненіе
2+92(та.;+ 2012? + 1/«’03+у2 (айс?+ 0122+ 20122): титау + №29 __ ауд”)
ИЛИ (тдт+уду)2+($2+у2)(СітЧ—сіу2) =(тт—91/552_+_уг ) 1/332_+_ у-’012у
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‚1..2потому таш+уау=_щ.)_.2_ „; №2+@…___(Т_цін
;?!Т__Ё)_"2)№-_ тт—Щ/а: +у (…„д__Щ/„д „Гу

2 __]— 2 2 2 2Итакъ _22__(т у) (032+у2+ 3т)‘” (**тб——у1/='32+у_2 )
,

. . 61 ‚
521183.

Беремъ первый дифференцшлъ %;__ %?
(11:0

_6131— ;да/20

1 64
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312013; + $201.70 — жду — ауди:: 0
(т? ›——- ауща:+ (92 -— ат)01у: 0



 
(733333 №№№ в №е№ т.е. полагая (133,720,

{&&—_щ) М+(52"—`—ц)№+(2№„— тім) ду: 0  2 '
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' .,*ШШ @ ПРПЕЩВ‘ШШ 1125=_‘ЩЁЛЁФ'Ё—Ф'дуді”+ 9013г)

30 изъ Перти} № №=———%:—:—:;
; вставляя; ИМ'ВЕМЪ !

г"г„=—— ———————- та и 32— 4— (;да—@ дуг: дд;№—
‹

31:39);
[„„2_М? (92— )( 4:7) у у)] ‚

30 3:1 «ЗШОВШЦ №0 уравнены совокупнэеть первыхъ трехъ одночле- ‘

зовъ въ скобШЬ равна №.
33$:__ № №_ №тду—
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йа.
№?'—

#

.‚——3‚75\/у_ ЗД'ЬсЬ % (А) мы @ считали постояннымъ.
;

Если бреиъ статьей паеюянншсьдодифференцированье (А) дастъ ;
д

`;

(

+

0: (2— зщ’ё№Н2у—2дщ/у) ту
дэу 2—3

751/________(‹1у)2_:9
2—з,751/у

02:5: у(2——251/75)“ у'чгд—щ/ЭР
186.Яогариемируемъ давшие уравненіе ‚гіозу: +03 (‚т—а)

Дифференцируемъ ет
_

10337719: + 3% :Ё“ '

_

у{1———(э:——-а)103у]ашхтфг—ажіу . . . (А)
Снова, цифференцируемъ, считая @ постоянцымъ,

[1 47—60108'71йудт—ттиаёйт—уібёудш"ЫП—(т—адозу101374№4061!“
Вставши изъ (А) величину & опред'Ьдшмъ

161—77}№:]:——
м-„П“__“)юзурргж2а—1)—{—2(1—{—а—х)(т—а)1031—03—77)(10‘)_/)2}61.1 "

Считая аа: постояннымъ, дифференцируемъ (А)
[1—_(ш—а)103у]ауйг—у(э:——а){;и—фазу да:?: (2:1:—а)‹1уаэ: %— т(т_а) « ‘Зу

_
Вставляя изъ (А) величину @, опред'Ьлимъ‘

ту :ЁЁ;__—_а)? [(1 + ?а—т—Зи)+ ?(эг—а—П (эг— _а)100'уТ (‚%—а)2 (100‘_/)
]611’3

187 Первый дифференціалъ даннаго уравненія, сокращенный на 4
(тз—?ату)ат=(у3+ат”) 61.41

Второй дифференціалъ
(№№?) 0129"’(%?-*'Ёау) 0132—‚22ажішау—Зугау2  
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Уда (ЁЁ! (390‘_2“?/)(13+№°)246”(113+ах2)(%3——2аа:у)3у2(“53—12%”?)сіасй— (уз_+_ж2)з

4188. (431 — $2 + 423 --- 8) у'— 2 (3:—2)у__— О" (431—9024—450—З)у”+4у’2——4(т— 2)у' ——2у=0.
‚_;‚Умножаемъ на квадратъ коэфпціента производной второго поряцка
__Ъняемъ (431+ х2+4ю—З)у’ черезъ 2(.о`с —2)у‚ тогда у” опредЪлится
уш'сціи т и у.
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д.93
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01.23
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@

‚+189; 1 =3+ сову @
\,.

$2?! . @ 20:№ (1 + сову) 2— зшу
(+211дру0: 1 005 —$іп( + ”61% пу(Т+——1д—О$у)2

{$3: зіпу _

11932 (1 +005у)3

`190. г' (1 + я: зіпг) — 0052 = О
“ г"(1 + 30 зіпг) + ‚2’2 эс 0088+ 23’ зіпг: О

е"(1 + ::: зіпг)3+ 9: 00532+ 25іпе 0052 (1 + о: 51112): О
- „ а: 00532: 2 віпг 0052г =_ —————_________—(1 + а: $1112)3 (1 + а: еще)?

35191. 0: 400531012; —— 4$ зіпуаіу — 2.2: 00$2усіас+ 230200831зіпу ау
"

230 $іпу (2 4— тсозу) ду = О                 
ЁЛ'Сокративъ на 2(2 — аг возу), получимъ сову ‹іа: —— :с- зіпу ау: 0

' + 2 зіпу @уйт + а: возу (13/2+ эс зіпу 652у_— 0

возу №2 ‚ (308331 2 2 2 _
твій]; сйт +эсзіпу01 у_ 0

@ __ 2 сойду + со’вёзу
№32

__
т?

Множитель, на который сократилось первое дифференціальное урав—щ',помогаетъ упростить самую задачу. Въ самомъ Д'ЁЛ’Ё, перенеся все
‘ имаго начала въ лЬвую часть, могли бы заиЪтить, что послЪдняя пред—
авляетъ полный квадратъ. Д'Ьло свелось бы къ уравненію 2—9: созу:0.

2Въ Данномъ спучаъ уравненіе можно ныло бЫ рЪшить у—_агс соз——. Отвізтъ не

‘

192. 2у у’ :— 2.13008(а2——т2)  3/24”?! 9” = —— 008 (а?… ж?)-_2„251п(а2_„ш2)

„
‘

ш20052(а2——т2)+у‘2[00$(а2—552)+2’13281п(антд)]
31

= '—
уз

0123;= __
“7320082012_$2)+92[005(;:—$2Н—2ш28іп(а2—т2)]№(: предварительноерЪшеніе даннаго уравненія отвЪта не упростило бы.



_; 72 _
Цифференціальный козфиціентъ (коэфиціентъ при (1332, т. @. вторая про_пзводная) можетъ быть выраженъ алгебраически, если на основан… ддННагоуравненія исключить зіп и сов.

2 ‚ 4 2 +:4

дэу=_т‹1—гу›+3й1 „„„-3 
193. шіх+Ьоіу: $а$+уіу ‘\/ т2+у2

_(М + ду + сжадт+ Му) = 006190 + усіу (А)
'

[а<ат+ъу+с›—ш1ат=[у—Ь‹ж+ъу+е›1ау
ау и(аа: + бу + с)—х _ ‚

%Еу—д‹аш+г›у+с›”у
Пзъ (А) ИМ'ЁеМЪ, дифференцируя его,

(от+ Му?+ №96 + 531 + 0) №: 61002+ 43/2+ 3101211;

‹Ру _ (и + 193/92 — 1 —— 9’2
атг—у—Ь(ааз+6у+с)

Подставивъ вмЪото у’ его значеніе, получимъ
сру _ {аШ—д(ж+ду+0)1+д[а(ат+ду+С)—т]}2— [11—43 (ж+ду+0)і2— [“(ат+ду+д)—т]2 -.

    Откуда  аш?
_

[.и—№№+ду+0)13
. о1_{у`_(ау—Ьт)2—[у— -Ь‹ж+Ьу+с›12_—[атасдгду—г—ач—тг

*А по упрощенш &тг— ' [у—Ь(ат+Ъу+8)]3

194- тут + тгусіу=0+у> (т2—у2)йу—(1+у)2у01у
По умноженіи на у и заМЪН'Ь $2312 изъ Даннаго уравненія преобразуемъкъ виду

[“+ у)?“ (№_ 3/2) + (!+ №12 — (1 + 31) (№2 -—у2)у]бду: тузоігс
(! + 31) [М+ уЗ] сіу: тузоісс (А).

заМ'ЁНИВЪ ту черезъ (! + у) 1/9??? ‚ сократимъ на (! + у)
(№21 + ув) сіу: ‚уэ ут? __уЁ 03$чтб по Дифференцированьи даетъ

3 _Зутт+ (тд+ №612?!: [ 231 1/т2 +112 — ___Ъу
—+О№т. 1/т2— _ уг

ПодстаВИВЪ изъ предыдущаго сіу, опреД'ЁЛИМЪ по привеДеНіИ '

…
т2у3(2т21 —

81312 —у3) ?

(Ру:
(№21 _1Г_ узуз

#39

Можно уравнен‘іе (А) возвести въ квадратъ, замЪнить изъ даннаго $292 И

сократить на (1+у)2, что дастъ (эп2!+у3)2сіу2:(у4эп2—у6)сіаз2 (В). ПослЪДНее .;

 
Дифференцируемъ 2(т21+у3)‚Зугсіу3+(т2!+уз)2Звіу (12у:(4т2уЗ—‹6у5)(];/(73:2.

Умножаемъ послгвднее уравненіе на $2333 и въ первомъ одночленъ замЪ—
“няемъ правую часть уравненія (В) лЪвой. Тогда, легко опредЪлимъ (Ру

.

а195…і=-— .12 аш ;2 8111 т
Считая аэс постояннымъ, дифференцируемъ (А).

‚
‘(1+2зіпаз созда) від; сіг+$іп2т№2: О
:,

 дат + $1121: ае: о (А)

  



   

     
          
   
    

  „"Откуда, 4122 :№ 4382 [=(№№
01.332]$1114.93 - зіп’чп

ая аа поотояннымъ, цифференцируемъ снова (А)
::

›

__
(1+2$іпэс сови) @@@—миэт: 0

№15 да, по исключеніи сіас на, основаніи (А)
д: №: (_ШЁЁЁЧЁЖ) @@а {: +

(31133;среза) вши
№121

' '

_ 2 _

/

55196.1=: у
‹

… Ъ8(у+т)00$2(у+т)
у’ : $… (::/+…) 008 (у+т)
?!”: [соз‘Чу—і—т)_ ЗШЧИЧЩ] у,

. . зіп4 ту= [0082 (у+т) —— 51пг(у+…>] эш (.и—Ни) сов („…> = %+?
Подставивъ изъ даннаго уравненія в?, веішчину равную ц; (у+т), въ выра—

;_-женіе віп и 008 черезъ С;; той же дуги, получимъ
г]“—

еХ(1_821')
[_

е—х_ех
](1_+_е2х)2

_
(6—х+ех)2

Иначе: производныя отъ у не отличаются отъ производныхъ отъ (у+т).
Об'Ь части Даннаго уравненія можно разсматривать, какъ функцію отъ (у+т)

_д
и отъ а:, въ силу чего изъ даннаго уравненія величина (у+т), & стад. и ея

„_производныя опред’Блятся въ функціи одного асса (независимо отъ т).

 Независитъ отъ т!

‚+197. Беремъ дифференціалъ уравненія 2:1: да: + 23; @ 1 :ш’у — уайт+562+ 3/2
-— т

у2 502
= 0

» .1 + 5»?

(тт —— 2у) ау: (ту + 293) від: (А)
'ференцируемъ во второй разъ
тая: сіу — 2сіу2 + (та: — 29) сру :: тсіу 03.9; + 26%?
(тт — 2?!) №у: 2(сіа:2+ №12) ' (В)

т'сіа: сру — 2сіу сру + (та: — 2у) 0133]: 401у 01291

36: (таб — 231) 01331 = (бйу —— тат) 012?! (0)
. Подставимъ изъ (В) величину №31.

__ 2(6ау — таза) ((М-2 + (1313_ (тт -— 2у)2
 `Ё Тогда сізу   6ту+12т—т2т+2туОИ:_&пу — (пъ2—12)ас на основаніи (А) 649“…‘іт— (97130—231) тсс—2у

45”
" (т.т —2у)2+(ту+2$)2

@ 2_№Ё2 @ 2 ])2_|_ 2 _ ________ ___ ___.______——— ‚’В _— «77_.дас , ау —— (таг—2у)2
`

(тдс—Зу)2 ( )

‚ 2 тг—щ в —‹т2—12›т]‹т2+у2› .довательно 61331:
(

^
'

){
у(…_‚„__2у)5 ОМ;

`О Ставйвъ ВЪ уравненіе (В) величину 6150244192 (В), опред'Ьлимъ
№3(№№
д.7»?

_
(та: —— 2у)3
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198. Дифференцируемъ данное уравненіе
2 :::—№13: 23; —*Ё‘сіу___№2) 71

_ ёё?) _в_—0

или А<Ё>Ёау=в<%)ёат - (а)
‚

Снова дифференцируемъ,
считіая

6190 постояннымъ,

.АЁЁУОХ“ +43@*у=%В(%>%%
А<і—>*агу=%<{;—>* (%>[<;а>*_<%>і\…„

Чтб на основаніи уравненій .(сх) И Даннаго упрощается

<3>*<>= <%

Дифференцируемъ въ третій разъ
%— % ‚ %— 3

[%> (%>ЗЁ+%<Ё> <%) %”]**у+<%_)“—
Исключаемъ сіу и (Ру на основаніи (ос) И (В)

из

А
+%

\_/
&;ФЭ

@ Ф

%
_

<3>*<гз>*а%=—%і—ё*<д>*<%>_*[4<%д>*
<%>*і‘і+<—>

%>? <3>’*<%>
*$?

№9=_ эііуёуі [4 (%>3+ %);]а$з=_9ЁЗ<Ё)(А)? [РГБ (1%… №

199. За независимое перем'Ьнное принимается у. СлЪд. сру: 0

Дифференцируемъ данное уравненіе
— ути + 2 (‘За —— а:) уау — 39326290 = О

Умноживъ на у, исключимъ (2а —— а:)

@+ 300231) дт—_ 256% (А)
Вторично дифференцируемъ

(Зу— + 3т°)сіу від: -+ басу ‹1т2 + (у3 + 393231) ага; : бтгсіу 61.73

(у3+ 8.70%) 01293: 33520156 ау — Зугат ау —— бту а:»? (В)
&

Дифференцируемъ снова
%

Зуту (!%—+Зэс2сіусі2ш+6эсу аэс 612т+(у3+3т2у) 61350:
›

3697 (145%?+3т24у дгЮ—бусіа:ауг—Зугсіу(!%—бу сіэсз—ба:сіу ([#—1 2 :су (1.1: (1230

у (у2 + 39:2) №51: :—
6у[сіт (‹1у2—+— аэс?) + (уйу + Зтат)№ас]

'

Вставляемъ изъ (В) вм'Ьсто 01250 равное ему
(.-ЁЁЁ!33216231?!)

басусіж №

Тогда опредЪлимъ
013.9:: __ 6 0134—3306231) (%%—6150") + (уйу—і—Зас сіаг) [(——Зу?+890?)а_у—@@уоіэс] ф,

(?!2'%‘ 3“) (уз + 356231)
6№…: _ц _ 3 2 _ _ . й : 12 @.? у(у2+3т2)2[( 231 +699? )613/2—і—(10у2х 9%?)4тау+(_15т2у НГЩГГ]

и

СДМ

1
3 

Исключая аж на основаніи (А) и сокративъ въ посл'Ьднемъ Одночленё
на у, имЪемъ

24т3 ‚“3“ :
ддэ;д:'=3_‚;235(у8+ 39%? -—— 24у4т4 —- 65у2ж6 + 57.768) ду:;
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200 Опред'Ьливъ у изъ даннаго

туравненія,
найдемъ

'

(%?/__ 10—13т+12т2—
дтз (КБ“ —— 437 + 3)4

Если бы представили у въ ВИД'Ё двухъ дробей, коихъ знаменатели суть ‚

ожители многочлена т2—4т+3‚ то производныя получились бы легче

‚!!—_8 [_17_______]_1_24(ш—2)[(т—2)2+1](:::—8)4 (%*—1)4 (эп _ 1)4(ш———3)4

При АИФференцированьи по правилу неявныхъ функцій получили бы

_ ‹ш2—4т+з›у +2у‹т—2>=о
(т2—4т+3)у”+4(т—2)у’ +Зу=0

(12——4ш—|—3)у'”‘ 6(т—2)у”+6у:0
_

НоЖаемъ на, коэфиціентъ при высшей производной послЪднее уравненіе
__;ёаМЪняемъ изъ предыдущаго (%2—430—5—3)]" черезъ …Ща: _ 2) у+2у]

‘ 1 Тогда (ас—‘Шг 4$ +з)2 у'”— 6 (3952 _ 123: +13) у'—— 12 (а: __ 2) у—__ о

_

'

Еще разъ умножая на тотъ же коэфиціентъи зам'Ьняя ——(а:2—4ш+3)у'

а!;(эревъ2
23; (а: — 2) ‚ получимъ

—4ш—{—З)31”’+12(8т2—12$+18)(т—2)у—12(т2—4эз—'Г—З)(эс—*2)у:0

(;;—зум
.

—4ас 'ТЗ)3 '

(' Въ тожжествъ послЪдняго(выраженія съ отвЪтами, полученными раньше, 3761;—

лись бы, замЪнивъ у изъ даннаго уравненія.

 
     

у'”: —
“2431 (а: —

2)(—

 
 

1
!

201, 1: (Ё) ; асу’—у=ш2 00523]
'

_ 0052“;—
‘с ж

; „__! .) 22___` 2 а '
%(?!)у+ту у __т 008 $ 39: 005$ 5111$ % $:: 200-25— 23700833] зіпу

'
. . . ‚ . .

»

2
’

=т2 00522 $1ЦЁ+[_ 4005 у- зші—н‘зшсоз‘і—Ё+ 6.7: 00323511122](4)
{В .’Ь' Ш :” $ $ $ Ш ;и

= —— 8300056 3/— + 635 00542 —6 00522 віп—у—/ % .’Ь' {В (В

.'Е.:—8с0863+6соз4%+[+48шсовба’сі/зіп%—24шсовз%
віпЁ/+ 1800521;

у_ зіп2—у _бсоз4‘‘]1 <%)
"

{=48а:0057у віп——— 24тсозбу віпу +240054у—320056%

__ _
’Если бы Догадались разр'Ьшить относительно у, то отв'Ьтъ получился

Ы проще, и притомъ ВЪ функціи только я:.

1\7_ 8535
2№1

.
3/8(1—{—.'1о2)4

Оба отвЪта тожжественны въ силу даннаго уравненія.

"
202 сішг—..)"(у)‹1у ОткУда {&=—„ЗА—

'
`

.
61$ :“ (у)

0 —_—_г”(у) 013.1"—г (у) сру '

! ,
(12 „

0 =]" (у) Рё? 222+ 1” (31) №3, 0ткула (],—$3;
= "‘

14%
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203. 005 ($2 — уг) (22:03:15_ 2усіу):% 8111 (:::З —— 312) (23001.17 —— 23,049)

2[00$ (а:2 —— 3/2) —‚'— $і11(эг:2 —— ф)] (тая; —— уеду): 0
СократИвъ: тат _ уау: О (А)

Ои
№:? —— ду? — уагу: 0 Откуда 012у=3/7“ ст

. . ‚502—92 „'с`3`у'3Л'Ьвая часть уравнены (А) есть дифференшалъ отъ ( 2 ), т.е. Л<`ё"):0;
слЪдовательно т2—-—у2:поот... можетъ замЪнитьданное соотношеніе. ДЪйотвительно:
0613 части даннаго уравненія можно разоматривать, какъ функціп раз-ности (шЗ—уг); другими словами мы имЪемъ уравненіе относительноодного неизв'Ьотнаго (шг—у2). ИЗЪ этого уравненія неизвЪотное (‚#—у?) мо—жетъ быть опред'Ьлено въ функціи оотальныхъ величинъ, входящпхъ въуравненіе, (хотя бы и приближенно, но во всякомъ случаЪ), какъ постоянная Вели—чина (въ функціи, какъ говорятъ, поотоянныхъ Параметровъ Данного уравненія).Значитъ изъ данного соотношенія прямо олЪдуетъ, что х2—у2=сопзъ.Откуда (А) и т. д. '

Здісь и на самомъ дЪлЪ можно показать, что это за постоянная. ДЪйстви-

 
. ТБ

. .тельно сов (тг—уг) 3 эт [; :: (шг—у2)] на основан… формулъ тригонометрш.
. . . . . ТС .Внося въданное соотношеше, опредЪлимъ $1п(ос2—у2):

$…[3 : (%*—ф)] ; откуда т2—у2:%і (шг—у2)+2т:‚ гдъ п произвольное. Взявъ (+), получили бы
я - 4 1

› ‘оезконечно большое рЪшеше; взявъ (—), опредЪлимъ $242:% —|—тс: ”2—
тс.

,
:

. —› 1+у‚$)204_ ‚($) (%):… <Д).Щ__—_0; г:.т.[ ””'Н/ (‚%) т—і—у эс Г %% (гс—і—у)2 ] ]
“ПУ

Проще замЪтить, что данное соотношеніе есть уравнены; относительно
одного неизвЪстнаго (і), шоковое И опред'Ьлится въ функціи ПОСТОЯН'т+у
ныхъ параметровъ данного уравненія; олЪд. &=& (А). Взявъ производ-ную по 93, получимъ эс+у—а: (1+у’)=0; откуда у::су' (В)Снова взявъ производную по а:, найдемъ

'“

у’=у’+ту” ; у”=0.
Изъ уравненія (В) ол'Ьдуетъ у’=%- (С)

Выражеше Б , равное у’, въ силу (А) постоянно!
Если бы (А) привели къ одному знаменателю, то им'Ьли бы-т=0(т+у) (19); 1 =0+су’ (Е); =0+0у”; слЪд- г/"=°1—еИЗЪ уравненія (Е) @=? (Р). Тожжество (Р) оъ (С) обнаружится,если изъ (Е) исключить с на основаніи (В). Въ самомъ дЪлЪ,

1— ” '
тогда, у’ : " 3’: Ё

.’17

  х
. %+),

205. Перепишемъ данное соотношеніе въ вид'Ь

 



  
      
               
     

гЗаМЪЧаемъ ЧТО ОНО Представляетъ уравненіе относительно одного слож-
31—1 .„Ваго неизвіэстнаго (Г_1 ‚ это неизвізстное,следовательно,опредізлитст)

въ функціи остальныхъ (поетоянныхъ) параметровъ уравненія_ Данное со-
етношеніе‚ значитъ, можно замЪнить ему равнозначущимъ ЗЦ=СОП$Ё,

ау —1Тогда ` у а :х—1 (00—1)? 3” О

„Считая @ постояннымъ, Ибо у но условію независимое перемізнное,дтду=ёуёт+(у—1)агт; №20

ИЛИ (а;…1) ау :: (у——1) №7

 2 2 2 ‹)
. _ __ __ \ ч ,

!
"‘ __206 {(:р + ту) (а: + %> Сліздовалельно „с

Тазу
_ сопзъ

‘ ‘ : а
01’ `_ $23]

сіш—
Еф

(@: (А) ; (“%%—#231) ах —— 2ж1у: О

Такъ какъ (іх постоянное, то иуэдшздгштгу__ 4)с1у‹іа; __ 25…23]: 0 и

(12у у 2 2

№'__ 92 Т 2 (37.71
_

“>
Если бы не за…мЪТИЛИ указаннаго упрощенія и дифференцировали непо—

средственно данное уравненіе, то перенеся веіз члены перваго дифференціаль—нато уралВНВЪПЯ ВЪ ОДНУ СТОРОНУ И СОКРЗТИВЪ Нд; МНОЖИТЭЛЯ
2

_

—2 вс
——>3)

+ жу ‚

: +

207. Пусть сову =В; Нас,созу)=/(а:‚[%)—№ это сложная функція аст, вхо-
’}‘дЯЩдГО, во первыхъ, явно, во ВТОРЫХЪ—черезъВ.

Тогда! ЗЁ+ЁЁЁЁ_О; или дГ . д;“
др ду аа;— %“ЗШ’” ЪБ

Л'Ьвая часть уравненія (А)——сложна‚я функція независимаго перемізн—'наго шт. Въ нее ад ВХОДИТЪ, во первыхъ, явно, во вторыхъ черезъ [З, т. е
л‘ічерезъ соэу, въ третьихъ черезъ 5іну, въ четвертыхъ черезъ у’; а потому,
Свзявъ отъ (А) производную по эс, получимъ:

З—ЮС——$іпу
д—Ёву

’——+
д—Ё—дв

Г(—віпу)у'_віпу $П—

М+%>пришли бы къ уравненію (А) (+_

3/ = 0 (А)

. д;“,
_ д/ „_

511131111”;созудву’2—$іпуд——ву
_0

‘

Ходящему явно; вторые два—по №, входящему черезъ В, пятыЙ—черезъШу, шестой—черезъ у’. По упрощеніи
_2_дГ дг „ _Гд2_ ді) /2_ - _дГ „:`0 Вд.1:2 ——2$іпудшдВуЧ-(віп уд—Ё32 еозудВ у зшудву ( ). 

'Ъвая часть уравненія (!?)—тоже сложная функція эст. Сверхъ .выше ука—
„залэіныхъ способовъ сс входптъ еще черезъ у”. Взявъ снова, прОИЗВОДНуЮ‚

'
*‘) Безразличие, можно чи въ еамомь дЬчіз тащить уравненіе, т. е съумізть На—

Писать выраженіе для неизвЪстнаго при помощи ыонечнаго числа употребительныхъ
.=`‚'_Ь элементахъ дЪйствій, или нельзя.
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д273 . . дт, _ д_2/_'
д)”

„(Ь—{ _25іпуда;12.3
у’+$іп2у дЕбЁг

у сову(')—$щаз
3/2_Зіпу

Эда:
тдв

у],

‚ - дз/ - 12 2 __ __ ' .'3_+ %% (—$іпу)у
—2$1пу-дддвз

(—81пу)у +$іп у
дд;

( №№
‚ ‚ д2/`——(—$іпу)

%у
2— сову д—;2(—

зіпу)у З+зіп2;)
двд у "'—у

——2
82

2—! 2$іп сов
д2

з——созу—
д,

у’у”0082!

ддшгдз

у у у—
двд

?!
дв

д2‚0 ! „ дг : :; дг
_25іпуд—д—вуу"+2$іп2удв2уу—2созу дізуу —$іпу

дд
у :0.

По
_ упрощеніи

дзг тг д2і`
’

дд —3$іп ’+3 зіп2у —созг/ * *

)Г
01:3 у джаз у

_ д;?“„с'дЗ’
'

д.ддо у'2›,—[—$111
удВд—ГЗзтмсочу{‚‘віпг/03

‚1/3—
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Изъ послЪдняго уравненія исключаемъ у” на, основаніи (В); затізмъ
въ полученномъ уравненіи исключаемъ у’ на основаніи (А). Тогда опредЪ—
лимъ изъ окончательнаго уравненія у’”.

Чтобы не считаться со сложными функціями, воспользуемся свойствомъ
дпфференціаловъ, что они пишутся безразлично, будутъ ли аргументы за-
висимыми или независимыми переМ'Ьнными.

Первое дифференцированіе даетъ

 
 

аг дг . аг агмда; ' —— —51п1 см :0; или —с{т —зіш %! :о 'дт тд3( м) 1 дт у
дд

у (0

Снова цифференцируемъ
дгг 2 . да; а; 2 . дгг . 2 д2/ ‘ (Л'

2 ___ „_ _ _, __ __ , _42_ 1 _0дшг
(и эту

дтдід ‹іассіу сову
дв

ау зіпу дтдвашау—і—зш
у

дБ?
у БШ}!

дЗ
‘ у

. д-гГ дГ дгг
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2

А

. д;” . __ _; _ -… __ __ (12 _0 ВПО упрощеши дх?
61.502 >$іпу джтдід @@@/+
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Третій разъ
д-“і 3 ЁЁ!“ 2 2

д2 9 дзг 2 д{__
1 _($$$

(1:1: зіпу дд;шдд—В
с!:х: а’у— совуд—шшдв—
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д?
‹іуз—і—зіп2у—

дзг
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Чтб дастъ по приведеніи
  дЁ з_ д/ дГ 27“ 2 ]” д27“ . 2

(??Чд
з

джз’дш ЗЗШЗ/д;26801302ду+3[ зіп2удшдвгысовуд—ш
ддвъіжіду

—і—зіпу[д—В—|—Зсозуд—$2
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удвз
31 +

д2ГдГ1д2ГдЁдзу302 _ __ 2 __ 2+3[зіп
удвг совудв ‹іус! у Ззіпудшдвд у—зіпу

дв
Сначала исключается @@ на основаніи уравненія (Б), затЪМЪ 61?! Нд

основаніи (0). Тогда візу 0предЪлится, какъ произведеніе Н'ЁКОТОРдГО МНО“
жителя на №3; раздізливъ на №3, найдемъ выраженіе ДЛЯ у’“.

’- . . _д_/ д_/ _ __д/ ’ ятель-Примъчаніе. Въ символів
"В В есть сову; поэтому—

ддв:
д—(соэу). Это оосто

‹) д 1 .ство наводитъ на заМЪну
{%

черезъ _ТЙЗТуили
—

Щ: % ДЪйствитеЛЬНО эти вы

 
раженія ВС’Ё тОжжественны, но въ данномъ примЪръ подобная 88М’ЁНЭЪ УСЛОЖ'



__‘79_
#

”';—ёила
бы передЪлки, ибо у въ выраженіе /" входитъ только черезъ [З, & ПОТОМУ

%—
не иначе могла бы оыть вычисчена, какъ произведеніе

%%на-Ёу
дв ‚т.е на —$іпу.

____ д/2.2, ( 22)

    
    

     

   

“7208811213012 И я:, И у выражены въ функціи третьяго перемЪннаго і"
о_бы найти у’2, можно взглянуть исключительно съ формальной стороны;
окно производная отъ у по эс, по опред'Ьленію дифференціала у есть
;кое отъ ‚цЪленія ау на №. Поэтому, отыскавъ
„р… 2 1ау: * _——тт— СП ; (М:: "“***?ті: (іі; (А

, (569— 4)‘/252—— 1 Ц/д—і
'

)

„

'

сіу 2!он о 'Ьлимъ ’2=—=——‚ рд
‹

у” *от 522—21

 
Иначе: можно разсматривать у какъ функцію отъ #, функціи независи-

12 1 (1 ( ___
_о перемЪннаго а:. Тогда

%:%%. Но
изъ (А): %: 11/12—1 ; 

 
‚;СлЪ ., __ 2__ ___

:

22 @
Ч)?

752—
2

ад 2(52 4) 221_ог __2і_(5г2+4)\/г2.—1” _ у _ дэ? _ —4 __:_ — _
_ _ ‚‚_АА. _

2209° ?] х_<сіт2>
_ (1:0 _ 546, ((аз— (519—21)2 ; `/Ё2—1(5Ё2-4—)2

Иначе: считая] независимымъ перемЪннымъ,

1]   „ _
((Р/у)

_ ‘д%_сіа:№у_—а2‚@@“_ №22
_

(1.23
_

(1.703

ЗдЪсЬ (%ід—символическое обозначеніе Только при условіи, что ас не—

зависимое перемЪнное, & 6100 всегда одно и то же, аслЪд. 2122: 07 унд“. будетъ част-
нымъ отъ д'Ьленія (Ру на, сіасг; здЪсь же а: зависитъ отъ г, а потому (12.2: не равно
нулю, & 42$:0  6121;: _П2і(15г_14)—(Н2

(А); №23 — _Ц ОП?-
' ›——"4)2\/Ё-’——18 7521/ 25222241

„ 2) _ _ ЁЁЁРЁЁЙЁ:Ё__“
(522——4)2

Еще иначе: считая ас независимымъ перемЪннымъ, & г его функціей,

‚'Ь ёніемъ (Ру на, 01.232. Но тогда 0123; будетъ равенъ Другой величинЪ,
Ъ (А), Ибо ЗД'ЬОЬ ‹і2а:=0, & от не будетъ нулемъ.

2:5(15152—14) 2 „"
0123]: —— ———_-————— (‚112+_9_——_— дн]

2 (5й2—‹——4)2\/22…_ 1
8 (512—42) 1/Ё2—1

2$? —— 1"
ЁЮ предыдущему 21:21/173 01$; а2г:ш_2і1_

           2——1)сіа:2

__ 2220522—14) 2г‹_2__г2—
1) 2 „ _ 2 . 2__ 22<522+4>Уі2д—_1_ [—___4___+—— ‹іас; откудаух-_‹1у.дт __ (%*—4)?(522 4)2\/г2 (522—№№— 

У

*) Зд'Бсь придется освободиться отъ ирраціональности въ знаменатепъ и сокра-Ьчислитель и знаменатель на общшо сомножителя.
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21—12 _ _:2—2г—121о
аш=:ё%;35;аг

(А),
д9-——7гдгру*4’ (В)

‚ 619 #3 —— 2$ —— 1

””'—:Ъ“: 20—12) `

Для нахожденія второй производной необходимо условиться: ПУСТЬ ‚.
раЗСМЗТРИВЗЗТСЯ, какъ независимое. '

щз — гг)
_ жгз _ 312 _ 31541)2 _ ____ 41:2 ; (12 — _ —_-___ `ы… 9Тогда д! а:

(1 ', тз у (1
' тз ф!

безразлично,` что считая независимымъ переМЪннымъ. 
‚, _ йтсі2у—сі2ассіу С 13 _ _Но дляінезависимаго ут—Т. Д лавъподотановку, совратпвъ

и замЪнивъ (%%—212+1) черезъ равное ему (12—1—1)2, опредЪлпмъ
„ 1

(14—2333/431'2—5— 1ф'г2/
 

Можно считать за независимое я:, тогда, дифференцируя (В),
2(іЗ—— 312 _— 31+’ 1) 12— 215—1 -

012 =_ ч…____…__ …… 3,52; ______…_ 42у оноз ‘
' (1 +12) ! @

аи опредтвлитоя изъ (А); взявъ отъ полученного выраженія дифферен-ЦідЛЪ, опред'Ьлимъ ст.'Или приведемъ (А) къ одному знаменателю 2(1_гг)аг=(1+гг)гаш ;
тогда Дифференцируемъ:    

 
' _1_ 2 82(1-—- {%%—415 агг=4ш+игишщ откуда №!=%(8—1‚“З)(1

‘

32) №79.

Вставляя въ (С),
1 1+г28 @@ 1 1+г2842 :__< >

2. п.=_:___у 2 1—й [и ’ СЛЁД’ у “” №32 2 (1—г2>
Вторую производную можно было бы опредЪлить

\ 152—215—1
„ _еіуь__дг1——Ё›_ои_____щгл+12)?у’" аа;

_
№5 аэс

"—
(1—12)? 20—12)

‘Точно также первую производную изъ второго заданнаго уравненія
‚ 1—1’, 12—21—1',

?! _ (131$), ’ т— *тдгг ’
і’‚„ изъ перваго заданнаго уравненія, считая ! неявной функціей асс“,

1=< 2!
>!

"— ЗЫ—Ю !
_

13—94—52)? ‚ _Ё2—2'5“1 ‚…т— ш_=—————гт _. __‚_‚ 91+і2г (№№ откуда 2(1—г2›’ & у”” 20—40
С;?

ИбО г въ обоихъ уравненіяхъ играетъ роль котангенса ооотвЪтотвеннътхъ
дугъ. Значитъ у и а: Дуги, коихъ котангеноы равны (или отличаются толькознаками). Слёдовательпо у=тсісс. Число % и знакъ при с:: изби-
раются ооотвЪтственно тому, въкакихъ четвертяхъ по условію лежитъ у И 5”(знакъ радикала… тоже можетъ быть опредЪленъ въ условіи)
СлЪдовательно у’„=і1; у”„‚‚‚=0.

Иначе изъ перваго уравненія 12:00’08—231; изъ ВТОРОГО 19:00’582-75СлЪдовательно соъ82у= со’сзгт; сощу: ‚Ч: со’сз‘а:: соц; (3: а:); @] :тг'т.
 



___,—___—_Г_"ыдифференцировали, то с1у=__._1______1_ д; ; „31.2 1 21…д,;
1 : И (14—12) . И (1+!‘-’)        

              
   
               

нкціи неявныя многихъ независимыхъпереМ'Ьнныхъ.
_!1212. По условію здЪсЬ ‚г является функціей, зависящей отъ я:, у,!
м'Ьнныхъ другъ отъ друга независимыхъ Требуется отыскать пронз—

ную ПО а:. ТОГДа ВООбра811ВЪ‚ЧТО ;; П 2 не М'ЁНЯЮТСЯ (прпнявъ, впрочемь,
шп и постоянныя, но ЛЮбЫЯ, нами напередъ заданныя, значенія), станемъ МЪНЯТЬт„ _

0._ а:. Тогда @ будетъ какъ бы функціей одного тт
“_ЁПерепишемъ наше соотношеніе ВЪ болЬе уюбной формъ

№ + 21): %+(у+ 21)108°(т3+ бу!")

дифференцируемъ об'Ь его части, какъ функціи одного тт *)
; (у' 2! За:? да 1 , 3932”&&/+21): 1 (ж??Зуй?

‚ откуда
д;:у—ё—Тіі—Ёсз—дТ—Ёфё

д‘агая, что не мЪняются ‚ос И у, цифференцпруемъ, считая г, какъ бы функ—
19 ОДНОГО !, (сложной, Ибо $ входитъ явно И черезъ ‚г),_ ‚

д |_:. „Ц (уда)109
у д!#(уТ 2!)

|
2108(Т

|
Оу!)—і_

_! бу!),

д’___ 2*_1198(703315412) _195?!__„” ді— 37+— 21+5угг
{"'213 Можно отыскивать каждую производную отдЪльно по канщому

независимыхъ перемЬпныхъ т, у, ‚г, считая, что остальпыя пе ИЬня—
тс —**.) Но скорЬе Достигнемъ цЪлп п избЬжимъ повторснія отнпхъ И тЬхъ    

и? 2г(12_22—|—а2 _1_ 72_ ‚_№Й<„ —

“2 аи>+ 2гшіг ( «’)(И12у-сіт—'2туг(г/
* у2[_и2+(22+и2)2|

?_(Ы ‚ __ {2.70‘9|1‚‘в2+(52—Ёа2)2]
2

‹, (@ Ц—
(22+а2)—1—(22——02)[нг !——(‚г2+а2)*] ‘ (54Н:!)дГ—(зд—«(НЛж—ъ—(32—11—11)-] ‘

' гаи [1—м2 (:*—НЙ… 1  
.

"+“2)Т(—«2›Геъ*+‹гй+‹ъ2›21
‘

›фиціеНты при дифференціалахъ И будутъ частными производными
и по ооотвЬтственнымъ перемізннымъ вь силу формулы

віъь=д_—
д"
_аг-+ д”

‹іу—З—Зёсігдт

 

‘

221.4. Предполагая, что 3; И „г не мёняются, беремъ частную производ—
добъ обЪихъ частей уравненія по а:.

\

;}(Правая часть _ функція ОТЪ св сложная, ибо т входитъ И 518110, И черезъ и). 
*) и, понятно приравниваемъ дрх'гъ другу производныя отъ обЪихъ частей.

'““) По отдЪльнымь частнымъпроизводнымъ съумЬли бы написать и полный
'ференшаль отъ и



_“ 82 __

дфС—Ё) 19%)  _ди 531; __
О—бёф(у’ш “

№…) дас
,

д (1%) ди % д' (5,3.
Или №5453) —и—Ё—у;——у5=0 Откуда, &: 2 уТЩ'” ‘““ ‘“?) “ % 90%) вы
Оставляя безъ перрм'Ьны т и г, Дифференцируемъ данное соотношеніе по у
(‹р сложная функція у, входящаго черезъ оба аргумента функціщ черезъ ОДИН'Ь—какъ
знаменатель его, черезъ второй—какъ числитель; КРОМ’В того у Входить въ Правуючасть даннаго уравненія черезъ и).

п———1 :; у ди дф(уі’%) ()(;г) дср(;—‚%) (‚)(-%)
пу =ч›(——)@+и— @ — 

экг) д? ‘
а‹%›_ ду

„уи—1_<Р(_51)д_“_%д_ф(_%’у7) ЗЭЁЕЁЁ__ ‚
д 2 „“ у у д(;) ““ 8%)

Откуда а_“_ “”!”—1 № дф(уі’%)_ % дфё'ё
ду @(ЁЁ) 9296173) МЭ №913?) 59%)

 у’т   
215. Беремъ полный дифференціалъ отъ Об’ЁИХЪ частей цаннаго со-

' отношенія
. сіг 0086—0130(М:: сб:" 0086 —— 781116 616 ; (16: “___—…

№1116

Чтобы выраженіе от не содержало зависимаго перемЪннаго @, исклю—
чимъ 0056 И зіпб при помощи даннаго уравнены“ Уу2 _х‘За: .0086 :7 ; $1116: 1/1__*_2 ——

@

Ё

 
‚@ 1“

№" _ 45” __ 306$?” —— 701.73Тогда (16: “: __Ё
‚„У72—т2 7'1/ 72—902

То же выражеНіе ДЛЯ 616 получили бы, рЪшивъ данное отношеніе отно-
сительно @ 6 : атс 008%

216. Упростимъ Данное уравненіе
г—(ас2 2.70 —— віпсс созсс

@
+ у 9) +9 200%

Дифференцируемъ об'Ь части по у
' (въ лЪвую часть у входитъ явно и черезъ 2)

г—(аг2+2ту—у)$іпш—1— созда дг . .е ' у
[@

_ (2.7: …. 1) 81113: + сови]
: —— эту

@ ,
.оаМЁНИВЪ показательную функшю черезъ возу на основаніп даННдГО

. деуравнешя, опреДЪлимъ д;: (230—1) зіпа: — 005.90 __ ’сду

822 1

ду2
_

созЁу
Чтобы опреДЪлить аг, беремъ отъ Об'ЁИХЪ частей Даннаго уравпеніяПОЛНЫЙ дифференцшлъ, (считая что всъ переМ'Внныя М’ЁНЯЮТСЯ),

Взявъ снова, производную по у,



             
      
     
    

, Зту—у) зіпш+усовш
[(із—(‘МдаЧ—‘Зуат—Чтсіу—ф)з1пх

— ’
.

_ ——(зг2—}—2 _ ]2—81пуйу. ху у)созхоіт+00$жіт———узіпжш
мЪняя показательную функцію, опред'Ьлимъ

(1;——— [(м+ж) зіпт+(ш?+2а:у——у)созда] віт+ [(2т—1)зіпаз—созш—Ъ8°у] ау.
д дд_Коэфиціентъ при оду естьду

, чтб мы и раньше получили. Взявъ отъ
_гоікоэфиціента частную производную по 31, получили бы

д—‘Ё-
_ у

217. Беремъ отъ обЪихъ частей даннаго уравненія частную произ-
ую по а:

1 да ___._т'зг— _‘ _ 2—
1/1_(2г__1>2 дт ““”/Я Я _0

,
"& Уберемъ частную производную отъ Л’ЁВОЙ части полученнаго уравне—считая ее сложной функціей тт, такъ какъ ас входитъ ДВОЯКО, че—

зу:—  даили 2
да:

‘ дгг 1—2 г_5 “_Н— (—)2——
Иг—————) д—

рВЫ'й одночленъ — производная отъ Л'ЁВОЙ части по а:, входящему че-
. д

_,
ъ д—і; вторые два —— по а:, входящему черезъ г. ‘

дг _ 2уУг—22 822 4у2(1—г) 2у2(1—22)

,
ОТК да

(322 — 2052
' 'У дав2

_
22
а:

:}

]218. Сначала возьмемъ частную производную по ас

да да да——-=1 вг— ИЛИ 1_„;__1:0 А.
дя: +у дас

( “( )да: ( )

ерь беремъ отъ полученнаго частную производную по у
‹ вая часть — сложная функція отъ у, входящаго: явно, черезъ г и черезъ 3—2)-

да да де
` "

> (322
ТОГДа, (1 _

96$)ё—ЩЭ—324з'д,” "уег
ду д.17

—0

›

'кція отъ дд и % то и ВС'Ё производныя отъ я, вообще говоря, также функціи отъ ас И у);
‚. эт РОЙ одночленъ _ по ?„ входящему явно; третій — по у, входящему

езъ г Въ поолЪднее уравненіе требуется подставить; И— ;первая изъ

дг де » .

,. дг
‘

__.——— _г | г 1 __ 8‘ __ вв В
_

__ с Т уе ду
ИЛИ ( у

)——ду——
( ) ̀

‚%){Явно въ данномъ уравненіи :о не входитъ.
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дгг 83е’ . №23 _ :__‹`…
дтдг/ (1 -——

№273

г
(1—удэ)№—Щет_б__уез)і

На оонованіи даннаго уравненія можНо отвЪръ выразить безъ показатель— '

022 _ а—аз ’
дтду_у(1+т—г)3 '

!

Освободиться отъ показафельной функціи можно
былдо

бы заран'Ье В'Ь (А) п (В)
(1 +т——г)———— 1 :о (А'); ‹1+т——г›д;= у

“4 (В)
Отъ (А’) надо взять частную производную по у. Замёчаемъ что ВЬ лЪвую
часть 31 входитъ черезъ г и черезъд, & явно не входитъ. Отъ этого диф-
ференцированье упрощается

825 да да 822 * 2—51:(14—23—— 2)————=0;
'

д.хду ду дт дтду =у(1+$—г)3
При рЪшеніп предыдущаго вопроса были опред'ізлены` 0615 производ—

ныя перваго порядка,; поэтому выраженіе аг напишется сразу.

 Тогда : 0; откуда ной функціи   
1 г — а:——— сіа: ' ——-—— @@

1—1'—.ос —г Ту(1+х——г) “
Обратно, написавъ раньше (15 (что иногда, изоавляеть отъ повторенія оцпщъ птЬхъ же дифференцированій), однимь добавочнымъ дифференцированьемъ пришли

ОЬЁ КЬ"діхсіу
(13: (1.70 + 63 (@%:уег' (12

; (1 —— уег) (22: (!$—{— 63 ($31 ;

від:

___ 1 __(г—_т_—) ._
‹1+эс—г›"‘” ;7(1+т_——7>‘у

1
022 __1іэз—г ___1__

да)
__ 2—30

дгсду: ду
“

_(1—|—ш—2)2 (_ д?/-‚—у(1+ш—ЕЁ

219. Заданное уравненіе можно упростить' ‚753/35421 (А)
Беремъ производную по у 2туг4+4туггззі :0 или г—‘г2у Зі: 0 (В)

З/ !!
де 8-2 (392 32Сновап оизво н юпое З——1—2 —= - ___—__

‘:_Ёжз
р Ду ..] ду! уд2 Оэ

ду2_4у2  
вь силу Данна1() дравпепія[ ’ . -‚. .[тооы написать №4, надо крота найденной отыскать оотальпыя ‚ЦВЪ

ПРОИЗВОДНЫЯ втораго порядка.
Беромъ частную производную по а; отъ (А) г—‘г4эс %: (› (С)

.’)?

)2 822 2» 7Снова, по .а: ‚_)/_ —‘— , __: ' - д ‘ _ дддх ' “№ 0’ ””да № **16352
2П оизводная по эс отъ В де ‘ д '?Р ( ) (%+—231?“ду :0

Откуда„ принимая во вниманіе (С), (9.3-2;
дтду 8/13]Тогда по формулъ

52Г=діс172+2щмсіхауд“;;/“№312 опредЪЛИМ'Ь:)

1%;2' ’+2—8.—і_Му+48`іду2
 ($22_     



_——85+      
             
            
    

Е ли бы требовалось найти толькод—Ё‚ то слЪдовало бы два раза брать

дня производныя втораго порядка, то слЪдова'ло бы брать полный диф-
‘;длъ отъ (А), причемъ здЬсь полезно было бы (А) прологариемиро-‘

10$т+21031141032:  
236531

4612 ' №2 Му? 46152
(і?‚г_= г & %+ = ' ————————4 —Т0__ д 5 0 ‚ $2

23/2

22 +4
включая' (ЁУ, опредЪлимъ №2:

1—67?
01.752+—сіжіу+іі

,. 220. Беремъ полный дифференціалъ Дайнаго уравненія
(т. е.дифференціалы обЪихъ частей и приравниваемъ ихъ другъ другу).

%% =10$гау + %
(із : ИЛИ ужіг + 5521032‹іу — года;: О (А)

імъ Л'Ьвая часть (А) разсматривается, какъ функція четырехъ аргу—
„т В'Ь:_ а:, у, г И да“”)

‚75310122: '(1—у) с!.сс _а: (2+1032')сіу] [@ ‹іэс——210%
72419]

— 210938 ([усдт

0122:
(1—27/2); №02_ 22(1+1;)@;г)(!,/“%+ г1о$г(2;|—1оёг) @?12 (А)

   
— 212% или г:шуг"т‚ г’„=+2

$31

85+—гу ; Ищете; =о ; еа =—;-1озгг;:„еьцг ___——
,

.= тг’„‚+асуг”т‚у ; %…:№:+
$22

(1+1082)

‚_.‹‚ (1682+1)+г’у+—у5”„:о ; И'Ъ,‚у:__(2+1%$і)_2_3_'_
51—033(2+1033)

”В гда по формуліз ' +83№132 + 23”„‚‚ус[жіу + а”Маф составимъ    
ественное съ (А) выраженіе для 0123

2 1, ЗД'ЁСЬ у принимается за функцію независимыхъ перемдвнныхъ 
0100 И ду могутъ каждое оставаться одинаковьшъ, ибо а: и у перемънныя нева,—

;“СЛ'Ьдовательно и да:, и еду независимы). 



   
__ 86 __

тот,- уфу 2612 _____Ёг_ (_ГЁ ‚_ 562)7% 65+;
:0; откуда @ у “2

фт
Ре?

г

4133 .

(;;—№235+*_‚Гг/діузо;
., д" а - 1 (150+ @ д4(с‘—’—2.) №54 ‚ 7

`

Ь_4(а__ &)
‹і—у____;[2;— +631?+[;©—+— ;)]:! @с____2___у3_______)(]1т2+9[__“_02у3]сіжі…+[_ “туд,

(122

Въ квадратныхъ скобкахъ посліздняго выраженія ооотвізтотвенно заклю—
чены требуемыя пропзводныя.

Если опред'ізляли бы непосредственно частныя производныя, то полу
чили бы.

 
   у ду . д?! __ ЁЁ {

а2+Ъ2дт20 ’ дт— агу
у ду '

2‘ ду 62 ‚г’Б—Т_:Оё —=_—‹›"Ь-дг с2 да 0“ у
1 1 ду 2

_у_ д2у_ д2у__3_2_'___1_
[_1›2_:_л>2_

_Ь‘О-——г)_

а_г'і—ЪЁ (д;) + 62 8—382—
0,

852— 6023] у \ агу
_

“202уз
1№Ю ууу . д@__і%%__ё3

Ъ? д? 69—30
+Ь2 ддсд—г:

0;
811062

_
у да; дг

_
а202у3

1 ду +11 ду _ д2у _ 62
’

1
№)2_ Шаг—т)

—ь—2(д;‚‚>+ 6—2 3—22+я— › (%?—ат (@ —
—-—-——7

_№3: Заключеніе о ; можно было бы од’Ьлать по оимметріи, переьгвщая
взаимно въ выраженіп Для;—— а; съ @ и а съ с.

'

ду ду '
ду 25222. 22 _ №0059; соз — = О ; —= —————

де + у да да оозт—ооэу
д2у . де 2

.

2 _ оовх—соз —.——$ш (—> = О(
год?; !;

ду
‹ ' дв 2

.
дЁ-Ё/_ 3 __ зшу (д) _ 2(соз.сс——созу)9—422$1пу
де?

_
созт — сову

_
(созт—созу)З

\
Иначе:

25
‹ дудэу (№№): (оозт—сову).2 _— гг.зіпу— '(1дев

_
дг (оозт——00$у)2

" :1 от

223. Освободимъ Данное уравненіе отъ знаменателей
{13200821082_ у_— О (А)

Такъ какъ въ лізвую часть переписаннаго равенства у входптъ прОЩечізмъ ‚т ‚ то беремъ частную производную поу. ‚7:2
<

0082 — зіпг 1032)
%—

—— 1 : 0

2 . дя
.а; (0082 — 2811121036)

@
_ г = 0 (В)

Теперь беремъ отъ (В) частную
йроизводнудю

по т
2эс(созг——2зіп:1о‹тг)д—у—ш2[5іпг(2+1оёг)+гсозг1оёз]Ё;Ё; ::0(С)                     
{};„опредішяетоя изъ (В); для опредЪлеНіядЁінадо возвратитьоядткъ@(А).



                                  

(Тогда по умноженіи (С) на а::(созг—гэшг1035)’ ‚ получимъ
ЧЗ'Н(0082—гзіпг108'г)2г+[зіпг (?+1отг)+хсозг1033] 2.82 008210324—

ОТКуДа
дгг :_ 25[00$2°(1+1007)Ц—д2і0_87]

\ доеду 3:3(созг—231115103г)3

(соег+-:$іп21032) 23008110Ё'г: О 
224. (у.е + га; +— .ту)9: а;? _}— у2 + 22

Ё 5155—1— “Ж)“?! *РИЗ—Ё,+(г—і—у)] :вс—і—дг д+г
; откуда (%: ;ЖЁЁЁЁЁЁЁЁЭЭЁ

"т)ді+(г+у)[+(уг+ж _,ъ_а;у)[232_+(у+„) д;]: 1+<_22) +дгг
гдз}?

дэ
1? ””+? & (г—эс) ‹г+ +ас>[(у +$)д_2_дт [(+31)_=[ (уг+гт+ту)= г+(у+т) (угігхжу)
'—_}_Встё‚вляя, опред'Ьлимъ:

_[(г`+т)2(г+т+у)2+2[г-—(у+т)(уг+гт+ту)1
[(г+у)(уг+ж+ж)+т1(уг+гэз+ту)+

'

+12 (у+т)(уг+гаг_+ту_)]_?+_[_(г+у)_(уг_+гт+тг_)+т_12[_

  
[г + (у+т)(112+гэс+г‹су)]3

_22+сс2+2(г+гс)2(уг+гх+тг)+2(2у+тг+1)(%+312+?)+ 2у2(т2+у+22) (уг+гх+тг)
[г—‹у+т:› ‹уг+гас+ттт]

__—122б. Беремъ полный дифференціалъ отъ даннаго уравненія— зіпг аг: —— зіп2усіу — зіп2ха'іаз" ём'Ьнимъ знаки И снова беремъ Дифференціалъ
зіпгоі22+созгсіг2: 200523; ау2+20082ж01:02

.

‚
, \

но № _ $іп2усіу+зіп2тхВставляя, опреДЪлимъ
— зіпё

сд—[20052усозгзіп22у]ду9—22С№Ё$Ё№Ёсіу№;„+[2С052ш
№525…

22—00%”
ЮЧА)  

$1112 зіпзг віпза: вшг
_

Еіпі‘г
;, ВЫчисленіе по частнымъ производнымъ выйдетъ нЪсколько сложн'ізе.
_.

_
-

_ . да .
—_+ 8111.9 (‚%%

: _— 2511130 005.1: ; ИЛИ $1112
д——=

$1112.71: (В)
'

: д; 2 . дид ‘ _ _ дгг __2__соз2_ос совгвіп22ш“(в?) +э1пе д? __ 200$ 2$, откуда {)т—+= Тігіг ++№+ (С)
‘ “ даАналогично зіпгдд—

_ зіп2у (Б)
:Уравненіе (В), служащее для опреДЪлеНія3+Ё ‚ ПОЛУЧЗВТСЯ ИЗЪ уравне—
В), служащаго для опредЬленія—„Ё ‚ если МЫ въ (В) ЗЕЪМ’ЁНИМЪ сс на у*);

`я. черезъ а: и у, т. е. если въ данномъ соотношеніи, опредЪляющемъ г, переста—
{ф ‚СЪ ухи, то вновь полученное соотношеніе будетъ тожжественнымъ съ даннымь.
имметричесная функція отъ ас и у). Что 2 въ данномъ примЪрЬ симметрично

сительно за и у, убЪдимся, если въ правой части даннаго щщвненія, кромъ пере-:) ки а: и у, прибавимъ и вычтемъ по еДИНИЦ’В



: 882—

д‘гг ‚ ‚
слВдовательно д2получимъ *) изъ П ‚ есливъ(С)произведемь гу же замізну

622 =___2соз2усозгвіп22у ИШКЪ ду2 зіпг зіпзг (Е)

6% 6% _ созивіпЗшвіпЗу
00528

62 дд%+ Зіпгдт8111—20, откуда % —— "—Т (Р

Итакъ да‘Зг:(С) аш2+2(Р)сітау—|—(Е) ау? , _ выраженіе то же, что. и (А).

. д25
.

‚226. Опредізлеше дх—Зсліздуетъ вести при ПОМОЩИ частныхъ проца- 
      

ВОДНЫХЪ д2 _ ‚. ОТК Да
дг __зіпу (308.93: .?) _ +— ' ’0033

8.93
51113; 008 У дх— 0052.

(№ . . -__
311143;_>2 —— вшу зшос

Замізняя зіпг черезъ зіпузішс, & (—соз2г) черезъ (зіпгу зіп2х—1),
дгг эіпуЗіпт зіпас зіпу созЁу: зіп2 0082.23—(30822 :—опред'Ьлимъ д$2 00533

( у )
00532

 
Вычислять №2 проще всего при помощи полныхъ Дифференціаловъ

созгаг: зіпу созазсіаг—і—созузіпшіу
—зіпгагг+соз‚г№г_— —' зіпу зіптсіш2+2созу005хахау—зіпу зіпжі’у?

(508321122: 51111зіпгх: ($111]гсожоіас—ігсозузіп.ж01у)2+
_—{—соз?г(———$іпузіпта502+20053;созшашіу—зіпу эіптсіу'?)

_зіпу зіпт 00593; . 20_0$усозш___—__—„№ _,—
60832

_зіп 51113000523?+ 01„№ „а („в008 г (50532 '
 сі22____

. ')-
. ‹)…

Если бы нмізли въ виду съ самаго начала вычислеше №3, то вычислять д?
частными проидводнычн не стдовто оы, ибо коэффиціентъ при Лтд въ выражен…()“-5

дчя (722 И есть искомая №. 
/

227. Береиъ частную производную по ИЗМЬНяемостп ‚гг 0: да да0: $02 —‘—
д

— или зіпг 0082 —1— т _— : 0 А° ‘ (30532 д.7: ' да:
( )

2 76822Снова производную по т (сов г—— з1п-7—+—1)д; ид} 2
:0

‚- д.5 ‚ . . дЗ/э' 2зіп:0053:
даМ'Ьняя—д; ИдЪ (А) И д'ізлая урощенш 893—22 __;2—_—— 228.00138'26131—

"’ (23:01;    $1П"/

но сойдя: Ё—
; слёдовательно —

. : созесгг: 1 + (Югова : 1/4 |__ ‚73?

7/ 511122 Ь
?12

(уз + 562)612 2.706131 -— уфа:
шуй?! '+` 37°”) 615 + („92 + 002) (122: [(?жіу —— (!?/№02] 0

($92: 2(уоіу _Ъ 336”) (.‘/ат — ті?!)
[__ 2_.7с_у_сіас2+2(у?—__і)_ь_1шду_`—;2.гуі(1/1

(/2 + 7592)
_ (?]г+т2)2

*) Можно было бы и непосредственно взять отъ (В) частную пъюизшмшъ'ю ”” 3/



‘ __89_   
   
   
   
  
      
     

‚229Хотя у стоитъ множителемъ при 8” но проше взять частную  

  

+5; _ „водную сначала по у, ибо показательная функція
д‘войдетъ общимъ" "йтелемъ. Итакъ ег+

уегдду или 1 +433
=() (А)

рт; частную производную отъ(А) по!
,

()+?! 82д :о _ 323 =дуді_ ’
дуді

7 ЕСЛИ бЫ раньше стали дИфференцировать по г, то имЪли бы
уе‘Ё—Ё—Нызіодг дг дг

ад2
2 да 82;ег_— —+_: ___…—дг +увг

ду д“? +?“ ду 0 или (1+уду>дг + удгду
—0

2
‚ ,

Но выраженіе въ скобкахъ въ силу (А) исчезаетъ, апотомч (‚%%-`:Второй вопросъ: 3ш2аэг+е4ау+ уе’сіг+4ізсіі=0 ;
'

. _Зт2а 1 413 3502

$443
'

2.+ 2834131012+ уе” 0122 + уев 6125

1+
12120112—— О

; ‚_, 3.702 1 4$ 2

" сіЁг
:—6т‹іас2+28 ау (% (%+

Э—сіу
+

——2
№№) —уе

(&‘—1

сіэс+ Тау + 52) —12і26іі2
'

з 3 2
‘ №:_ Зт(3т +2уе )

№№ _1_2 №№
41: (Зув+4#_)0и

Ц1у2ш;
;

.. у2е23 у 312822

уда; въ силу формулы

ата; 
          

ей?.г—_ дд; ‹іэс2+д@ау4+д`“№’*’—атм
д—Ёд—

ашау+2ід;, ‹іжіб;— д;д!
ггг _ зт<343+2.4142) . 444 _ _1_ . ёё_ _ 44°(зуег+ 444) .д_$2__— уге2г

_
?

дуэ
"'

у
’ др

_“
угдгг

’

_

(325 (32,3 825 12952153:+20; __:‚ТЁ;дазду дуді дид! у в

* `

‘
>

1 1382
3,7! `230. усозгаг+ зіпгау: ош Откуда сіг:

№082
0233 ——7 №

\;2008.8ауди —— узіпг №2 +:усозг №;— 0 . віпг“ ‘ 1 ф№а2„22=№№_
940084!“ '

4200834
:

;.
(у_12___+22)

82
_2 4231.

0__——
2(у+гд—>агс’53—++—_

_2—< 22>д—у  '

‘ де _ 2у (22+:в2)
2+ $2) +[2г(г2+“2)+(92+52)2]_: 0' “Куда ”_ (у2+42>2—

2;‹22+эс2>

;.;2(22+т2)[(у2+гг)4—4у2(у2+г*)3—4г<гг+т*—у?)(№42)2+4422+42)2(уг+22)—422412442нач]_
[%(гчасб— (::/№5213

ко при второмъдифференцйрованіинадо помнить, что этотъ аргументъ —

ЁемЪнное зависимое.
132

1 583/668 джиу)
ИЛИ › 303/018: 2_|_ту1/„2у2__32 #(ту)ту: 295 3/2

1—32;

  



_90 —‚—' __ _— д
»

' _“ '

а<ту>аг+шуагг:ага‹осу)+Уас2у2—ггшагу)? +ш№у№ш №] (””?”+ [г+туУш2у2—г2]@2(ту)у№
(125: [___—21/9523’232

_а] ситу)?+ [3— +1/5023/2—22]
№(ту)

шу ту
НО ФКМ) = уат°1—Му ; №№!): ?сіжіу

№2:[№_
%]

(уат—ЪжИ/Р —|— 2 [% +1/ш2у2—г2] сіэсйу (А).

Проще въ настоящей задать данное уравненіе разрЪшить относительно г.
5: яву зіп оду

аг: (зіпту+ ту созту) Щшу) '

612.3: (2005903; — ту він шу)сі(ту)2—|—(зіпту+ гоу созху)№(а:у) (В)
(В) — выраженіе, хотя и въ тригонометрическихъ функціяхъ, но тожже-
ственное съ (А) ‚въ силу Даннаго уравненія.

233. Данное соотношеніе представляетъ собою уравненіе относительно
какъ бы одного неизвЪстн'аго ("%;—_), которое И опредЪлимъ (какъ постоян-

. у2—32 .ное—въ функцш постоянныхъ параметровъ даннаго соотношешя) въ впдъ
$ . . .

.————: зшт или $2: (312—22)з1п2т
1/92_д2

Беремъ объ частныя производныя

 
. де

т2—251П2тд—т (А) ; ::(/_ЗЁ (В)

Остается ВЗЯТЬ еще только одну частную производную, напр. ПО и
отъ уравненія (В) ‘

да да д25
'

дЁг ' туО=—————‚г—; отк & —=————.УД
дшду гззшгт

234. Данное соотношеніе выражено ВЪ функціи одного аргумента;
сл'Ьдоват.; мы ИМЪеМЪ уравненіе относительно одного неизвЪстнагоС’Ёу

1

(Ш
32

  Въ самомъ Д’ЁЛ'Ё агсзіп (%;—>= 138“

.’Б . / `Этимъ уравнешемък 22?!) опредЪляется, какъ постоянное. СлЪдовательно {с
22

у: 001181:

. 1 “"|— у 82
_ 82Частное дифференцированье. Е?

——
2—23—@

= 0 ‚ ‚г _ 2(ш+у)@: о (А)
да да (925 1 де 1 2’

(322
———2———2:с.—}— —=О отк & ——_—-——————_———————ду ду

( Ю дт уд
ду2 2(а›°+у) ду 4 (%+ 31)2

Полное дифференцированье:
сіа: + ау т+у _ _Т_ 2?№ = 0 › этими —2(т—і—у)‹іг: о (В)

“"?(‘ИМ‘ЮЩЁ(‹іт+сгу)сі.г———2(%+у)№: 0 ; №:*
“ЁЁ“ЁЁИЁ:“ЗРЁЁЮ Если, бы ИМ’ЁЛИ въ виду вычисленіе 61%, то отдЪльное вычисленіе“:; излишне.
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3 Если бы не догадались сдЪлать упрощающаго преобразованія, & дифферен-
_

,

овали непосредственно ТО УРЗВНЭНіе (А) либо (В) было бы въ числъ множи-
„ОЙ на которыя распадались бы полученныя при непосредственномъ диффе—

`шщигрсшаньи уравненія.
':

535; .Представимъ данное авненіе въ ви "В 5111& 1 32—:=ур д т+у+ 080%?!
О

'*Ёьупростить &: Сопзъ (А) ‚ 60+?!
_а… беремъ частную произведную по у

.

«77 (3—5 _ $2 _0 :О
_

(00+?!) ду (т+у)2— ИЛИ (”“+”—]“
і""разъ беремъ по. 00- (%+у)Ё+ЁЁ_;Ё :о

'
'

дасду ду д.9;

ПРЭД'ЁЛВНіЯ 3—2 обращаемся снова, къ (А)
‚г

,

__ {М
_

39 да __ дя _
двд я

;Ипо. становокъ оп е Ълимъ ___—___—д
‚

р д
дату №№

эі-_В:Ьнастоящей задать проще освободить (А) отъ знаменателя, не избЪ-
?} м\_исключены неизвЬотнаго поотояннаго, шг=(т+у)00пзі'› де двд

тб; —‘ СОПБЬ , ;;“—$дТду
:0

‚. “‹ двд. __ 1 дг____дуСопз‘о_ г
“№ &:&—“5%“ № чат)

'

Если бы дифференцировали сначгъла, по ас, & потомъ по у, то не избЪжали
‚ц.!

, . дгбы Все таки опред'вленші ‚ для чего пришлось бы сд'Ьлать лишнее дифферен-

")Цированье; вычисляя же въ предложенномъ порядкЪ, мы обошлись безъ опре- 
 3236. Зі; =Сопзъ ;

‘ или лучше
.

%%: Ц*)

2

`—%Ё—ЗЁЕ%Ё=О ;
вставляя,

дЁЁу—д—ЁЁЬЗЁШ

№:;Иначе, освободившись отъ знаменателей, # + у: тгЦ
‚

„%;_+1___„ДЁ;_;_;
откуда 351-й 

" *) Очевидно, что Ц новое постоянное, ибо Оопв’с - Ц=1д Преобразованю сд'Ьлано

лыоимъть одночленный знаменатель; подобнаго преобразовашя ‚не примЪняли

ёдыдущёй задать, ибо тогда въ знаменателъ появилосьбы зависимое перемън-

-`отора.го раньше тамъ не было, & въ настоящей задач'в ВЪ ЗНдМЗНд'ГеЛЪ ВО ВСЯ“

ОПУча'Ь будетъ зависимое перем'Бнное. ‘



_ уМЪемъ Можно только вычисл

__ 92 __ ‚.

2 дзе Ц дд Ц г(г.' @

5%:11351“Даг:ду
’ “““№ д?”@№№:“ЁТР2`7ЁЩ

Диффуеренцируя сначала по у освобожденное отъ знаменателя урав—
неніе‚ избЪжали необходимости находить %, одну изъ производныхъ пер-
ваго порядка

Можно было бы опредізлить “;&—Г._1)‚ взять послЪдовательнопроизводныя
по у и ас И затЪмъ исключить Ц. То же и въ предыдущей задачъ.  1 дв

237.1°3(2+1)__0 .
(%?—““) (гг… 55

_
(—г——%;)ющг+ 1 )

у3—062 ’
(1113—3132?

ИЛИ
д

‘

д ( +… ‹ +1)
.

д 2 2 г 03 2(уз…„д)_5+(г+1)108<2+1><2+тбі>: °? ОТКУда д;: —№25+1`>(2 %)))—;+108(г+ 1›(г+эсдд—%)+(„%);; +2<г+1>1оз<г+1>3^і)+
+ [уЗ—тг+ш (г+1)103 (г+1)] 3—23;

= 0

[у3 — все + ‚70 (г+1)108'(г+1)](—;д2—Ё:—108'(г+ 1)
3—2(3.8+ 2+ 50 8—2)

ЁЁ_г(г+1)10{;2(г+1)(г(у3—тг)+ 2 (г + 1)[у3 — тг + и(г+ 1)108’(г+ 1)] )дэв2` [уз —— авг+ аг:(.г+1)108'(г+1)]з
Иначе, освободивъ уравненіе отъ знаменателя, 108(.г+1)_—_ С(у3—э:‚г)

1 да д
№Й=_ОЯ—Стді или [1+С'а:(г+1)]3——+О(22+г)=0

С(33+2)д;+050%%і2>+[1+0ш(г+1)]—=0
ЁЁ __ 025(г+1)(32+2)_ 03ш32(г+1)2_С2г(г+1)(г+2(г+1)[1+Са:(‚г+1)])
дазг

_
[1 + С1:(г+1)]2 _

[1+Сгс(г+1_)]3= [1 + Ст(‚г+1)]3
Подставляя *) вмізсто О равное ему “ЁЁ? ‚ получимъ то же, чтб И 

раньше, выраженіе ДЛЯ искомой
{;;—32.

а; @ д.8 _ _ д.? 0256238. Ё+Ё2д—х_0 _

(А), д;: _аТг
1 . 1 да 2 гдЁг
аёдгъ'г“<д$> +Еёд75220’

_ёёёіёі 5293320; Ё=Зсбтаэ2+уэс да; да: @ дазз диз (146225

—д2+02ду= О (В);
_1

, 1 (Ё? гд2г_ _ д2д с4(а2——932)'
_б—9+Ё<ду> +дд—у—2—0, ‚@=—№ 

`’“) Постоянное С' не входитъ въ число данныхъ, но оно опредЪляется уравненіеЧЪ
СОЁЗО— (0) 2 ИЛИ 000Ё82021. РЪшить это уравненіе въ конечномъ видъ мы неять съ желаемой точностью числовыя значенія С,
удовлетворяющія этому уравненію.
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“е енцируемъ либо (А) по у, либо (В) по а::  да да (325
_ двд Ша,‘ '

дш ду
+:дтду

_ О ’ дт: а2Ь2ез

20.8
двд. дзе дд 04 22 22_ ___ 3/(а г_+Зс 9”)

+2дт дТду+дТЁду 20’ №№:еЧёт” (д;) ]дГ№“„% *
___: « 2 2 .

_ _.9 (1 + “”да. 2% у Я ‚
`(1_‘|' @@@-ё;

-— 4ш2уг

„33%— + Ш: . 8%г ;
дзы

___
4туг(2+ас)

. дтдудг дудг дтдудг (1+т)2
'Црежде Ч'ЁМЪ искать полный дифференціалъ, прологариемируемъ для
‘гценія наШе уравненіе 103(1+:с)+108и=2108т+2103у+2108°г

     

йи_ 2010; Зсіу Мг аи
2__+___та Му 2012

% 7—++—е или ?= а:(1+т)а'«)“—„+—+7
@_а_№_у_2+4т+т2а 2__2‹іу2 __2__сіг2

`

‹1ші2и
+2‘Ё‘Ё— 2(2+6а:+6а:2+т3)№5

43335

40183

`
%? из

_
3:3(1+:с)3 ддз_+____ 23

--‚`—‚—3›сіш12и 2сіи'°`_ Зам ат ат №3_ от № аш сш ?

г № +7—_ЗиКи—ЁЕ>_Й__;[З<ЁЁЙ>+(Ё>]
къ_ какъ
и @@ _оі_и 3— (2+:1:)2 2сіу2_ №22 4(2+эс) 4(2+00) 8‹іу‹іг+ и2№2ш2(1+—Т>№“"—“2

ави?
22 +ут<1+ас>№у+газ…‹1+М“”“"’+—

2+ 600+
60:‚'2—|—:лт"№3

26313 :\№—СМЧ' +%58+
д? за№№№‹№ %+: (2 а:) ту 242 тг 1 …% +7“ +2

+[т—————(Ё'_ш)віш+ ?+7] (_:‚2(2_|_ш) усі
2(2+т)

66062: Заусіг
ут<1+ас> ”+

гаг<1+аг> ' уз

буггг 123/220, 2 123/26“ 2(1 60022(2+:1:)о!@ басу2(2+эс)[](122 _|_‹1+т“")4“’+(1+тд›3”"’у+(1+ос›8
““_—+‹1+ш)2 + ‹1+а:

а:)? + )12т°га12ш2у 24 2 а: туз
сіусіг2 +сіжі 012+_+(1+т)+"М/+(1+„) + ‹1+ш›2

‚,

Прим‘вчаніе: найденная выше
д;;_3удг

составляетъ шестую долю коэфиціента при
„"_ъдтфусіг_въ выраженіи для візи, какъ и сл'Бдуетъ въ силу извЪстнаго соотношешя,

„&&&:(дт+д3+д7)з“ (Е- Д. В., Ч. 1, @ 38, стр. 52).

 
 

   
;… (‚_ „ ЁЁ гг . 9335. _дЁ__2__"ід 33:33-’ "

00821 59_ 3:3
’ ()и—_ т ’

дтду *а: ду дасдудг) эс буд?)
". -

$2
: дя '

д` ___—0 7” 21)ЁЁ т2$іп2і = О

" $2
дя№ дв __

—
— (322 22 дг’ ?)

ду›. + 22 д _ __ = 0 - 1 _— _. 2 _ _у _ @ 00$ ‚ ‚
де). + 2$ (305,502 $2

__ 0 или дуд0+ „„в ду 0082$ 932

‚ . ‘ З 2 5 __ 4—2

двд _ 2
(_ 005372) („200%>:

2317811133008
‚7;

250 008 №

дтдудт; ?} ?! ”



 
Если бы разрЪшили данное уравненіе относительно #, то опредізлили

бы "” %%“Ьщ ' выраженіе тожжеотвенное съпреЖДе Полученнымъ въдхдуди_ (334—02)? ’

силу даннаго уравненія. '
‘

.

.  
     

. дг . `

а: (;;—у 1 23: _ 257 ЁЁ _ г __ д_г24" 1‘“
“__“—“1‹ш—Б-ЗГ 2 угадали ду 1/2932—52 ду._

$2 .
'

2:1: ›

да 1/2503— 22 _

’

2—33—…— 822 1 _? де _ а;

ду &’ ‚г ду 2
2_іс_1 у г

дза 1 23; да

__дггду3__—г—3+ЁЭЁ ‚

* дэ
„'с—г а:.эь‘ $(1—3—;)—(56——г).1 1 2г+2(т—г)$о:.агсс $———— ——-——————_______О ‘”

1/2332—52 “32 2 \/2932—52
дд

1/91:
:с— 2: дзг’ 1` 4:33 ЁМЁЁЗ—Ё …В —г___ь›_ :___ — =__ ___—___— агс 00$дх ___ ( г 1) №0008

ас
’

дагдуг 52 + 23 2.4 ш '
:   У2п

_а?)Примічаніе: агс00$5; : агсзіп(

Функціи неявныя, опред'Ьляемыя соВокупными
уравненіями.

242. Три переыЪнныя связаны двумя уравненіями; въ силу послЪднпхъ
Два перемЪнНыхъ ыо'гутъ бЁтть опред'Ьлены въ функціиотретьяго. Зна чптъ.
здЪсь одно независимое переМ'Ьнное. По условію первого изъ вопросовъ
за незавпслшое переМ'Ьнное надо принять а:.

_

Считая у и г функціямп а:, надо ВЗЯТЬ производныя отъ ЛЪВЫХЪ ча—
(‘ТЕ'Й ЗаЦЕЪННЫХЪ ураВНВНіЙ ПО в: И приравнять ИХЪ НУЛЮ (мы для сокраще-
нія ріъчи иногда выражаемся короче: возьмемъ производныя отъ донныхъ уравненій).
ЛЪвыя части суть сложныя функціи

`
ас, ибо за: входитъ въ нпхъ явно,

черезъ у н черезъ г. ‘

Сл‘Ьдовательно (52—313) _|— (у2—°га:) у' _|— (22—ту) .г' = О
1 + у' + 2’ =0

РЪшая этпдва уравневл'я относительно двухъ искомыхъ у’ и г', опредЪЛНМЪ
(11

‚ 23—99 2—1: :с г 2—я: 2—я: , х—г
21%:1 :

уя—ггіЗЁу—232ЁтТ—Зіг; ((у—г; :у—г ; аналогично 31:2 1 _; (В)

Этотъ результатъ можно представить въ форм’в отношеній, ГД'Ё незави-
Е:_дЗ/_=_‘Ёі (С)
у—г `.ез—а: :::—у

Удобство этого выражеш'я въ томъ, что изъ него можно опреДЁШТЬлюбые два дифференціала черезъ третій, (и, слЪдовательно,пропзвоцныя отъ
любыхъ двухъ перемышыхъ по измЪняемости третьяго—независпмаго).

Такъ, изъ равенства. двухъ послЪднихъ отношеніи с..…тгЬдуетъ:

(А)-  
спмое перемЪнное безразлично,

Т_Т ‚дг :ріду ‚ что служитъ отв'Ьтомъ на второй вопросъ задачи.
!

щ.щд_щ_

___7:__'___:‚__—__.:_4

_„Д

—



           
  
                     

‚_Ёдымъ
образомъ, дЛя полученія (0) можно было бы, не указывая не-

‘ЧГО ПВРВМ'ЁННЭЪЮ, ВЗЯТЬ дИфференціалы обоихъ уравненій *):
„ (952—95) 6150 + (!Я—“ж) @ + (ЗЁ—шу)а’г: О

… %% -+ %+ №=0 @)

1 ‚раженіо (С) вытечетъ изъ (В) по извЪотному правилу нахожденія
__Гій неизвЪстныхъ опреД’Ьляемыхъ однородными уравненіями **).

Жоли
бы, то же самое правило захот'Ьли примЪнить къ уравненіямъ (А),

гд- ЁЗИВЪ множителя 1 ДЛЯ возстановленія однородности при первыхъ
лиахъ—каждаго изъ уравн6ній, имЪли бы

"'
'

1 _ у!' 2,
(уг—гэс)— (22—9031) : (22—шу)—(т2——уг)': (ш2—уг) —(у2—гт)

_

(т+у+г) (у—г) : (тыж) (г—т) : (%?/+2) (т—у)

_ ‚
(9—2) _

(2—56)
`

(90—31)

*’ОЖЖество поолЪднихъ съ (О) очеВИДно.  (3т2—і—0082жіа:—— 23; сіу — ‚№1113 від: О (А)
52 №: + 2’1032619+ 23:2 від: О

, сіа: __ ‹іу _ (із
@@) —(23’1039) (— асзіпг)

_
(—азвіпг)г?—2азг(3;с2+созг)

_
(3ш2+созг)291052—(—2у)г2

(1$ _ сіу
` _ (із

'Фвіпг 2319,32— 433312

_
—— 002251112 — 201320082 — 60032

_
созг 2у1032+3ш22у1082+2у22

`

п
‚

‘в 'В
дд, __ :с’ __ 43/2 —— зіпг. #1032

70 р ‚д ЛИМЪ @
—— у _

65022+ 220053 + е2зіпг

‹5'1Мтпно было бы брать производныя отъ уравйеній по изм'Ьняемооти у,

 
_. ;Н' езъ ас и г, функціи отъ у.) Полученныя такимъ образомъ уравненія отли—

ЗЮЬ бы отъ (А), очевидно, только д'Ьлителемъ ау.

‚_:244_ Зд’ізоь у И ‚в суть функціи одного независимого перемЪннаго гс.

де‘ренцируемъ
данныя уравнены. “&&—+732—+? ——0 (А)

Ааш+Вау+ 0012 : о 
“.? Т. е,ъввять дифференціалы лЪвыхъ частей уравненій и каждый изъ дИффе-

‘п'‚@ЩОвъ приравнять нулю-
"**) Правило это наглядно представляется слЪдУющей схемои  _ ‘А1а—|—В1В+01Т:О „„ __ в т
„ >Н< >"'< >|< >Н< тогда13102‘01132—С1А2—А102+А1ВгВ1А2‚ - %аё—ЫВ+%т:° (о …) 0…
Знаменатель подъ какимъ либо неизвЪстнымъ составляется накрестъ изъ ко-
нтовъ остальныхъ неизвЪстныхъ; знаменатели послЪднихъ получаются изъ

5…3 Знаменателя круговой подстановкой коэфишентовъ по одному направлешю.

;Ермаковъ. Аналитическая геометрія. Ч. 1. % 26).



О

__ 96 _
’

01.7; _ ‹іу __ (із
(В)Откуда Оу Вг—Аг аш_1іс_43Ё`? 7’? а? Ь2

в А
від ;Ё—‚т'і_сг ВЬЗш—АаЁу
ЁЁ_2_Ё5_Ё'Ссгу—ВЬ22 '

62 с2Счёдовательно ‘‘ А С. -
ау _в;

_ Т; 62 00% —— Аа2г
_ _ 1)? 002$ — Ата

% _
91—51

_ Э'Вьге _— Осгу
’ у —\ аг В?)?г __ согу

“
‘

1,2 2С

 
Тотъ же результатъ, понятно, получили бы, если бы взяли производныя

отъ уравненій, какъ отъ сложныхъ функцій а: *), и Р'ЁШИЛИ бы полученныя
а'з. с!вновь уравнены (любымъ способомъ) относительно

21%
и д.

245. ПереМЪнныя въ данныя уравненія входятъ только въ двухъ раз—личныхъ комбинаціяхъ другъ относительно друга, каковыя означимъ от-
3:2 у.? 32  Д'ЁЛЬНЫМИ буквами, & именно

а—2
_Ё_

ЁЗ—
:

#1 ; Аа: + Ву: 52

103 (731+і2)+ зіш‘2: 0
Тогда г2+12 .

агсщ 8г1+1об
_ $1ш‘1

Изъ этихъ двухъ уравненій два, неизвЪстныхъ #1, 12 опреДЪлятоя какъ по-
СТОЯННЫЯ величины (безразлично, будетъ (ли для нихъ одна„ Н*Беколько или без-
численное множество паръ значений?. (ЗлЪдговательно замч‘знивъ данныя уравне-
нія ИМЪ равносильными, %—%—%=11 ; Ах+Ву=і2
ИМЪемъ право ихъ дифференцировать, считая 151, #2 Постоянными

тая: уфу 2012:

_а?
—Ё _— ?; = 0 (Сокращено на 2).

Айа: + Всіу
›

= 0
По смыслу Ропроса за независимое перемЪнное надо принять у. Поэтому
изъ втораго уравненія ах: —— Ё @ ;

нзъ перваго %=-—%Ёау_—Ь%ау;
\

аг=—№фу
Въ формъ отношений:. @ ау

,

аг
В——_Ё_с2(А—{Ё— х

246. ЗД’ЁСЬ @; И # функціи одного переМ'Ьннаго а:.\
ау` _ е’сіг— —— 6013: = 0Ьеремъ Дифференшалы ОбОИХЪ уравненій у ‘+

5 @

Что по освобожденіи отъ знаменателей
уевігёёу

+ будт: О (А)
` . уе? 2’ у :: О

Ьеремъ вторые дифференшалыючитая, что ат не мЪняется, & у, г, № И 019
гаге_‹12 ' его: 012+ за 2 за а :о(: ть пе еМЪнныя, уе ут @; уе г + у %у р

уе’0322+ ору + 620131015 + уе‘сігЁ : 0
(В) 

*) что равносильно раздЪленію (А) на, ат, равно какъ и (В).



    
          
    
          
        

‚.';97__‚
ураВНВНіЯ (А) Дадутъ возможность опредЪлить первые дифферен-
}тая‘ ихъ поэтому изв'Ьстными или подставляя ихъ величину, изъ
в'неній (В) опред'ізлимъ два вторыхъ дифференціала.

двръ? вычитал первое изъ втораго (В) опредЪлимъ а2у=зауат
чЫЯ‘Ж'е Пёлучимъ №3: __ ”%?/0%+ №” 0122 + Муви: “‘ ; . '-

А
' 84$ ,

„Дывая ( ), найдем}, сёг=—7 ;
' вычитая же, ау=8у01т

34.1 _ 2

,
‘ ‘

‚ру “Эуат2+9—у(%%5+9у‹іт2 9
@ъелььно №: 93: ; -

. №:“… ‚ : ___аш2\ , уе! ’ 823 .

__иоедогли бы найти по способу дифференцированы явныхъ функцій,
А

з'ам'Ьтили, что
›
у : 1/5 аз” ; г =103(108°1/5 — 3.95)

>

- Но, понятно‚‹рЪшеніе заданныхъ уравненій не всегда, возможно, & въ слу-
"Вііровможности не всегда легко замЪтить это обстоятельство.

№3 (100

№ сіу
(Сравнить съ А)

:… __ _
‚ че 01:10

+
01:13

_ О

Л‘ в`ыя части полученныхъ уравненій _оуть сложныя функціи отъ ас;

іодИтъ явно, но черезъ у, г, % и %.
отъ этихъ уравненій снова производныя по а:

, ` 0122 01231 сіу аг
<аг>2

ау- г________ г______ ’ __ ___—___:0№ 01002 сіт2+е жажда") ‹іт “Защ
' ' № ту ау № 42

>?
. я____ __ г_ __ ? _— :.()

_ ;“ сіт2+сіт2+в аэс №+уе (аэс

ЁедпОел'Ьднихъ НИЧЪМЪ не будетъ отличаться отъ (В).
' ' “722 “'?Э’ 2 2 2(только числителями будутъ %, 475, 1 вмЪсто 612, ‹іу, аш ).

(Сравнить съ В)

„:Зд'Ь-сь у и г функціи одного. независимаго перемізннаго а:.

5% отъ Данныхъ уравненій производныя по за

«_ (1:11 ЁЁ—

Ё+ЪЁЪЁ+З№_ °

Р'ЪШая, напримЪръ въ форм'Ь 0тношеній, опредЪлимъ

 
(А) ‹іу ЁЁ1

да? _ сёл;

уг+%_—%Ё—тг__ %*ЁЁ (В) 
… „(№59 —т<‹г+аз> №№- „д

тЪ'ГЛСЬВУЮ- часть перваго изъ ураВненій (А) а: входитъ явно` и че—
`

›

———; въ л'Ьвую часть втораго черезъ тЪ Жеаргументы и, кромъх ' .

Им'ізя въ виду такія оложныя функцш независимаго пере—
`

хдд; снова беремъ отъ (А) произвОдныя по а:
'

7



т . 347$"? ,._`_
. ‚,

 
01.4!

2
№31 5123; Он+д>+удд<%„—

1 1 ду 2 № 2 у дру (125 (С)
ЭЦГ 17<ЁЙ>+<61$> + Ьгоіт2+гйт2

РЪшаемъ (С) относительно в'торыхъпроизводныхъ также въ формъ отношеній
6123; ._ №31 —2 01:02 ‚

‹ @@2'ёг;[д_9_@щ@ (“%> _ (“%%—(”гБЖЫ —Р(аш> ?! т аг аж
Откуда получимъ искомое, вставляязначенія первыхъ производныхъизъ (В),

@ (132:№2йш2= (31—2— 2%) [(г—Рё)?“ (%_
2%)??? | №32:   (122:

ат“ 5+ % (%+%>
3

_Ц№№№Чщ__

Ьб(г+%);;
(11:2

@ _<г+%>+<г+%><%з>2+ (59;да;?
_

?! (%+%>

_ (@@@—+%) [г‹уг+гсг›+р<%Ё+Ё—ЁЛ+№ЁУЁ<ЁЁ>2
Е

„№№ (г+%)+тгуз(%—%г>2
у3(г+%>з

Можно ‘было бы, не указывая независимаго перемЪннаго, Дифференциро-вать данныя уравненія
эссіаг а —— сіг:0

.

+!! у 10 _(Аі); Откуда, ШГ:_`СШТ:#Т @”у(г+ь_г) %(24—53) 37?! р*;э)
ЭТИ уравненія надо бЫЛО бЫ снова,

дифференцировать;здЪсь сл'вдовшю быуказать независимое перемЪнное, въ нашей задач]; а:, для того, чтобы сыазатычто да: не мЪняется, и что лЪвыя частиуравненій суть функціи отъ ас, у, г, еду и (12.

біт2+01у2 +усі2у—р6122:0’Гог & имЪли бы сдав? @ 2д

—++2_+агя+%а2у…гг=о

       2“?

эс

дат +Ъу—2ау + 2012: О

(0’) 0,2

_“т” :__а:&`… (П)у(г+% ( г+%)‹1т2+ (г'+%;)‹іу2+р0122 уКЬё —
Эдас? — № ]

Откуда нашли бы исісомое (Е).

248. Беремъ по 50 первыя производныя
(1——созт)'+ вітаг’+ оозу.у’ :, О

(А)811193 + совгл’+ зіцу.у’ : 0Снова беремъ производныя по а:



+99;—                     
      
    

пт900592'2—зіпу.у’2 + зіпш” + сову.у’=0созт—зіпе.г’2+созуу2
_—__+ сове.г” + эіпу.у” _—0

г!! … „  !!
_]:_[совусовф—С’Ёвузшгг'2+соз2у.у'2—— :віщсовг+сов2г.2’2—віпусов:у'2———51пу$1пш—$іпусовг.г’2+$іп2у.у’2_ —$іпгсозг+$іп2‚г3’2——зіпгсозуу'2  _

сов(у+т)——‘$іП(г—+у)г2+у’2_ зіп(а:——г)+г’2—віп(г+у).у'2
рОизВодныя опредізлятоя изъ (А), откуда ИМ’ЁеМЪ

'

1 г!
_— _ у!

"

—соз(г+у) _ зіп(гс+у)——зіпу _
0082—00862—2)

`

—00$(2+г/) 25іп(—) 00$(ё+у) 2зіп— $іп(— ——г)
въ предыдущее выражены первыхъ производныхъ, опредізпимъ

„“ 45і112—[$1п(е+у) $1п2(— _—'г)——соз2(%+у)]—5іп(ш——г)
3’
_

0083(2+у)
.

де”: 4зі112—2[зіп(г+у)соз2(—2+3‚/)—2$і112(——е)]—со$(у+я*:)
0083(2+9)

„З…,Беремъ первые дифференціалы
(1/—

й—у=1/——

 Н 
 А "

ёёо`я2т'оіу;: соз2уУ6 аж, 2 2 2 _)

0018/
уУб

093$

ас или .

(А)
' 6 2 у -'

`

*

у __————_ —— Зооз2 ае =00822 сі`(298.221/6
г—

3
соз2у ,

у
‘

( % у

0052$ 012у: 200803 зіпт _оіуоіт—1/6—созуУЁзіпуУв— аудит

2уа2`г—соз2уУЁа2у: 60083; зіпу агоіу—щ/6 совгУЁзіп31/6 йаду

(?совшвіпас—Уб сов уУб зіпууг) 00522У6 сіос—і— +9+(Зсозу зіпу———1/600521/6 зіпгИз )2сов2тоіг
ИЗЪ (А) значенія 013; И да, опредізлимъ

_:9; „1008231‹122:[ {…__0082гУ6 соз2уУ6
[Зооз2у

(2005.93 віп т—1/6 005 уУв зі11уУ)б + ]' '

18008433 соз4у + соз2уУ6 (Зсочу зшу—у6 ооз’гУбЗіпгі/ @)
(2 + 5111293) @—_ 03.77

_

(2 + 00829)42_—— віу
‹. мъ съ (А’), какъ раньше съ (А).

(2 + $іп2ас) сі2у + 2віпт вовсе ауди =
_0

' (2 + 0052) 0122 —- 20053; зіпу ауди __——0

(А’) _ ‹

!

+ 99211) (2+$іп2х) 0122-[2 возу зіпу (?+8іп22) ‹12 426082 зіпт] ду
'

.
.,

к ‚125 ‚‚ 2созу зіпу —— 2008$ зіпаз (“2 + 0082?!)
2 ' т ЛЬНО

355 .= 5 : (2 —+'$іп2$)2 (2 + 0082у)2

Выраженіедля г” тожжественно съ полученнымъ прежде; тожжество можно
'Ё’Ё-показать на, основаніи данныхъ уравнешй.

,



’."?

 
—— 100 —_ _

*

250 Проще всего найти зависимость между 3 и т; съ этою целью
пеключимъ изъ данныхъ уравненій у; умноживъ первое на 2, второе На ‚их,

вычитаемъ и еокращаемъ на у. Тогда щ/1—-г2 ——г\/1——эс2=0 („_)

Откуда ‚г——- + ;и

Если бы не догадались исключить у, то дифференцировали бы оба уравпепія

   аа; сіу Уравненіе сокращено на мно—

1/1_____ш2—{—]/1—?/2
___—0 (А) "

житель (\’1—002У11—у2 ух)

612 =О (В) тоже на (\/1——‚гЁ\/1—у2 —*у.г)

1/1Тгг+ М_—1—3/2
($5 йа: ( С)Откуда, исключая у, 1/1_2221/1222 "

емъ, считая а: независимымъ, т. е. что 01% не МЕНЯВТСЯСнова Дифференциру в
№2 сайт? где? ВТ ( _—: _

8
( )ОГД“,

“1—22 1/——————[1__Щ2]3 ““А—252]
Или, исключая 012 на, оенованіи (С), найдемъ

   
  

6222_ щ/1——_72—21/1—ас2№2 (Е)
‘

[: О

(1—352)1/1——:с2 ВЪ силу (и,)

Считая у независимымъ пере`міъннымъ, дифферен'цировали бы (В) И

отпе Ълили 33:2_ №92 3_ №3 (1‘)
1 д 71—е? 1/‹1—2) №142)

Исключая да И принимая во вниманіе второе дашіое уравненіе, ОПРЗТЬТПМЪ

№Я:_Щ——_ т ' (@)
(1—92Л/1г—у2 __

Изъ уравнен'ія (В) иміземъ ау=—Х:Ёоіт (Н)

Если бы это выраженіе для ау подставили бы въ (6%) и исключили бы

въ силу Данныхъ уравненій у, то вее же не получили бы (Е). Причина та,

что (6) справедливо только, когда у независимо, Ибо только въ такомъ
елучаіъ въ (Ъ) пропадаетъ члеізіъ—У—Ё—7 Когда же МЫ 0тъ(6—)перехе;ыть
къ (В), то независимымъ становится гс, елЬдовательноу является функціеі'і ‚73°

‚& потому этотъ членъ надо въ (Р)возетановить‚ ибо азу уже не равно нулю.  "11? ’ '

Тогда #212 Е №2 _———_`/ №3;
' (К)

при х неза- приу неза— У1—у2 при и неза-
ВИСИМОМ'Ь ВИСИМОМ’Ь ВИСИМОМЪ

Принимая во вниманіе, что по аналогіи съ (Ог) при и: независимомъ
а2у:_4__ (іі?)

приведемъ (К) къ условію (1—я1)\’1—т’

(51:1/1—22—21/1—372Л/1—у2: \/1—е2 __1/1—902.
Соотношеніе же это прямо вытекаетъ изъ данныхъ уравнений, шклю-

чая у, етоящій ВНЕ радикала.
Справедливость СООТН0Ш6Н1Я (К) МОЖНО доказать ЧИСТО теоретически.
сіг :2’2 ‹іэс ;

(15 __—2’ ау
при х НСЗЦ- ' ПРИ ] неза- у

ВИСИМОМЪ ВВСИМОМ'Ъ \
“0 "’х : 5,31 3/9; ; у’хсіт: ду. ' СЛЪдовательно (1; Е (12

при :! НСЗЭ: ПРП }' ПРЗЗ’
ВИСИМОМ'Ь ВНСПМОМ’Ь



——'10‘1'т—

                               

„ : с! 413 : (і; ’ __ г : _„, _; пера- при & н23а_
( ),; 450 —— (% хдас)х (1:17 _ (31),у!.х)!х дар:

11. идиом'в- `: нисимомъ `

‚ . ‚ =(гуУх‘1Шд-Ю—і—4у у”…ітг—гмусдз/Ч—‚гэ612?!
при а; неза-

ВИСИМОМЪ

„$4130 ‘*’/ушат:
ИЩЕТ»?

‘ СлдЬдовательно №5 : 412: + ‚г’ №3;'
—

‹ неза- при 9: неза— - -
ВИСИМОМЪ

, ВИСИМО МЪ ПЁЁСЁм?)??? ПЁЁСЁЧЁЁЁ’Ё

Иды
Постоянныя и; + у2+23: Соней (А)

№ + у? +3 : 001151:

, _ ъуравненій (А) (сюда одно изъ независимыхъ переМЪнныхъ входитъ

„ЬМЪ во второе) заМ'ЁНИМЪ НОВЫМ'Ь, исключая изъ (А) перемЬнное у,
`

(ас3—30) -— (23 _ г)_—— Сопз’в
(30132 т— 1)_ ф; —— (822—1) №: О

‚. , 8т2уаар+2уйу+сіг=0
6.750202 _— бгсігд _— (Зг2 — 1) 0122 = О

бий? + Му?+ “Зусі’ду + 6122 :: О

6122“, ПОЛУЧИМЪ 63082261332+2(822——.1)сіу2—бга22+2у(322——1) (Ру : О

ервЫе ДифференціалЫ
(0)

ОПреДЪлитьвід и @ изъ (С) въ ВИД’Ё (Б)
33:2——1 _ (1—Загг)(_1____+3т)

№3322—1а“ ’ ду:?2у(3г2——1) ‘”
“ставивъ въ (В) и раздЪливъ на №52, опреД'Ьлимъ

’ : :1-22у2-(8т2—1Р—г—(83%_—1)(За:г——1)2(З‚7сг+1)2_ 363531222(і-’›г'2——1)2_
4у3 (322—1)3

“

"
Въ первое изъ ДаНныхъ уравненіИ переМЪнныя входятъ толыю

_Ызраженіе (_е+у2—$2) СлЬдовательно изъ первагоуравненія это

_;=‘_.і_е опредЪлится, какъ величина постоянная. Данныя уравненія, зна,—

 

—— т2__- Сопэ‘с
БРИводятся къ Я ЦГ5; Я ____1.

(А)

.
.

(13 + 2у @ —— 29: 019;
= О

›

_

.?ФМЪ
.. дифференцшлы

аду ‹12+ тг сіу_ уе ош: О
‘

(В)
' '

№ + 23, @@+ №92_ ($1139): ()

дИфференцируеМъ аду (132+ № 01%; + 290 сіу аг
_

. .= 0 _

(0)

ед
_А; Дифференціалы И.ЗЪ уравненій (В) опредЪлятся въ формъ

.
№ “_; @ ______ёг__

—— 21/23 + 23092 : —— 23723; № __ „ЁЁ: %% 
@@@—@@@

" мешаю
‘ отводя, затЪмъ, два послЪднихъ

%}івъквадратъ и вычит'аяпОчлвнно изъ чиолИтеля и знаменателя

'кгвадрата соотвгізтственные элементы второго, на основаніи свойствъ

„діныхъ прбпорцій _опредгЬлимъ



    ‚..

1—— 1627—7
  

619615
.

-

_

613/2—.61%2
. _ дт2.\_22у(т2—у2)(г—2т2)

_
(т? - — у2)(4т2у2—22) %% — 23/9)2

Вотавляя въ (С), [и имён въ виду, что туд: 1], приводимъ уравненія (С)
2(т2_у2)

61.152 :2 2__ 2къ виду №3 + 2?! 6129 +019? @; ‚
@

):с2(‘г—д-2у2)2„‚„
‘

‚
‘ 2002—13?) (1 2 _ О

' 2 __ $ _—ту 0125 + асе сиу + ;(2—230
)ф2(г——2у2)2

Тогда опредЪлимъ‚[снова ИМ’ЁЯ въ виду, Что 'азуг:1]‚'искомое В'ЬфОРМ’Ёотпошеній   ‘}2—2 №32 "‹Ру `
‚ 2(т2—у2) сйт?01332 __ ` , :___? _?4у(г—2а:2) — 11:2(4ш2у2—22): (4.7а2у2 — 52)озу -— 201—2332): т3(г — 2у‘)3

__…

453;——1 2т2у—1—азгз
_

4ш3у3—32+4т2 $3 (2—7 2%)3

—— 253. ЗД'ЁСЬ два уравненія съ пятЪю перем'Ённымп. Слёдовательпо дваперемЪнныхъ, напримтъръ 15 и %, ‘СУТЬ функціи остальныхъ трехъ эс, у и г,
.

__

‘

дн 0!Другъ отъ Друга, независимы'хъ. Итакъ будемъ искать напр. & н д;.Для чего возьмемъ отъ данныхъ уравненій *) ДРОИЗВОДНЫЯ ПО 06, Ш) пред-положеніп, что у и ‚г не м'Ьняют'СЯ'. Это будутъ частныя производныя по
пзм’вняемооти ‚сс. Въ лЪвыячастИ Уравненій а: входитъ явно, Черезъ „ п 25“).  Поэтому дт 'дт (А). „ __ *даг' ‚_ ' дас (В)ди ді_ ’

. тщ—г) *щмт “”
#(т—и)иі+шіё+тий_0

'

.,
.

_

бы и 25—71; 8! 2- 02—44_=_. . _=_. 0Откуда
да: "а; и—ф ’

да; % и—ф _

( )

Можно было бы взять отъ Данныхъ ураВненій частные дифферепціалы попзм'Ьняемости ‚70 аи— :

д_‚‚‘и—|— дм:- 0
(13)т аэс +30! д„и —}— сш д.11: 0

. д 1
.

Тогда въ (В), въ числителяхъ, В‘М’ЁСТО 1, %;,- д—і, были оы ат, джо, д…?-Въ настоящей, задавит, вмЪсто формы (В), можно было просто р'Ьшптьуравненія (А), умноживъ первое изъ НИХЪ, разъ на „ті, другойъпа ‚от Ивычтя изъ второго. '

254. Зависимыми перемЪнными снова будемъ считать и и !. Полный
дифференціалъ берется въ предположеніи, что воть независимыя перемон-ныя М'ЁНЯЮТСЯ одновременно. Для Того, чтобы написать полный ‚пиіжре-ренціалъ, можно отыскать предварит'еЛЬно частныя производныя по во'Ьмънезависимымъ перемЪннымъ, для чего пришлось бы взять отъ ЦаННЫХЪуравноній сначала частныя производныя по у и изъ полученныхъ уравне—ній опредЪлпть 37“

И‹ (‚%; подобнымъ обрёзомъ И по г. 
**) отъ ихъ „чтзвыхъ частей и полученное приравняеМъ нулю.**) Возможно иногда, (что бываетъ въ н*ЬкбіЪрыхъ случаяхъ полезно), вообразитьчто производная берется только по {с, входящему Явно, полагая, что 2 и и въ это времЯне М’ВНЯЮТСЯ. 'Гакъ какъ это на самомъ Д’БЛ'В не такъ, то таКая производная штетътолько условное значеню.

. и ‹ . :
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нномъ чаотномъ случа'Ь, благодаря оимметріи данныхъ уравне—ТИТельно оо. у и г, можно было бы получить изъ частныхъ произ—‚по а;оотальныя частныя производныя перестановкой овса сначала" томъ съ е. Именно
‚и !—у_ ді__ ! у—и,

_ ди_и г—г._ д! гг—и 
    9—40—41, 53;_;%—1 ’

ЧЁЁ_г—и—і’
(3725/00—15 (Е)

" '; ди ди

' ' 753;% [“/ЁЁш.—_ЕЩ°№+    уи—іа'у
Че: можно было найти искомые дифференціалыи—не приб'ізгая къ
Ъ производнымъ, для чего отъ Данныхъ уравненій олЪдовало бы

Олные Дифференціалы (прологариемировавъ, пожалуй, для упрощенія вто—
шщ.

ж+лм+ж+_…л…+
ш=0  (а)” “+„++—оши1+аг=о

“ от =_— щ (Н)
ё>дт+<%—%>ау+<%—%>аг <%—$->ат+<„і—„і>ау+<„і—г>№і_і і_і і_і і_і ь_3

Ё ЁдуёРЁ—*—%&гг 4#=-?Ёёт—ъ1Ё4у+-?{аг 453
 
!; и 7 и ! и г и ! и 

Зд'Ьоь обращаться къ полному ДиффереНЦИРОВЗНЬЮ бЫЛО бЫ ГРО—

`Ъорцэмъ отъ данныхъ уравненій частныя производныя по %, помня,
„’Ьвыячаотиуравненій % входитъ трояко: явно, черезъ а: и черезъ у.



 
2_ 2__ 2—2 0 .с ‘а: ди+у ди+и

откуда
$2874. ‘_ и,?

да: ду '. %* ——у4
_

94.— 9046___ 6__ 6: 0$ ди+у дн+“
Эй

_ :? 3447—5134

°

 
СлЪдовательно,

1.(т2%)+1.(у2%)+1.(и2):0
]

до“ ($253)+ 94 (923—31)№№?) : 0 ]
ОДНОРОДНЫЯ О'ЁНОСИТЬ‘ЛЬНО ЗдКЛЮЧеННЫХЪ ВЪ СКОбКИ НЭИЗВ’ЪСТНЫХЪ.

257. Необходимо было, какъ это въ условіи Д'Ьйотвительно п сдёлано,
указать, какія перемЪнныя независимыя; Ибо это вліяетъ‚ какъ мы ВНД’БЛИ
въ дредыдущей задачъ, на форму частныхъ производныхъ.

Дифференцируемъ полностью Данныя уравненія
а: сіх+у ау+г аг+и аш + 1} 611) + 7$— сіъ‘: 0
тзсіас+у361у+гзаг+изсщ+ 123 01?) + 130%: 0

ЗД’ЁСЬ мы какъ бы рЪшали уравненія ’ Тогда
.

1 _ … 011)
` _ (И *)

щгг —1)2)
_

15%(352—й2)с{т+25у(у2—12)сіу+іг(г2—12)‹іг+ш(%?—Рут |*“ №№]_ т 1:2—152 у 312—153 ‚8 ‚г? —і2 % 7,62—12

“”_Бдёдт+г№ау+аг_?№+ті$э‘”
81) у 112—432Тог/а‚нап 'Ь —:—————.Д РИМ РЪ’
ду 1) 12—1712

258. Вопрооъ поставленъ неопреД'Ьленно; здЪсь два уравненія ‹г-ъ пя—тью неизвЪстными. Три изъ нихъ, значнтъ, независимыя перемЪнныя, & ос-тальныя Два суть функціи первыхъ трехъ. Изъ вопроса ясно, что % зави-симое, & а: независимое; какіяже изъ остальныхъ независимыя—неуказано;
ВЪ ЗдВИСИМОСТИ ЖЗ ОТЪ ПОСЛ'ЁДНЯГО ОбСТОЯТЗЛЬСТВЬЪ

3-3— ‘ПРЭДСТЭВЛЯЗТЪ ТО ОДНУ,
то другую, совершенно отличную отъ первой, функцію. Предполоэ‘ШШЪ,напршдтръ, какъ И ВЪ З&Д&Ч”Ё №253, что независимыя перемдвнныя, крохи“) %,
будутъ и И 2. Тогда ВОСПОЛЬзуемся формулами (А) и (С) этой задачи.Прежде всего, разсматривая лЪвыя части (А), „какъ сложныя функціп ‚93,

ВХОдящаго явно, черезъ %, #,
3—3

И ‚% , возьмемъ` отъ нихъ снова производ-
ныя по измЪняемости а: и Ц И авняемъ н лю дім дц —— )р Р у '. да;2 +дх2_(

ди ді ди д! д? д?!21— 2и _ 2 ‚__ _“ _— —
ди дии

дас + д.76 + “.
дсс дж + и

‘даз2 +иас дт?
_ О

Исключая @ = — @, опредЪлимъ
'

дги ди .’ дд" ди дгхи—і +=2г— _ ‹ ___—( )
дх2 да: +2и „+23; дтд$__

__ 215% .—№ [(г—т)‚‹и——г›+‹т—и)(и—г›+‹г—тжт%>] 
‘*’ Т) ' ‚

-
) ;етьяго отношешя не дописываемъ, ИОО‘ОНО излишне для різшешя Пред-‘Ю'женнаго вопроса… ,

_

4



‚—105—
"% ш
№=_ т2(и——___т К“—“273+($—и)2+(і—ш)2]

. , ‚ . д

'б__ы;ло
бы, взявъ изъ (О) значеше

д—Ъ;
, и имЪя въ виду, что въ

   
     
       

_ д;;_;;__ш(и—г)[(г—т)3—; + ид; —и] __ щ;_ ад) [(и—:)+дпдд тд’]_
.

дт «73206 -—- 02
_

3—42) ті“— — (т—_а) то,?— — (и—!) и!__№ [(;_ т)2+(ас —и)2+(и—і)*]  
‚902 (и — і)°‚ш …

а:? (и, —— !)3

'

мы избЪжали даже упоминанія о (;)—:; ‚ но зато имЪли Д'ЁЛО съ
ТакЪ проще ПОСТУПЗТЬ, когда ИЩБТСЯ ВТОРдЯ ПРОИЗВОДНЭЯ ОТЪ

ди
“& Входитъ въ ихъ л*Ьвыя части (А) черезъ и, 15,—д—Ф, д—і ‚ (явно не вхо-

дги д?! __ О
дтду дтду

_
ди дд ди д! (32% д2і

331+“иду+ %дудт+тдтду+ш5№+и$ЙЕЁ=О  » *Ёуг-у—БЁ; и всё первыя производныя изъ (С) И (Е), опредёлимъ

____ ;) дгг __ъ__ьі___
иг[(т——и)(г——у)+(г—„@@—и)]

'

; дагду
_

у у(и—і)2
…

2
_‘” = ““ [ш—щш—щ—э—а—аш—т]

дтду туш —— б)3

__
д

[215 {234 __ _1_

(“_—2) [(%—м);;_;дді‘]
__ дм           др; _а: (%*—№

`

'

‚ „ д: -

;

А :(г—ш)%—}— и(и—Щё и! .= =__———_ г—зс г—г ‹т—ищ—ил
,; „;…—№2 „;;/(„4$

[( )( Лт
независимытъ перемЪнныхъ т, 11 И и
*

дя; тг
дшдт“№дзпгпшжгмшнт№№ г)]

СовсЪмъ другое выраженіе!

„Два уравненія связываютъ четыре перемЬнныхъ; слёдовательно,

*»;ъ перемЪнныхъ два. Какія именно зависимыя, условіямп задачи

”дено на нашъ выборъ; пусть, напримтръ, и и г. Независимыми
ш, и у. Полный дифференціалъ можно написать, вычисливъ пред—

53,043 частныя производныя. Отъ данныхъ уравпепій логариемируя



 
дЛЯ упрощенія второе ИЗЪ НИХЪ, беремъ прОИЗВОДНЫЯ ОДИНЪ разъ ПО ‚97, (…И-
тая, что гс входитъ явно И черезъ и и а)„ другой разъ ПО у (ВХОДИТЪ аналогично)

. де ди,
да: .дас_ ' ду *“(А)

1 (В)1 1№_і@_0 & іЁ+_%:о“;“?й4 идт— › у гдз! иду
‹) 'д 0 д ‚ …

'Теперь, считая, что 3,5, д—Ёр, идёт, д; суть, ьаждащ фуньцш 33 н %
беремъ отъ (А) производныя пот, отъ (В)—-производныя по у, н, наконецдлибо отъ (А) по 3], либо, что все единственно, отъ (В) по т.

’)  
  

дзе д—и
_ 1 1 да 2 1 ди 2- 1 822 1 (Ри _ ,5; + дхг :о, —;„э—‚;(д—„) “№6673 +255? +д№ “0 (6)

дгг , „дт _- 1 1 да 2 “1 ди 2 “1 двд 1 дт __дт Т
дуз —°› _уТ—Жй—йй) +25; +%? __“ <В)

дзе , дт _ _

.

1 д; д; 1 дм дм 1 ()92 1 (Ри _дТдутгхду—О’
_ 7%557272556; дгггхду—йдгду_“ @

Изъ уравненій (О), пользуясь уравнёніями (А), опредЪляемъ
1 1 82 2 1 ди ? `

д2и ?+?(Ёд +№<д`5>
'

из ‘ '
3,5'

8:02
:_1ЖЪ-`=№[(г`щ2+ш`№+ (“’—ЗЫ [: "

да?]5?`?
ИЗЪ уравненій (В), пользуясь (В), (или въ данной задачъ по симметріи)

№16 625 из ‚

‘

5372
= _—

Туз
:@ [(г—и)2+(И‹—-у)2+(у—г)2]

Изъ уравненій (Е), пользуясь (А) И (В),
82

$ 63 дг + 1 ди ди
% :ггдш@ №505; _ ие ’

()32
дтду і_і —№ [(%—%)(ЪФ—Ю+(т—д)(у—г)] — _

дд?)%

Тогда,
2 _ д?“ - д2и дт:\“;

—[(2——и)2—]—(и а;)? 2 2
' “3 ` ‘

‚
ж2(2—и)3

_

` “‘ (90—2)
](2-70 +2;№17›5[(И—ш)(и—у)+(ш—_5) (у—2)] (іжіу д‘—

МОЖНО избЪжать повторенія значительнаго чиапа, однихъ И ТЪХЪ Жепередіълокъ, если не вычислять ОТДЪЛЬНО частныхъ' производныхъ, & сразуписать полные дифференціалы, полагая, что одновременно мЪняются обанезависимыхъ перещзнныхъ а: и у. ат+сіу+ 012+ . ст: О
(130 ау 1 1

Такъ какъ гс И у переМЪнныя независимыя, то считаемъ аа: И 6231 110-МЁНЯЮЩПМИСЯ' ЛЪВЫЯ части, УРаВНбНіЙ (Р) суть функціи переМ'Ьнпыхъсс, у, г, аг, %, сш. ‚‚

(Г)



ё—сРг—Ь—ста—
— () ((?)   

   
     

     
     

    1 __ (12 аи
(Н)‘

1
_

1 1
‘

1 1
=

1 1 1 1
_

--

: #; (5%Е)"“+(д_ъ7>ау (;—;>дш+<г—д)ду
”*:,“из'ь (@) сігг=——612и и вставляя изъ (Н) выраженія дляф; и аш

%% Ё гц „_ % _ „…
2/2

+ 22 + и2 : из
М+_у_

2

%+“
$).?

%+(Ъ—[Ё/ёі5193;+(у—г).юйу]2
{59141 ' (‚%*—'“) «702 т2у2(г—и)2-и %*  

_

‚(Б—Ц)2+(’М——$)2—'—(т_22)
”1%

2+2;‘_;
(“_т)(и—`у)+(т_”ИЖ?!2)

атаудг(‚%—№ (г—и)з  ия <г—и)2+ (и—у›2+<у—г›+—уе „_„)3 ду

{Можно было бы раньше найти всё частныя производныя и по
„ццатьдолные дифференціалы; но проще, какъ мы ВИД’ЁЛП, сна-   (А)

 

'гутъ не изм'Ьнятьоя.    . 01302 №9 ди? 1 2 1
2 _ __;гтгщтг+г““$@“—° (Ы

йу2—]—сіг2+сш2+‚га2г-+-и№и=0
`

… „ '
" 1 а от

__ опред'Ьлпмъ “ г = 2
и

_ (О)
———— у—сіу— ——сіас ———сіа:— %сіу2 и и ‚СБ

_,
‚

6123
‘_ __ №7»

35 532+ іау% + (3 + %) аг? + Ёж _- Ёаасг_
—1—‹іу2—_—

Ёагъ— (% + Ча“

<<><><—<<%+—>%+%1№+
1 и г и 1

'

+ [&&&—ду+ (55 +
и>и—2+ „%:-Ру?

_ 'ддёиьшы-
' узи _з____зг+и (%#—аты(зачат№6; ”;”—_2ш („2_22)“ атау+г » (‚„/24___22)з (13/2 :?»‚грёчггш—тгг № __ ___%/Ё згг+и2. №№—22)2—|—у (22+3ц2)

_…..‹(„„__‚2„,‚‚ ”давай?" а: <и2——ет ’* дуг" («#—%%? °



 
14—1084— 7

Подобнымъ образомъ
2и[3и4+ 224—14222]  уг„[32+2381613“шау_

и[(и2__гг)2+у2(322_|_иг)]а‘/   №“: _ $172(и2—.г2)8
]йт932+2——————500и——222)“ (и2——г*)2

СлЪдовательно
_?

_

'
‘

д2ы __ г2и[3и4+2г2——и2г2] _ д2и __уг2и[г2+3и2] _ д?“ _`__ Ш1Ш2+у(%‘2 ' т)]
{ЁЁ

_ _
(1:2 (%%-22)3 ’ дтду

'—
:1г‚'(и2——г2)а ’

ду’2 (и'2— г"'”)

262. сіа:+ ау+ аг+ сіи + си : о.
ш2ат+у2сіу+г2сіг+ “2 @и + 2241$ : О

,

1 ст . _‚ ш:  
:? _ и2

:
(т2—і2)сіа:+(у2—152)‹1у+(е2——$2)(15

_
(„2—ш2)ат+(ыг—уг)ау+бдёі№

а2и+а2г=о ; 2ж1т2 + 2усіу2+ 22452 + 2шіи2+ 2201132+ и2сі2и + 15242!: 0

_ 2__22 27 2__22 2 2__22 \ 2___22 2__22 2_2293с(и Н+ и(ш „+ Ци а: )
а$2+2уш

й)+2и(у #) +2г(и у)
ду2—{—

       2 __

(ЁЁ;_) (12—442)З (12—и2)3

‚
22(и2—-ь‘2)2+2и(г2—і2)2+2г(и2—г2)2 , 2 4и(а’с`2—й2)(у‚2—й2)+4й(и2—а:2)(и_2+1+ (12—142?

від + (12——и2)3 ишіу+‚
, 4и(х2—г2)(г2—і2)+4$(и2—сс2)(и2——г2) 4и(у2—г2)(г2—$2)+4$(и2—у2)(и2;2)

($2——и‚`2)3 сіжіг+ ([?_и2)3 ‹!усіг

263. Короче всего найти вторые полные дифференціалы отъ а: и у н
по нимъ написать производныя ус!т+я:йу—аг —— 41:0

№3+ ау—іаг—гси20

Откуда
№ сіу —

' “1 - (!$—1 )оіг + (гш— юа;
:

(1—25у)о!г+ (1—гу)сі2
:

5117:
При второмъ дпфференцированьипринимаемъ, что 012 и аг не мЪняютсн

уд2а: + ага?};+ 261506131= 0
4% + 423, _ вот:: :о

2
( )ткуда —— (];—33— = 0123; : 2_ $0126“… (Мау (137613; + уйти у—— а:

  
Вычпсчяемъ аму п упрощаемъ на оспованіи данныхъ уравненій.

2 2(1+ЁЁ)_42(2+8шу_т3) 20+“ ' _…_._______ г) ‚{г: (2—2) ‘ (!!—№ ищю_тм… (… __ (…)

Т(____‚‚‚)з.—д (у—т)з
(|У) (У) (П)

Ь
Рдзъ написаны ПОЛНЫ8 дИфференціалы, то можно считать задачу

р щенной, даже И не выписывая,чему равна каждая производная. ПОО
2 2.35(|), коэфиціентъ при ае въ выраженіи для сіт2, есть %; (|||) есть %ГЁС'‚

  агг.ои+ _(ЗЁГЁЭОЖ

. д2у. д2у(…) ещь
’дЁё’ (`”) еСТЬ дд; половина коэфиціента при “аши (||) ОСТЬ



——109———

    
        
   

—$8 ’ 2 _ 2 3 2__ 8

] ;
-- половина коэфицъента (\{) есть а у [=

( + „у у )] .

дгдг (;;—ас)з

ыми) Въ виду симметріп уравненій относительно паръ (т, у)
жно, пользуясь рЪшеніямп предыдущей задачи, сразу писать

_2+з№—гз
(_а—т

_ 021: __ 204—033)(А) ›
”ду?

_П (В) 
ащ— аг ——у01:с———жіу= О

ісіг+ ее!! —— ‹іт— йуг—О
’

_

- 012 __ си _ 1
_

;3‚_.‘(9Ё%1)ат+(тг—1)ау
__

(1—11!) сіт—і—(1——ж‘) ау
_ 3—1

’въдушрвнен'ъяхъ (С) аш=0 п раздЪлпвъ на аду, (т. е. переходя къ

(С)

(19)  
о_цзводнымъ)‚ исключаемъ %;

((;—15%

:: (1—м) (Е)

&жтдую‘ производную по у [ дг
__д_і>_

81? д: (Ё)(”!)ду2+\ду ду ду 2—тдё
ъ;@") выраженія частныхъ пропзводныхъ перваго порядка по у,

д;Ё„нЫ&_1Ё изъ (В), и упрощая въ силу дапныхъ уравненій, найдемъ

де ад 0: д:(2г)дш2ду+<д_ас дБ) ду: "“ _
да;

д2у—— И
ЭЁТ

ПЗЗЁЪВИСИМО ОТЪ задачи ”9 263. ?

",-порядка, а, только двЬ изъ нихъ. Въ такомъ случаъ прибЪгать къ пол—
_;фференцированью не спЪдуеть, такъ какъ, въ противоположность за—

., ° 263, меньшее число перелЪлокъ потребуется частными Дифференциро-и (Дифференцируяполностью, мы, кромъ требуемаго, получили бы урав—

_ _1 : о ' -' __
ухе Ъ—туг' Откуда __тд: у‚_: 1

30, + у, ——‚г = 0 293—1 1—23, у_ $
.' ‚ ‚_ ! у_ у; —0_ Откуда—у/‚”':ае/‚’=_2_—”’у’-_——2_—___(2‘”`“1)(1Г—2_у):20+?)

‘ _ у—% (!!—00)“ (!!—эс)“
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