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ным направлениям. Первое связано с симметричными точками и построением на n-арной группе 

специальных фигур аффинной геометрии, обладающих заданными свойствами [13], а второе изуча-

ет свойства различных последовательностей векторов n-арных групп [14]. 

Приведенные ниже результаты примыкают ко второму направлению исследований. 

В частности, приведенные в формулировке теоремы равенства являются векторными аналогами 

понятия самосовмещения произвольного элемента p ∈ A относительно последовательности вершин 

соответствующих четырехугольников, построенных на полуабелевой n-арной группе A. 

Отметим, что используемые в работе понятия и обозначения можно найти в [13]. 

Приведем полученный результат. 

Теорема. Пусть A – полуабелева n-арная группа. Если a, b, c – произвольные точки из A, а d – 

такая точка из A, что четырёхугольник <a, b, c, d> – параллелограмм A, то справедливы следующие 

равенства: 

pd⃗⃗⃗⃗  + Sd(p)c⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  + Sс(Sd(p))Sc(b)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + SSc(b)(Sc(Sd(p)))Sd(a)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   = 0⃗⃗ , 
 

pb⃗⃗⃗⃗  + Sb(p)Sb(a)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   + SSb(a)(Sb(p))Sc(d)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   + SSc(d)(SSb(a)(Sb(p)))c⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   = 0⃗ , 
 

pd ⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  Sd(p)Sb(a)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  + SSb(a)(Sd(p))Sc(d)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + SSc(d)(SSb(a)(Sd(p)))Sd(a)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   = 0⃗ . 
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За последние годы слоистые элементы конструкций получили широкое применение в народном 

хозяйстве, включая строительство и машиностроение. Это обусловливает требование по созданию 

расчетных механико-математических моделей, учитывающих как квазистатический, так и динами-

ческий характер нагрузок. В связи с этим исследование свободных колебаний круговой пятислой-

ной пластины является актуальным. Методы расчета и постановки краевых задач для слоистых 

элементов конструкций рассмотрены в работах [1–17]. 

Здесь для симметричной по толщине упругой круговой пятислойной пластины с жестким за-

полнителем приведены уравнения движения в перемещениях. Вывод уравнений движения проведен 
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в цилиндрической системе координат r, φ, z, которая связана со срединной плоскостью центрально-

го несущего слоя. В тонких несущих слоях справедливы гипотезы Кирхгофа: нормаль остается не-

сжимаемой, прямолинейной и перпендикулярной к деформированной срединной поверхности.                  

В заполнителе учитывается работа касательных напряжений.  

Радиальные перемещения в слоях u
(k)

(r, z) выражаются через две искомые функции: w(r) – про-

гиб пластины и (r) – относительный сдвиг в заполнителях. В результате 
– в несущих слоях 1, 2, 4 
 

(4)

3
, ,

r r
u zw h     

1 3 1 3 2
(0, 5 0, 5 )h h z h h h     , 

(1)
, ,

r r
u zw   

1 1
( 0, 5 0, 5 )h z h   , 

(2)

3
, ,

r r
u zw h     

1 3 2 1 3
( 0, 5 0, 5 )h h h z h h      , 

 

– в заполнителе 3, 5 
 

(5)

1
, ( 0,5 ),

r r
u zw z h      

1 1 3
(0, 5 0, 5 )h z h h   , 

 

(3)

1
, ( 0,5 ),

r r
u zw z h      

1 3 1
( 0, 5 0, 5 )h h z h    . 

 

где w(r, t) – прогиб пластины, ψ(r, t) – относительные сдвиги в заполнителях; z – координата рас-

сматриваемого волокна; запятая в нижнем индексе обозначает операцию дифференцирования по 

следующей за ней координате. 

Внешняя вертикальная нагрузка не зависит от координаты φ: q = q(r, t). На контуре пластины 

предполагается наличие жесткой диафрагмы, препятствующей относительному сдвигу слоев (ψ = 0 

при r = r0).  Рассматривается осесимметричная задача, поэтому тангенциальные перемещения в сло-

ях отсутствуют, а искомые прогиб пластины w, относительный сдвиг в заполнителе  не зависят от 

координаты φ. 

Уравнения движения пластины выводятся при помощи вариационного принципа Гамильтона –

Остроградского: 

2 4 5 3 3
( , ) 2 0

r
GL a a w h   ,  

3 5 6 0( , ) 0, 
r

L a a w M w   
 

где L2, L3 – дифференциальные операторы, 
 

2 2

1 ,
( ) ( ), , , r

r r rr

g g
L g rg g

r r r

 
    
 

,  3 2 2 3

2 , ,1
( ) ( ) , , ;rr r

r rrr

g g g
L g rL g g

r r r r
      

0M w  – поперечные инерционные силы, M0 = (ρ1h1 + ρ2h2 + ρ3h3)r0
2
; ai – коэффициенты 

 

3
2 3

2 34 2 32 2 
3

h
a K Kh h 


 

 

 , 2 3 1 3

2

1 3 3
5 2 3 32( 2 2

4
)

3
K h h h h ha hK

h h h 
  

   








 , 

2 2
21 1 2 2

1 3

23 2

1 3 31 1
2 3 36 2 2 1 3 32 2

4 2 3 12 4 2 3

h h h h
h h h h h

h h hh h
a K h K K h  

   
           

    
, 

2 2
21 1 2 2

1 3

23 2

1 3 31 1
2 3 37 2 2 1 3 32 2

4 2 3 12 4 2 3

h h h h
h h h h h

h h hh h
a K h K K h  

   
           

    

, 

4 2
,

3 3
k k k k k kK G K K G K     , 

 

,k kG K  – модули сдвига и объемного деформирования. 

Начальные условия движения принимаются однородные 

( , 0) 0, ( , 0) 0w r w r  . 

На шарнирно опертом контуре принимается наличие жесткой диафрагмы, не позволяющей от-

носительный сдвиг слоев, поэтому при 
0r r  должны выполняться кинематические условия 

3
( )

1

0, 0

k

k

r r

k h

u w M zdz


       , 

где ( )k

r – радиальное напряжение; 
rM  – изгибающий момент. 


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Многослойные стержни, пластины и оболочки широко применяются в транспортном машино-

строении, строительстве, авиа- и ракетостроении. Исследованию поведения этих конструкций по-

священо множество научных работ. Достаточно хорошо исследовано поведение гладких конструк-

ций. Ранее в статье [1] решена задача о колебаниях круговых пластин на двухпараметрическом ос-

новании. Задачи термоупругости однослойных элементов конструкций рассмотрены А. Д. Ковален-

ко в монографии [2]. Статическое нагружение трехслойного стержня исследовано в [3], при дей-

ствии температурного поля – в [4, 5] В работе [6] исследована сэндвич-пластина с нерегулярной 

границей при отсутствии температурного воздействия. Здесь рассмотрена подобная пластина при 

действии термосиловой нагрузки. 

Пластина круглой формы состоит из трех слоев. Несущие слои равной толщины (h1l = h2l = hl) 

могут изменяться вдоль радиуса пластины ступенчато. На внешнюю поверхность пластины пер-

пендикулярно первому несущему слою действует тепловой поток интенсивностью qt и внешняя си-

ловая нагрузка ql. За искомые величины принимаются прогиб пластины wl(r) и относительный 

сдвиг в заполнителе ψl(r) на каждом участке l, которые не зависят от окружной координаты φ.  
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