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Постановка задачи статического деформирования мягкой оболочки вращения описывается си-

стемами квазилинейных дифференциальных и нелинейных алгебраических уравнений, в векторно-

матричной форме имеющих вид 

                                                                       ( , , , , )
d

x
dx


y

f y z μ q ,                                                                (1) 

                                                                         ( , , , , )x φ y z μ q 0 .                                                                (2) 
 

где y  – вектор разрешающих переменных задачи; f – вектор-функция из n компонент правых                       

частей разрешающей системы уравнений; φ  – вектор-функция нелинейных дополнительных алгеб-

раических соотношений; z  – вектор дополнительных переменных, т. е. переменных, которые не 

входят под знак производной в дифференциальных уравнениях задачи, а рассчитываются по алгеб-

раическим соотношениям; μ - вектор-функция исходных значений параметров задачи; q  – вектор-

функция заданных обобщенных распределенных нагрузок.  

Соотношения (1), (2) дополняются граничными условиями, 
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1 1 1 1 1 1( , , , , ) ,   1 2x ψ y z μ q 0 ,                                                       (3) 

 

где 
1 2,  ψ ψ  – вектор-функции заданных граничных условий. 

Необходимо отметить, что задача деформирования мягких оболочек из высокоэластичных ма-

териалов является и геометрически, и физически нелинейной. При этом физическая нелинейность 

определяется видом упругого потенциала материала, из которого изготовлена оболочка.  

Традиционно при расчете мягких оболочек используются уравнения безмоментной теории [1]. 

Однако в данной работе проведен сравнительный анализ результатов расчета мягких оболочек из 

высокоэластичных материалов, основанных на использовании соотношений как безмоментной, так 

и моментной теории. При этом в первом случае за основу взята система разрешающих соотноше-

ний, сформулированная в [2], а во втором случае использованы уравнения неквадратичного вариан-

та моментной теории оболочек [3]. Тогда состав векторов разрешающих переменных y имеет вид 

 1 1;  ;  ;  ,
T

x zT T u wy  где 
1 1, x zT T  – проекции равнодействующих истинных усилий оси x, z системы 

координат, связанной с недеформированной оболочкой; , u w  – проекции вектора перемещения 

точки поверхности оболочки на указанные оси. Для системы уравнений моментной теории оболо-

чек  11 11 1 11;  ;  ;  ;  ;  
T

F N M u w y , где 
11 11, F N  – проекции истинных усилий оси x, z системы коор-

динат, связанной с недеформированной оболочкой; 
1M  – меридиональный изгибающий момент; 

11  – угол поворота нормали к срединной поверхности оболочки.  

Решение задачи (1)–(3) строится методом дифференцирования по параметру [4].  При этом введем 

параметр нагрузки α, считая, что система внешних нагрузок с заданным распределением 
1 2,  ,  q q q

изменяется в процессе расчета пропорционально α. После дифференцирования соотношений (1)–(3) 

по некоторому заранее выбранному параметру продолжения решения T и выражения скорости век-

тора дополнительных переменных по параметру z dz dT  из продифференцированных соотноше-

ний (2) получим квазилинейную краевую задачу 
 

                                                                          α
d

dx
 

y
Ay b                                                                       (4) 

с граничными условиями 

                                                                         
1 1 1α ,   1 2 B y c 0                                                     (5) 

и нелинейную начальную задачу   

                                                                    

( , , ),   [1, ]
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i
i i i

i

d
x T i N

dT

d
T

dT

 



y
y y

y

                                                     (6) 

Здесь ,  αiy  – производные по параметру T от соответствующих величин; N – число точек дис-

кретизации меридиана оболочки при решении краевой задачи (4), (5). Параметр T в общем случае 

выбирается в виде некоторой функции, связывающей параметр нагрузки α со значениями компо-

нент вектора разрешающих переменных 
iy в одной или нескольких точках интервала интегрирова-

ния рассматриваемой краевой задачи. 

Решение взаимосвязанных квазилинейной краевой (4), (5) и нелинейной начальной (6) задач 

проводится последовательно по такому итерационному алгоритму: 

1) расчет скоростей изменения переменных ( ,0)K
y , ( ,0)K

z  и параметра нагрузки ( ,0)α K  при про-

гнозированных значениях самих переменных и параметра нагрузки ( ,0)K
y , ( ,0)K

z , ( ,0)α K  (K – номер 

шага по параметру; 0 – номер итерации); 

2) расчет переменных задачи и параметра нагрузки путем решения задач Коши (6) для исполь-

зования полученных значений ( ,1)K
y , ( ,1)K

z , ( ,1)α K  как скорректированных при последующем расчете 

скоростей ( ,1)K
y , ( ,1)K

z , 
( ,1)α K

   на следующей итерации; 
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3) расчет переменных ( , )K M
y , ( , )K M

z  и параметра нагрузки ( , )α K M  на текущем K-м шаге по пара-

метру 
KT  продолжается до достижения необходимой близости переменных ( , )K M

y  на M-й и               

(M − 1)-й итерациях. 

В работе сравнивается поведение мягких оболочек вращения различных канонических форм 

меридиана (полусфера, цилиндр, тор, конус) из неогуковского материала при больших деформаци-

ях под воздействием равномерно распределенного по меридиану давления. Размеры оболочек под-

бираются из условия равенства геометрических размеров в плане и площадей недеформированной 

поверхности оболочек.  

Установлен ряд особенностей решения рассматриваемой задачи. В частности, при решении за-

дачи с использованием соотношений безмоментной теории для полусферической оболочки полу-

ченное решение можно считать достоверным лишь до достижения некоторой минимальной вели-

чины давления в закритическом состоянии, однако с вычислительной точки зрения данная задача 

обладает наивысшей скоростью сходимости. Для конической оболочки характерно минимальное 

значение критической нагрузки среди всех рассмотренных вариантов формы меридиана. 

При решении задач деформирования мягких оболочек из высокоэластичных материалов с ис-

пользованием соотношений моментной теории отмечены нехарактерные для случая использования 

уравнений безмоментной теории вычислительные сложности. Для их преодоления предложено вве-

дение в разрешающие соотношения ряда упрощений, соответствующих особенностям напряженно-

деформированного состояния. 
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В аэрокосмической промышленности к материалам предъявляются высокие требования по 

прочности, жесткости и демпфированию, поскольку со временим всё больше конструктивных эле-

ментов самолетов конструируется из композитных материалов. Механические свойства волокни-

стых композитов контролируются условиями контакта между волокном и матрицей, поэтому для 

более эффективной передачи нагрузок между волокнами и матрицей разрабатываются различные 

способы, направленные на улучшение межфазных адгезионных свойств композита и на увеличение 

эффективной площади поверхности волокна. Одним из таких способов является выращивание спе-

циальных наноструктур – вискерсов (нанопроволок и углеродных нанотрубок) на поверхности во-

локна. Для полученного модифицированного композиционного материала в результате образования 

специальной наноструктуры на поверхности волокон одновременно могут быть улучшены различ-

ные свойства: прочность, жесткость, усталость, а также электро- и теплопроводность. Значитель-

ную роль в таких композитах играет вискеризованный слой, вводимый первоначально для улучше-

ния трансверсальных характеристик. 

Вискеризованный слой на поверхности волокон может играть существенную роль в реализации 

высоких демпфирующих характеристик модифицированного волокнистого композита в целом.                   

В связи с этим в данной работе изучаются эффективные динамические свойства вискеризованного 
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