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На современном уровне развития математических моделей применительно к расчетам напря-

женно-деформированного состояния элементов конструкций, таких как трубы, сосуды, имеется 

обширная литература [1–4], но в то же время возникает необходимость создания новых компьютер-

ных программ расчета этих сложных элементов конструкций из композиционных материалов с уче-

том изменяющихся граничных и краевых условий, динамических нагружений и функционально-

градиентных свойств материалов. Несмотря на большие достижения в области расчета слоистых 

цилиндрических тел с учетом эффектов композитов, проблема решения смешанных задач с различ-

ными граничными условиями применительно моделированию работы колебаний, например, трубо-

проводов, слоистых сосудов из композитов или функционально-градиентных материалов и других 

элементов машин не освещена достаточно полно.  

Строится алгоритм реализации математической модели расчета изгибных поперечных колеба-

ний и определения собственных частот трубопровода длиной L, содержащего жидкость (или газ), 

движущуюся с постоянной скоростью υ0 (L>R, где R – радиус трубы). Виды закрепления концов 

трубопровода могут быть различными: заделка, свободное опирание, плавающая заделка, свобод-

ный конец. Считаем, что труба состоит из композита с модулем упругости E, коэффициентом Пуас-

сона ν и плотностью ρ, которые определяются по правилу смесей: 
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нижние индексы a и m характеризуют волокно и матрицу материала трубы соответственно; V – 

объемное содержание волокна в матрице композиционного материала. 

Решение прямой задачи определения собственных частот изгибных колебаний трубопровода 

представляется обычным методом по модели Кирхгоффа. По частотам изгибных колебаний можно 

определить скоростной параметр α. На рисунке 1 показана физиче-

ская модель прямолинейного участка трубопровода с жестким за-

щемлением концов трубы, содержащего движущуюся жидкость. 

Записав основное уравнение колебаний представленной модели [2] 
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где E – модуль Юнга композитного материала тру-

бы; 3I R R   – момент инерции трубы (δR – толщина стенки трубы); ρ1 – погонная плотность ком-

позитного материала трубы; ρ2 – погонная плотность транспортируемой среды; u – комплексная 

безразмерная амплитуда поперечного перемещения трубы; W – некоторое характерное поперечное 

перемещение трубы; Ω – частота собственных колебаний трубы.  

Аналогично работе [2] характеристическое уравнение в безразмерных переменных примет вид 
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где 
0/ L V  – безразмерная собственная частота; Lzx /  – безразмерная координата; 

1 1/2

0 1 2( / ( ))  V L EI  – характерная скорость распространения упругих колебаний в трубе; 

0 0/   V – скоростной параметр; 
2 1 2/ ( )N m m m   – инерционный параметр; i – мнимая единица. 

Граничные условия, необходимые для решения уравнения (2), в случае жесткого защемления кон-

цов трубы имеют вид 
' '(0) (0) (1) (1) 0.u u u u                                                                      (3) 

 

Рисунок 1 – Модель трубы из компо-

зита с протекающей жидкостью 
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Известно [2], что частное решение уравнения (2) находим в виде  kxu Ce и затем строим харак-

теристическое уравнение для нахождения комплексных значений k. Тогда общее решение уравне-

ния (2) будет иметь вид [2, 3] 
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Исходя из граничных условий для краевой задачи получаем систему алгебраических уравнений 

для нахождения неизвестных Cj, строим алгоритм расчета определителя матрицы для нахождения 

собственных частот при колебаниях [2]. Находим нетривиальные решения, приравняв произведение 

определителя соответствующей матрицы на комплексно-сопряженный к ней к нулю. Для нахожде-

ния параметров неизвестных значений комплексного волнового параметра , 1,  2,  3,  4jk k j   

уравнения (2) представим в виде 
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применяя формулу Феррари [5], запишем резольвенту уравнения (5) и найдем его решение. Осо-

бенность представленного алгоритма заключается в применении определенной методики [6] реше-

ния кубического уравнения и, при необходимости, уточнении корней по методу Ньютона. 

Для тестирования алгоритма расчета приводим сравнения (рисунок 2, а) результатов расчета за-

висимости собственной частоты ω от скоростного параметра α (график 1 – по представленной ме-

тодике, график 2 – из статьи [2]), на рисунке 2, б – пример расчета влияния процентного содержа-

ния волокон в матрице материала трубы на собственную частоту ω и скоростной параметр α (L = 1 м; 

υ0 = 10 м/с; R = 0,1 м; δR = 0,01 м; ρ2 = 1000 кг/м
3
; Ea = 200·10

9
 H/м

2
; νa = 0,25; ρa = 5000 кг/м

3
;                 

Em = 600·10
9
 H/м

2
; νm = 0,23; ρm = 8000 кг/м

3
). 

 
а)                        б) 

 

         
Рисунок 2 – Графики зависимостей: 

а – ω от α; б – ω и α от v 
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