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Ташкентский государственный транспортный университет, Республика Узбекистан 

В статье приводятся математические модели и методика расчета трубопроводов при однократ-

ном и циклическом нагружении с учетом накопления повреждаемости и взаимодействий с окружа-

ющим грунтом. На основе теории вязкоупругопластичности [1,2] и вариационного принципа 

Гамильтона – Остроградского получена система дифференциальных (интегро- дифференциальных) 

уравнений движения трубопроводов с учетом взаимодействий с грунтом и повреждаемости мате-

риала. Следуя теории В. В. Москвитина, введем разности 
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Согласно статическим гипотезам [3, 4] общие перемещения трубопровода представим в цилин-

дрических координатах (x = x, у = rcosγ, z = rsinγ): 
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n – углы поворота сечения при чистом изгибе при n-м нагружении;
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n ,
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n  – углы 

поперечного сдвига; 
( )n – угол кручения; 

)(

1

n – погонная закрутка при n-м нагружении; 

φ – функция кручения Сен-Венана. 

Согласно (1), (2) и соотношениям Коши определены компоненты деформации и напряжений 

при n-м нагружении. Для вывода уравнения движения трубопровода при пространственном 

нагружении с учетом упругопластических деформаций и взаимодействий используется 

вариационный принцип Гамильтона – Остроградского: 
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t

Т А dt    .

Для определения вариации кинетической, потенциальной энергии и вариации работы внешних 

сил в данной постановке имеем следующие соотношения: 
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1 2 1 1 2, , , , , , , ,n n n n n n n n n nY u v w       – вектор перемещения, матрицы А, В, С, D –

квадратичные матрицы девятого порядка; Q
n
 и Q

гр
 – векторы внешних сил девятого порядка;  

Е – единичная матрица. В случае учета силы взаимодействия трубопровода с грунтом 

поверхностные силы 
( )n

i
q , торцевые силы 

( )n

i
f  согласно теории Т. Р. Рашидова и Г. Х. Хожметова 

[5] принимаются в виде 
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где ( )n

ik – коэффициент взаимодействия трубопровода с окружающей средой на поверхности при 

переменном нагружении ; гр( )n

ik – коэффициент взаимодействия трубы с окружающей средой на

торцах ;

 

0( )n

iu – составляющая пространственного сейсмического перемещения грунта по

координатным осям при переменном нагружении.

 Согласно (1) и (6) выражения 
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i i
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Учитывая соотношения (6) и (5) после некоторых преобразований, а также ряд обозначений, получи-

ли соотношения для вариации работы внешних сил в работе [6], где коэффициенты взаимодействия, 

определяются из эксперимента при повторно-переменном нагружении с учетом поврежденности. 

В частности, при вязкоупругом взаимодействии трубопровода с окружающим грунтом для сил 

взаимодействия, учитывающих повреждаемость грунта по принципу Вольтерра, имеем [7] 
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В этом случае, исходя из принцип Гамильтона – Остроградского и (3)–(5), (7), (8), получена си-

стема интегро-дифференциальных уравнений трубопровода с учетом взаимодействия: 
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где R(t' – τ') – слабосингулярное трехпараметрическое ядро типа Ржаницына – Колтунова [8], в 

частности, для первого приближения считается, что R(t' – τ') = R(t – τ).  

Здесь 

  β α 1, 0 α 1t

bR t A e t    . 

После использования квадратурных формул из (9)–(11) имеем 
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В случае учета накопления повреждений ядра типа R[t, τ, η(ξ)] разлагаются в ряд [1], поэтому 

ограничимся первым слагаемым 

       0 1,R t R t R t         .         (15) 

В случае пространственного нагружения 
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Система уравнений (12)–(14) с учетом (16) примет следующий вид: 
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 Система уравнений решается методом итерации (l – число итерации), при этом, например, 
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При построении решений системы дифференциальных уравнений (17) с граничными и 
начальными условиями (18) применяется разностная схема второго порядка. 

В качестве примера анализируются колебания стальной подземной трубы с учетом повреждаемости 
и вязкоупругого взаимодействия с грунтом, который имеет следующие механические и геометрические 
характеристики: Е = 2,3·10

8
 кН/м

2
; r = 7,8 кН·с

2
/м

4
; R = 0,6 м, r = 0,585 м; L = 12 м. Окружающая среда – 

песчаный грунт с коэффициентом взаимодействия kx = 3,75·10
3
 кН/м

3
. Параметры ядра для песка:

А = 0,0748, α = 0,2, β = 0,048. Сейсмическое воздействие принято в виде импульса постоянной 
величины – w0 = 0,007 м, значение угла наклона направления импульса к продольной оси подземного 
трубо-провода принимается в пределах от 0° до 90°. Расчет произведен методом конечных разностей по 
пространству и по времени в явной схеме. 

На рисунке 1 сплошная линия 1 соответствует вязкоупругому взаимодействию, а штрих-
пунктирная 2 – линейно вязкоупругому случаю с учетом накопленных повреждений.  Из графиков 
видно, что в рассмотренных решениях вязкоупругих и вязкоупругих с учетом накопления 
повреждаемости разница доходит до 10–15 %. 

    а) b) 

Рисунок 1 – Влияние свойств вязкости и повреждаемости на кинетику перемещений 
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Приводятся на основе разработанные моментной теории оболочек и вариационного принципа 

уточненные расчетные модели деформирования  цилиндрических оболочечных конструкций. 

Получена система дифференциальных уравнений с граничными и начальными условиями. Для 

решения краевых задач применены численные методы.  

Приведены геометрические и физические соотношения для цилиндрической оболочки. 

Предположено, что срединная поверхность оболочки отнесена к криволинейной ортогональной 

системе координат / , /z L s R    . Следуя теории оболочек [1,2], перемещения произвольной 

точки тела оболочки представим в виде 
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Коэффициенты Ламе и их отношений представим в виде рядов по переменной   с точностью 
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для определения деформаций получены следующие уточненные формулы: 

   
2 2

2 2 2

2 2 2 22 2 2 2

1
,  1 ,

U W V W
e e k k k k W

R R R R
 

    
           

   
 

     
2 2

2 2 2

2 2 2 21 1 .
U W V W

e k k k k
B AB A AB



    
            

   
                       (2) 

 

Считается, что цилиндрическая оболочка деформируется в пределах упругости. Тогда  

компоненты  напряжений  определяются  по обобщенному закону Гука: 
 

          (3) 
 

Для получения уравнения движения цилиндрических оболочечных конструкций восполь-

зовались вариационным принципом Гамильтона – Остроградского. Учитывая выражения пере-

мещений (1), деформаций (2) и обобщенного закона Гука (3), а также  выполняя  интегрирование по 

частям, вводя некоторые обозначения из вариационного уравнения, получили системы диф-
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