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ПРЕДИСЛОВШЕ.

Въ Институтъ Путей Сообщенія, 2—й гщъ читается графическая
статика, по иниціативтз директора Михаила Николаевича Гереева—
Нова. Чтеніе лекцій 110 графической и обыкновенной статикъ пору—

л_чен0 мнйз. Я старался изложить принципы обыкновенной статики,
Исходя изъ графическихъ построеній, и, въ нЪкоторыхъ случаяхъ,
это пришлось едЪлать самостоятельно.

Обработка курса всегда дЪло нелегкое И всегда является резуль—
татомъ долговременнаго преподаванія. Въ данномъ—же случай, какъ
разъ наоборотъ‚—на 2-й ГОДЪ чтенія, я долженъ бЫлъ начать печа-
таніе курса, чтобы дать студентамъ руководство. Всліздствіе этого

н*Ькоторыми містами напечатаннаго я совершенно не доволенъ въ

настоящее время, и поэтому смотрю на. изложенную зд'Ьсь часть,
какъ на матеріалъ для будущаго курса, къ обработкі; котораго при—

ложу посильныя старанія.

При составленіи этого курса я пользовался слтздующими сочи-
неніями: Элементы графической статики Баушингера. Переводъ А. А.
Недзялкоцскаго. 1872 г.—Основанія статики. Сочиненіе Л. Пуансо.
Переводъ съ Х изданія В. И. Ассонова.—Ьа зшгічие ;;гарйічпе ег

вез ар`р1ісафіопз анх сопзігисііопз, рат Ьею'у. 1874.—Тгаігё ае шё-

сапічие раг Е. Со11і8поп. Веихіёше рагсіе. БЪасічпе. 1881.

Извиняюсь за большое число 0печатокъ, которыя убЁдительно
прошу исправить, преЖДе чЪмъ начать чтеніе.

Богуславсній.

ЕУРС'Ь ОТАТЦБП
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Курсъ статикщ
Энстраординарнагопрофессора Н. Ар. Богуславсыаго.

1. Изложевіе статики, какъ и всей механики, обыкновенно
основываютъ на, трехъ началахъ. Эти начала можно назвать аксіо-
маши механики, Они играютъ такую же роль, какъ постулаты
Эвклида въ теоріи параллельныхъ липій.

2. Первое изъ трехъ пачалъ или законов'ь механики это начало

инерціи. Это начало выражаютъ такъ: если ттэло находится въ

покой, то оно не можетъ выйти изъ состонпіл покоя само собою, безъ

посторонней причины; если оно движется, то также 0110 не можетъ

изм'Ьнить направленіе или скорость своего движепія безъ посто

ронней причины.
Инерцін матеріи въ состояніи покоя есть свойство общее и оче—

видное. Еще древніе им'Ьли точнее понлтіе О ней, и они давали
названіе инерціи каЖДой неодушевленной матеріщ когда желали
выразить, что она не заключаетъ въ себ'Ь самой никакого элемента

скрытаго движеніл. Инерціл матеріи въ состолпіи движсніл ие

тавъ очевидна. Начало инерціи матеріи при движепіи принадлежать
близкпмъ къ памъ временамъ и обязано своимъ открытіемъ новой
динамик'Ь, созданной въ семнадцатомъ стол'Ьтіи 1`аллилеемъ, Ньют—

тономъ и Гюйгенсомъ.
Въ природа не существустъ тізлъ, находящихся въ совершен—

номъ абсолютномъ покет}: покой есть только особый вишь движенін.
Причина, измёняющал покой или движеніе т'Ьла, называется

обыкновенно силою.
3. Второе начале или законъ—это начало независимости д'Ьйствіл

Однтзхъ силъ относительно другихъ7 & также и зависимости движе—
нін прежде пріобр'Ьтеннаго.

КУРСЪ стишки. 1
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Для того, чтобы найти д'Ьйствіе‚ произведенное силою
приіложен`

171010 къ ма'геріальной точк'із, нах0длщейсл въ движеши п иооужлае—
мой другими силами, нужно искать на основанш этого начала, какое
дёйствіе произведетъ это новая сила на точку, находящуюся въ
покой, независимо отъ вс'Ьхъ другихъ силъ; зат'Ьмъ СОДИНИТЬ посл'Ь—
довотельно вет; д'Ьйствія ОДНОГО порядка, которыя были опред'із-
лены отд'Ь'льпо.

4. Матеріальпою точкою называютъ тёло, мысленно уменьшен—
ное до столь малыхъ размйровд что его можно приравнивать къ
геометрической точкй. Матеріальнал точка не имйетъ опред'Ьленной
формы. Если Мало разложить на безконечное число частей то полу—чится безконечпое число матеріальныхъ точекъ, безконечно малыхъ
по вс'Ьмъ изм'Ьренілмъ. Обратно, соединеніе такихъ матцчіальныхъточекъ образуетъ №110.

5.‚ Третье начало механики состоитъ въ равенств'Ь д'Ъ'йствіл и
иротивуд'Ьйствін; оно открыто Ньютономъ. Объяснимъ прим'Ьром'ь,въ чемъ онъ заключается.

Тяжелое Т'ЁЛО, нахоцящеесщ напр., па стол'Ь, давитъ на ‹:толъвсею своею тяжестью; это есть дтьйствів, представлшощее со.бою результатъ тяжести и направлено вертикально сверху внизъ.Стоп„ оъ
свою очередь, дййствуетъ па т'Ьло по вертикальному на-“РаВ-ЮШЮ, НО снизу вверхъ, представлял давленіе равное и прогивоиоложпое діьйствіщ которому оно подвержено. Это давленіе па—зывае'гсл противудтйствіемъ.

Тлжесть тёща стремится его опустить внизъ и давцтъ ца столъ,и обратное д'Ьйствіе стола„ въ силу третьлго начала, равное и про-тивуиоложпое дгъйствію, вызываетъ давленіе стола… на т'Ьло. ВСЛ'ЬД—ствю дййствіл этихъ двухъ силъ равныхъ и противоположныхъ
№510];

ЛОЖЕЪЩЭЭ на стоит., остается въ равновйсіи.
;

ъ сил т етьлго в ч ., …
'

.

не
ныи опытъ, человъкъ прикладываетъ юя.

…
‚Ы

ПРОИЗВССТИ подоб-
с'громлщуюсл его 110 нять Н °

Ь
сооему іЬлу ИЗВЁСТНУЮсилу,

вод'Ьйствіе равное ИД про'і‘ивоопоіёэіи
СИЛ];

'СООТВЁТСТВУВТЪ проти—
Принадлежатъ той же … ° „ ное‚ И ЮКЪ какъ ЭТИ дВ'Ё СИЛЫмаіершльнои система“), т.—е. тізлу эксперимен-штора, то одна сии разрушае ', „ ‚ тъ движеше кото ое ста - -()ОЩИТЬ

ОМУ другая.
, р рается СО
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Если тяжелое тЪло будетъ въ движеніш, то третье начало дё-
лаетол мен'Ье очевиднымъ, но все—таки оно будетъ ИМ'Ьть мЪсто

'Г'Ьло будетъ поцвергатьсл каждый момошъ со стороны віоіа иро—

тивод'ізйотвіюравному и противоположному діійсшіщ но но всегда

можно будетъ сказать съ върносгыо, что это дЬйотвіо равно таже-

сти тіэла.
6. Чтобы формулировать болізе ясно начало д'Ьйствіл и проти-

водЪйствія, изложимъ кратко частичную теорію, служащую въ нае

стоящее время основаніемъ всей физики.
Обыкновенно полагаютъ что всЬ Мала, ыаходящіясн во всенеп—

ной‚- будь они твердыя, жидкія или газообразнын, составлены каж-

дое соединеніемъ безконечно большого числа весьма малых-ь ча-

стицы называемыхъ молекюллми иии атомами, о'гдізленными другъ
отъ друга промежутками. Величина промежутковь того же порядка.
какъ и изм'Ьревін молекюлей. Въ твердыхъ тёлахъ расположепіе
мопекюлей таково что надо большое усиліе, чтобы замтЁтпо измЬ—

нить ихъ взаимныл положеніл. Тіла жидкін и газообразныя, но
сящіл общее наименованіе тіълъ жидкихъ, напротивъ того, состав—

лены изъ молекюлей, отдізляющихся другъ отъ друга безъ всякаго

труда„ таыъ что въ этомъ случа'Ь молекюли можно разоматривать,
какъ свободно скользящія ОДНТЁ по другимъ. Поэтому этого рода
т'Ьла не имёютъ сами по 06613 внёшнихъ опредъленныхъ формъ.

Атомы такъ малы, что съ точки зрёвія механики ихъ возмож—

но сравнивать, безъ всякой ошибки, съ матеріальными точками. Но

медкду атомомъ и матеріальной точкой есть большая разница: ма.—

теріальнал точка принадлежитъ фиктивному предмету, геометриче-
ски опредёлонному, существующему только въ уміз, межцу т'Ьмъ какъ
атомъ представляетъ собою предметъ физическій, дёйствительно оу—

ществующій.
Естественныя силы устанавливаютъ связь менсду всъми атомами

на основапіи закона дізйствія и противод'Ьйствіл. Разомотримъ въ

частности дві; частицы А и В. Доиустимъ, что каждая изъ нихъ
вызываетъ дізйствіе одна относительно другой, что это діэйствіе На—

правлено по соединяющей ихъ прямой АВ‚ что д'Ьйотвіе А на В

равно и противоположно дёйствію В на А, что, наконец'ь, это

взаимное д'Ьйствіе измйнлется съ разотояніомъ АВ по изв'Ьстному

закону. Назовемъ діэйствіе В на А силою Р, направленною отъ
1==<
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А къ В, д'Ьйствіе А на, В силою Р, раннею и
ПРОТЩОПЧЛОЖНОЮР и наиравленною отъ В къ А. Этого рода ВЗЗИМНЫН д'ЁЙС'і’ВШ назы—

ваются притяженіемъ.
.Если дёйствіе А на, В есть сила Р, направленная110 продолжение

прямой АВ, то ДЁЙСТВЁО В на, А будетъ сила Р, равная и противопо—
ложная Р и направленая 110 продолженію ВА. Эти взаимныл д'Ъ'й›
ствіл называются отталкиваніемъ. Но отталкиваніе или притяженіе
суть д'Ьйствіл всегда взаимныл, т. е. равныя и противоположныл, въ
силу третьяго начала.

Надкдый атомъ вселенной дййствуетъ на всё; другіе атомы и вм'Ь—
ст'Ь съ т'Ьмъ полвергается со стороны этихъ посл'Ьднихъ д'Ьйствілмъ,
равнымъ и противоположнымъ. Всл'Ьдствіе начала инерціи т'Ьло не
можетъ самопроизвольно измёнлть свое движеніе или свой покой.
Частичная теорія предполагаетъ‚ что каждый атомъ д'Ъйствуетъ на
вот; другіл его окружающіе, которыя, въ свою очередь, обратно ддвй—
ствуютъ на него самого.

Если, какимъ нибудь образомъ, разстолніе АВ между двумя атое
маши А и В сдч‘злается неизмізняемымщ то, въ силу начала д'Ьйствін
и противоцЪйствія, д'Ьйствіе, оказываемое точками А и В другъ на
друга, никоимъ образомъ не способствуетъ движенію системы, со-
ставленной изъ этихъ двухъ точекъ. Ибо, если Одна изъ силъ Р стре-мится увлечь систему въ направленіи АВ, то сила равная п'проти—воиоложная Р стремится увлечь систему въ направленіи противо—положномъ.

7. Силы, приложенныл къ различнымъ точкамъ ыатеріальыойсистемы,
_могутъ быть разд'Ьлены на два класса: на силы внутреннихи внгьшнгя. Внутренпія силы происходлтъ отъ д'Ьйствіл точекъСИС'ЮМЫ ОДН'ЬХЪ на другія; силы эти бываютъ всегда двойнын,взаимныл или парнын. Каждой соотв'Ьтствуе'гь сила равная и про-›тивоиоложиал. Вн'Ьшнін силы происхшштъ отъ д'Ьйствіл т'Блъ‚

ЕЁЁЁЁЁЁЁНЬіЁЁДаПЗЁЁЁЪВЁЁЦЁШЁНСИ‘ЛЫ рЁъзсм/атриваютсл кшвъ силы
* УЧРепнш ооразуютъ группы нар—НЫХ'Ь СИЛЪ.

ВНУ'ГРСННЛЛ сила для данной системы можетъ сд'влаться вн'Ьш—неи, когда, всліздствю частнаго разложены системы, дві; точки,мысду кч'горыми д'Ьис'гвуетъ эта сила и сила равная п противопо—‚южпал (›удутъ изолированыолна отъ другой. Наирим'Ьръ‚ тяжесть



тёща, находящегося на поверхности земли, и противудтзйотвіе земли
на тёло, составляютъ группу внутреннихъ взаимныхъ силъ, въ сис-
тем'Ь, заключающей въ себъ совокупность ттъла и земли. Тяжесть
т'Ьла есть сила вн'ЬШНЯЯ по отношенію къ другимъ т'Ьламъ, взятымъ
отд'Ьльно.

8. Сила, дтйствун на ттло или матеріальпую точку, можетъ быть
на, столько значительна, что заставитъ тйло двигаться. Но какой
бы путь тЪло пи описывало при своемъ движеціи,ототъпутъвсегда
можно считать состоящимъ изъ прямыхъ линій.

Поэтому Напряженность силы можетъ быть измтряема прлмою
линіею. Этого же линіею можетъ также опредтляться и напровлепіе
движенія. И такъ можно сказать, что сила вполнт; опредёлена,
когда извйстна ен точка приложенія, ея паправленіе дітйствія, ел

напряженность и положеніе въ пространств'Ь. ПустьАбудетъточка
приложенія силы, АС—направленіе д'Ьйст-він; возьмемъ на этомъ
направленіи, начиная отъ точки А, длину АВ, равную силт; Р7

отложевную въ н'Ькоторомъ опред'Ьлепномъ маштаб'Ь, принятомъ для

выражепія напряженности силъ. Опредтзленная прямая АВ предста—
витъ все, что необходимо, чтобы знать вполн'Ь опредтлеппо силу Ра

Для того же, чтобъ пе смЪшать данную силу съ силой ровной
и ей противоположной приписываютъ одной силт; знакъ +, который
въ болыпинств'Ь случаовъ не отавитсщ & полразум'Ьваетсн. Другой сил'Ь

приписывается знакъ _; сила Р, разсматриваемая какъ положи—

тельная, представитъ силу равную и противоположную силт. _— Р,

Знакъ —— означаетъ только то, что силы Р и — Р дёйотвуютъ одна
относительно Другой въ противоположномъ паправленіи.

Для различін силъ МОЖДУ собою будемъ ихъ обозначать буквою
Р съ различными знаками 17 2,3 ‚ _ _… и будемъ ставить эти значки
въ конце длины, изображающей силу. Точку приложенія оилъ будемъ
обозначать буквою А со значками 1, 2, 3 ...11 этимъ самымъ будетъ
также обусловливатъсл и паправлоніе д'Ьйствіл силы. Въ иныхъ слу—
чаяхъ МЫ будимъ ставить для обозначенія д'Ьй’ствіл силы стр'Ьлки
на направленіи силы.

Если—же Н'Ьсколько лппій, представляющихъ собою силы, будутъ
разм'Ьщены Одна… за другою, такъ что копоцъ одной совпадетъ съ
началомъ другой, то мы ограничимся постановкою у начальной
точки первой силы 0, а у конца каждой силы числа, 1, 2, 3, (чер. 1 и 2)



При этомъ, если даже не будетъ поставлено стрёлки, неопред'Ьлеп—
пости никакой не произойдетъ; так'ь напр. сила Р4 будетъ изобра—
жаться линіей (З, 4) и направленіе дёйствія ея будетъ отъ 3 къ 4.

Если направленіе и величину будемъ изображать определенными
прямыми ливіями, то напряженіе сил'ь выразится пропорцюналь-
ными частями прямыхъ или числами, выражающими М'Ьру этихтчастей прямыхъ. Такимъ образомъ, мы можемъ установить попятю
‹) величинъ силы, взявъ какую нибудь изъ нихъ за единицу мйры сиять,

9. Силы, будучи величинами, подчиняются математическомуепа—лизу, т. е. къ нимъ могутъ быть приложимыи истины геометрш, и
истины анализа, и потому по отношенію къ нимъ могутъ быть
предложены такія задачи:

Даны ттш шт система ттт; спрашивается какое движеніе
примета эта система пода вм'янз'вмъ дтйствс'я данныж сила по-
стоянныж шт измжняемышъ? Или кат'я силы надо вгргшожитъ къ
этому тгму шт системи; для того, чтобы она, приняла данное
движеніе?

Задача, равновтзсія есть частный случай этой общей задачи и
можетъ быть выражена, такъ: на тжло или систему ттт дтй—
ствуют данныя силы; кшшмъ условз'ямъ должны удовлетворятьэти силы для того, чтобы тыс шт система оставаласъ въ рад-ноогьсз'и?

Въ предстоящемъ курсЪ мы будемъ заниматься разсматриваніОМЪзадачи равновЪсіл, составляющей задачу статики.
10. Когда нужно Найти отношенія межлу данными силамщ при“.юженными къ какой либо сис'геМ'Ь, ваХОДящейся въ равновйсіи, тооткидываютъ всй Т'Ьла системы и предполагаютЪ, что остаются толькоедит; точки приложепіл силъ, связанныя неизмйнпо между собою.'Гакимъ образомъ, при выведтз условій равнов'Ьсія, ни объемъ, ппвтсъ т'Ьлъ не принимается въ разсмотр'Ьніе.Но въсъ тЪлъ можно разсматривать также какъ силы, и потомузаконы статики могутъ быть приложены также къ равновтъсію тяже—лыхъ тсЪлъ, находящихся въ природ'Ь.
Матершльпен точка, совершенно свобшшая въ пространствё Инаходящаяся въ поко'Ь, остается пеизмЪпно въпобуждастся никакой силой. Эт

жеше ПОДЪ влінніемъ д'Ьйствія

покет, если она не
&… точка, принимаетъ извйстное дви-
силы, икакъ бы сила, ни была мала,



она… стремится привести точку въ движепіе, и движепіе это прои-
зойдетъ въ направлевіи самой силы.

Если точка побуждается заразъ двумя силами, то точка или

принимаетъ изв'Ьстное движеніе по особому цаправлепіщ или она,

останется въ покой. Когда дві; силы‚ Д'Ьйствующія на, свободную
или несвободную точку, равны и противоположны, то очевидно

уничтожаютъ другъ друга. Это же выражаютъ такъ:

Теорема. Дзи) силыравныя, приложенныя на одной точто „
дгъйствующъ'я въ разныя сторож);7 уравнотьишвтотся.

11. На основаніи этой теоремы легко доказ ть еще слёздующую:

Теорема. Двгъ силы, равнин % „ротивтюложнът, приложенныя
тз концамъ прямой линш нв измгьняемой длины % дгъйствующія вт

направленію этой прямой, нашодятся въ равновжіи.
Въ самомъ д'ЬлЪ, д'Ьйствіе данныхъ силъ можетъ обнаружиться

лишь тёмъ, что разстояніе менсду точками, къ которымъ силы при—

ложены можетъ увеличиться или уменьшиться. Но по условію раз—

стояніе это неизмЪпнемо, сліъдовательно дЪйствіе силъ пе можетъ

обнаружиться, т. 8. 01143 должны уравнов'іюитьсн.
12. Теорема: Дтйствіе силы натюло не измгьнитсн въ какой

бы точки, своего направлвнія сила не была жриложвна.
Положимъ‚ къ тёщу приложена сила Р въ точкі; А. Для дока—

зательства высказанной теоремы возьмемъ въ томъ же Т'ЪЛ'Ё точку
В на, паправленіи дапнОй силы. Къ этой точк'Ь приложимъ по тому
же направление дві} силы Р и —Р‚ д'Ьйствующія въ разпыя сто—

роны. Такъ какъ ОН'Ё будутъ нах0диться въ равнов'іюіи, то прибав—

леніемъ ихъ никакихъ измЪненій въ положеніи Мы:}, не будетъ

произведено. Съ другой стороны сила Р, приложенная къ А и сила

Р приложенная съ В уравнов'іъшиваются, слЪдствспноостается сила. Р

приложенная къ В и вполпъ равная сил'Ь приложенной къ А.
И таыъ, данная сила можетъ быть прйложепа къ какой уюдно

точк’Ь по направленію силы. Такого рода перенесеніе силы изъ

Одной точки въ другую очень часто употребляется въ статикй и

служитъ только для преобразованій, необх0димыхъ при р'Ьшеніп раз—

личныхъ задачъ. И потому на перспесепіе точки приложенія силы но

ея направленію слёдуетъ смотр'Ъ'гЬ какъ на дёйствіе финтивное.



(Гложеніе и разложеніе оплъ, лежащихъ въ одной плоскости
и болізе яростью случаи равнов'Бош силъ.

13. Когда силы Р, Р1 Р2‚дЪйствующія на данную матеріальную
точку, направлены въ Одну и ту же сторону и когда направлеше
ихъ д'Ъйетвія Одинаково, то очевидно равнодййствующая равна ихъ
еуммЪ, т. е. что силы Р, Р] Р2... можно зам'Ьнить одною силою
равною суммс’в:

Р+ Р1+ Р2+
и д'Ьйствующею по тому же направленію и въ ту же самую сто—
рону, какъ и данныя силы.

Совокупность этихъ силъ будетъ НЗХОДИ'ГЬСЯ въ равновізсіи, если
къ точк'Ь приложить силу В, равную этой суммё и дййствующуювъ противоположномъ направленіи.

Когда дві; силы Р и Р1 д'ізйствуютъ на матеріальную точкупо тому же направленію, но въ разнын стороны, равнодёйствую—щая этихъ двухъ силъ равна по аоболютной величин'Ь ихъ разности,Р—Р, и дёйствуетъпо направлевію большей изъ двухъ данныхъ силъ.Такимъ образомъ, совокупность этихъ двухъ силъ будетъ нахо—
диться въ равнов'Ьсіи при помощи силы, дёйствующей по направ—ленно дапныхъ силъ, но въ сторону меньшей силы, и должна, бытьравна разности между данными силами.

Каждая изъ силъ Р и Р1 можетъ быть разематриваема как
дййотвующая или сумма ніжоторыхъ
же паправлешю, по какому
каетъ сл'Ьдующее правило:

ъ равно—
силъ, дёйствующих'ь по томуона д'Ьйствуетъ сама. Изъ этого выте—

ующая равноразности междущита въ одномъ направленіи, % сум—дпмствующиж по направленію противополож-ному, и эта разность шт равнодгьйствующая дтіствуетб 85сторону бомжей изд (383/503 сумма.
Даннымъ силамъ, какъ МЫ

Поэтому можно сказать, ч

суммой осмоса (гилд, дтйотвуюмой веши сила,

уже сказали, приписываютъ знаки.'…
РаВНОДЁЙСТВующая равна по вели-
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чин'Ь и по знаку алгебраической сумм’із данных'ь сил'ь; она, изобра-
жается равенствомъ

В = Р +Р', + 132+...
Сила—В прибавленная къ силамъ Р, Р, Р2... приведетъ ихъ въ
равновйсіе.

14. Чтобъ произвести графически сложепіе силъ даппыхъ въ
опред'Ьленномъ масштабъ и дЪйетвующихъ по ОДНОЙ прямой въ
одну или разныя стороны, надо поступить совершенно 'гакъ же,
какъ это д'ізлаетсн при геометрическомъ черченіи, когда требуется
сложить нёсколько линій, направленныхъ въ Одну или разныя
стороны.

15. Теорема: Равнодтьйствующая двуюъ сила, соетавлятщиж
между собою какой нибудь утят, направлена въ плоскости этаж
сили.

Матеріальная точка, нахщнщаяея въ покой, побудидаемая сразу
двумя силами, принимаетъ извЪетное движеніе совершенно опредЪ-
‚пенное; движеніе это должно ииізть направленіе еиметричпое по
отношенію данныхъ силъ, и если бы точка выходила изъ плоскости
данныхъ силъ, то это значило бы, что она выбрала для своего
движенія совершенно произвольную плоскость; но подобный выборъ
для точки очевидно невозможенъ, и слйдовательно для движепія
точки необходимо, чтобы оба переміщенія одинаково возможныя
совпадали и составляли бы только ОДНО перемъщеніе въ плоскости
данныхъ, силъ.

Равнодчёйетвующая, способная удерживать точку въ равнов'Ьеіи
или поко'Ь ВМ'Ьст'Ь съ данными силами, находится также въ той
же плоскости, но противоположна равнщййствующей, замйняющей
д'Ёйствіе данныхъ силъ.

16. Теорема. Если дт, сильа‚ст0дящіяся вд одной точть, равны
между собою, та №35 равнодействующая должна бытъ направ-
лена по мент, дтмщей пополнив утят, составленный данными
силами.

Д’Ьйствителънщ если бы предположили, что точка, побуждаеман
двумя силами, будетъ двигаться по направленію бол'Ье близкому къ
одной изъ данныхъ силъ, или по направленію бол'Ье далекому отъ
другой, то значитъ допустили бы, что точка выбрала для себя совер—
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шенно произвольное направленіе. Но такъ какъ такого произволь—

наго выбора, для точки быть не можетъ, то остается ОДНО лишь воз-

можное допущеніе, что точка будетъ двигаться по направленно
ливіи, дЪлящей уголъ между данными силами пополамъ. Слідо—

ветельно, равнодействующая данныхъ силъ должна быть направлена.
по этой же линіи. ‚

РавнодЪйствующая, способная вмізетіз съ данными силами под-

держать точку въ равновёеіи или покой}, будетъ равна 121 противо—
положна равнодйзйствующей, зам'Ьняющей данныя силы.

Послізднія теоремы уетанавливаютъ собою такъ называемое пра-
вило паралелограмма силъ, открытое Ньютономъ.

17. Равнодёйствующая двухъ равныхъ силъ, соетавляющихъ
уголъ, пропорціональна общей напряженности этихъ еилъ, и если
силы делаются двойными, тройными, то равнод'Ьйствующая дйлается
въ то же время двойной, тройной.

Действительно, если дв'Ь равныл еилыР и Р (чер. 8)1 Д'ЁЙСТВУЮЩіЛ
на точку М, им'Ьютъ равнодЪйствующую Рь, направленную по бисек'г-
рисъ МВ… угла РМР, две“) новыхъсилыР ИР, равнин первымъ и при—
ложенныя къ точке М по тёмъ же направленіямъ, будутъ ИМ'Ь'гЬ

равнолёйствующею новую силу В, также направленную по МН.
таКИМЪ ОбраЗОМЪ точка М будетъ побуждаться двумя силами, рав—
”ЫМИ ЗР; д'ЬЙСТВУЮЩИМИ одна ПО МР, другая по МР', и эти ДВ’Ё
СИЛЫ ИМЪЮТЪ РаВНОД'ЁЙСТВУЮЩУЮ силу 21%, направленную по биоакт-
риеіъ угла, РМР.

ВООбЩе> если ВСХВ СИЛЫ7П06УЖда10ЩіЛТОЧКу„будутъ увеличены или

УМЕНЬШВЁЫ
въ н'ізсколько разъ, безъ измйненія ихъ паправлепій, то

2333112131333“жжзлеВыпив“ % “> №

Когда силы изоб
СЯ

‚Прежнимъ.
масштабе, то ОДИНЁаЁЗТЁЪРЁЁичесли

прямыми въ опред'Ьлепномъ

браженіл равнод'ЬйстВУЮЩей и
чеР'іеЖЪ можетъ служить ДЛЯ ИЗО—

Уменьшепныхъ въ Н'Ьсколько & дЁЬННЩЪ
СИЛЪт УВЕЛИЧЗПНЫХЪ ИЛИ

штабъ.
Р зъ. сл'іздуетъ только изміъпить ма,—

('‚луч1аЁвтЁТОЕЁЁр
аемея установить Правило плралелогремма силъ для

’ да дві; СИЛЫ Р И Р.] наХОДЯ'ГСЯ другъ относительнога 'дру
‘въ

какомъ угодно положеши. Мы достигнемъ этого доказа-тельствомъ сл'Ьдующихъ лемм'ь.
,
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Лемма: Если против(толожныя вершины А и О ромба АВС!)

(чер. 4) соединимъ неизмтняемымъ образомъ % если приложимъ къ

точкамъ А и С по наиравленъ'ю боковъ АВ‚АБ‚ СБ, 01) четыре

равныя силы Р, Р„ Р2 % РЗ, дгъйстеуюшя № нащзавленіямъ
означеннымъ стрелками, то система п'ъочекъ А и А останется
за равновгъсш.

Дтйствительнщ діогональА С ромба есть бисектрисаугловъ ВАП и

ВСЦсоставленныхъ силами. Дві; силы Р и Р1 еложенныя ВМ'Ьст'Ь,

даютъ раВНОД'ЁЙС’ГВУЮЩУЮ Н, приложенную въ А и направленную
по СА. Также силы Р2 и РЗ даютъ равпод'Ьйетвующую Н, прило

женвую къ О, направленную 110 СА и очевидно равную К. Дві;

равные силы В и В!, приложенныя къ копцамъ неизмёняемой ливіи
АС, будутъ находиться въ равновёсіи, & потому и даннын силы,

приложеннын къ точит) А и В по сторона…мъ, будутъ въ равнов'Ьсіи.
19. Лемма. Если вершины А и С (чер. 5) параллелограмма

АВОВ соединимъ неизмгьняемыма образомъ @ если приложили кз

точкамъ А и С по сээъоронамд А1), ОВ, ОВ % АВ, силы 11, 13,

РЗ % 134, пропорціоналъныя дм…амъ сторона парале/шграмма, то
система точекъ А и С будетъ въ равновгъсэ'и.

Предположимъ прежде всего, что сторона ВС болйе стороны
АВ въ ц'Ьлое число разъ, напр. въ 4 раза.

РаздЪлимъ паралелограммъ АВСВ на четыре ромба АВЕН,
РЕЭН, НОгКЬ, ЬКСВ; представимъ себё, что точки 15,6, К‚Р‚Ни 1),

соединены съ точками А и С такимъ образомъ, что составляется

неизм'Ьняеман система. Мы можемъ также раздізлить равныл силы

Р] и 182 на четыре равнын части Р3 и приложить эти отд'Ьльныя

части одну къ точит; А, другую къ точк'і; Р, третью къ точит, (}

и четвертую къ точк'Ь К, всё; по Одному и тому же направлепію
какъ и сила, Рі. Точно также поступимъ и съ силою Р2 и первую
часть приложимъ къ точк'Ь В, вторую къ точв'із Е, третью къ точит

Н, четвертую къ точк'Ъ' Ь, всі; четыре по Одному и тому же напряг
влепію, какъ и сила Р2.

Не нарушая равновёсія, можно приложить къ точкамъ Е и Р,

по стороні; Е Е, дві; силы РЗ, равныя и противоположныл; то же

самое сд'Ьлаемъ съ точками От и Н и съ точками Ь и Н. Накопецтд
МЫ замёнимъ еистемучетырехъ силъ Р„ Р27 Р3 и Р„ системою повыхъ
силъ, но д'Ьйетвующихъ совершенно тат) же какъ Иданныя силы.
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На основаніи доказанной леммы въ параграфіз 18-мъ каждый изъ

ромбовъ будетъ находиться въ равновтзсіи. Совокупность вс'Ъх'ь

ромбовъ будетъ также находиться въ равновёсіи, а слйдователъно и
силы Р„ Р27 РЗ и Р,„ приложенныя къ точкамъ А и О, будутъ также
въ равнов'Ьсіи.

20. Доказанную сейчасъ лемму можно распространить и на тот'ъ
случай\ когда дві` стороны параллелограмма относятся между ее
бою, какъ два цЪлыхъ числа, ш и 11. ДтЪйствителъно, мы можемъ
раздтзлить параллелограмъ на п равныхъ параллелограммовъ. Въ
каждомъ изъ этихъ послЪднихъ большая сторона будетъ больше
меньшей въ ш разъ. Если отношеніе сторонъ будетъ, напримйръ,
равно 3'/5‚ то можемъ разделить сторону АВ (чер. 6) на три равпыя
части въ точкахъ Е иСг; проведя параллели ЕР и (ЗН7 разд'Ьлимъ
параллелограммъ на три равныхъ параллелограмма, въ каждомъ изъ
нихъ одна сторона будетъ больше другой стороны въ пять разъ.

Сила Р17 дёйотвующая по направленію АВ, можетъ бытъ разд'ізилена на три равныхъ силы, приложенныхъ соотв'Ьтственпо кт, Ади Е, тоже самое можно сдЪлать съ силою Р2‚ равпыя части которой
приложимъ къ точкамъ О, Р` и Н. Точки Е, (}, Н и Р, будутъточками Н@ИЗМ'ЁНЯЗМЫМИ въ системі; точекъ А и С. Прибавимъ къЕ и Е дві; силы равныя РЗ, дййствующія Одна отъ Е къ Ъ`, другаяотъРкъ Е. Сдіълаемъ тоже въ @ И Н. Каждый изъ паллелограммовъА6НБ, (ЗЕРН. ЕВС]? будетъ находиться въ равновйсіи па осно-вапіи предъидущаго доказательства. Совокупность трех'ъ параллело—граммовъ также будетъ нахоциться въ равнов'Ьоіи щ сл'іъдокательно‚четыре силы Р„ Р,}, Р3 и 134, также въ равнов'Ьсіи. Такпмъ образомълемма доказана, изъ Нея вытекаетъ такое слйдотвіе:

Равнодгьйствующал двутъ сила Р1 Р2 приложеннътъ ка однойи той же точтъ А, прошодитъ чрезд вершину С параллелограммаАВСЛ, построенного на этаж двутд симсов.
21. Теоремма. Равнодіьйствующоя Вдвуазд сила Р и @ пред-ставляется по величитъ и направленію датграмма, построенного на этаж двутъ сшита.

На сторонахъ АВ и АВ, соотв'ізтственно пропорціональныхъсиламъР и
картер.

7), постороимъ параллелограмъ АВОВ. Равнодтзйствую—щая » силъ Р и @ пройдетъ чрезъ вершину С этого параллелогра—

онсшъго параллело-
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ма; но мы еще не знаемъ ел величины, и пропорціональна-ли она

длиніз А С.
Продолжимъ линію АО, тогда сила равная и противоположная

В будетъ дъйотвовать отъА къ В, по величину этой силы —— В мы

пока также не знаомъ‚какъ и величину В. Силы —- В, Р и @ бу-

дутъ въ равнов'Ьсіи. СлЪдовательно, сила —— (2, равная ипротиво-
положнал 62, есть раВНОД'ЁЙСТВУЮЦДаЛ силъ Р и —-— В; построимъ

параллелограмъ АЕНВ, такъ чтобъ діогональ АН этого втораго

параллелограмма бы ларавнщ—Се и одна изъ его сторонъ была, бы

равна Р‚ тогда другая сторона его будетъ равна —— В. Послъ чего

АЕ:НВ:АС‚ сл'Ьд. ——- В:АС. И такъ, равнод'Бйствуьощал В пред-
ставляется по величипй и направлеиію діагональю АС паралле-

лограмма АВОВ. '

ИЗЪ предъидущей теоремы знаемъ, что равнодЪйствующаядвухъ
сходнщихся силъ есть діагональ параллелограмма, построеннаго на

данныхъ силахъ. Но діогопаль дълитъ иараллолограммъ на, два

равныхъ треугольника, и въ нашомъ случай“) стороны каждого тре-

угольника состолтъ изъ равнод'Ьйствующей и двухъ данныхъ силъ.

Поэтому для получопіл раВНОД'Ьйствующей можно было бы вост

пользоваться однимъ лишь треугольникомъ и произвести построепіе
такъ: когда даны дві} силы Р] и Р„ схоцящіяся ЦОДЪ угломъ и дізй—

СТВУЮЩШ 11 & точку А (черт. 8) по направленіямъуказаннымъ отр'Ьлками7
то, взявъ въ стороні; отъ дапныхъ силъ произвольнуюточку 0, (черт. 9),

надо провести отъ пел длину равную и паралельвую первой видів, отъ

конца построенной танимъ образомъ линіи провести длину равную
И паралельную второй сил'із, начальную точку О соединить съ кон-

цомъ 2-й силы, полученная длина, будучи третьею стороною одного

изъ сказанныхъ треугольниковъ, представитъ собою діагональ пара-

леллограмма построенного на данныхъ силахъ, или равнод'ізйствую-
щую двухъ данцыхъ силъ. И такъ, чтобъ получить графически ве-

личину равнод'Ьйствующей двухъ сходящихся силъ, надо построить
треугольникъ, дві; стороны которого имъютъ величину и направ—

ленін дапныхъ силъ, третья сторона, замыкающан данньш7 будетъ

равнод'Ьйствующею. Построенный такимъ образомъ треугольникъ
называется треугольникомъ отъ или планомъ сила.

Для полученія той же равнод'Ьйствующей можно (чер.10) сначала

провести длину равную и параллельную 2-й силё, &, отъ конца ел
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длину равную и параллельную 1-й сил'із, конецъ этой посліздней

длины соединить съ начального точкою, тогда получится 2-ой изъ

треугольниковъ параллелограмма, & потому третьн линін будетъ
тоже діагональ его, или равнодёйствующал данныхъ сил'ь. Танимъ

образомъ можно высказать сл'Ьдующую теорему:
Теорема: Когда даны двп, силы стодящіяся въ одной таить,

шо величина равнодгъйствующвй не измгьняется отъ перелиьны
порядка ;гостроенёя величина сша въ треуголънить (;и/аъ.

Наиравленіе д'Ьйствіл равнод'Ьйствующей (чер. 9 и 10) показано

стр'Ьлкою. Если разсмотримъ, какъ идутъ стр'Ьлки на силахъ Р1 Р2
п В, то увидимъ, что направленіе д'Бйствія силы В, какъ то и

сл'Ьдуетъ назначено обратно направленінмъ дёйствіл силъ Р1 и Р2
Треугольники О Р1 Р2 и О Р2 Р, будутъ слёдов. треугольниками

данныхъ силъ
И такъ, чтобы получить графически равнодгъйствующую двушъ

сжодящижя сила даннышъ по величингъ нтгравленію дтйствін %

поможснію въ иространсттъ, надо построить треуголъншсд сгищ
начиная построенів съ той шт другой силы—безразлично; „ровен
бти замътающую сторону треугольника, назначитъ ши ней на—

примете дтйствъ'я стртьлкощ въ обратную сторону дгьйствін
‹)анныж самъ, тогда замыкающая сторона треугольника сгиб
будет представлять собою т) величина „ направлению дгьйствія
]твнодгъйствующую данныж самъ. Чтобы получить затгьмъ по—
ложсніе ея въ пространства, надо чрезъ точку жвресгьчвнг'я дан—
ныж сила (чер. 11) провести параллельную здравную найденной
равнодгьйствужщвй.

22- ЕСЛИ требуется РаЗЛОЖИТЬ данную силу на дві; составляю-
ЩИХ'Ь‚ ТО задача будетъ имёть безчисленное множество рЪшеній,
дотіъхъ поръ, пока не бУДУТЪ даны направлены слагающихъ силъ,
ИЛИ Направленін и величина одной изъ ниш„ или величина обЪихъ
составляющихъ

ЭТО ясно ИЗЪ того, ЧТО на данной линіи можно построить без-
численное множество треугольниковъ, пока не даны направленія
другихъ дВУХЪ СТОРОНЕ ИЛИ направленіе и величина Одной сто-роны, или наконецъ величины Об'Ьихъ.

Если на точку А (чер. 12) д'Ьйств етъ сила В анная в —

.чичинЪ, У , Д ПО 8
направлешю д’Ьйствіл и положенію въ пространств'в, то,
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чтобъ разложить ее на двд; произвольным сос'гавллющія и получить
эти составлшющіл графически, поступаютъ такь берутъ произволь—

ную точку О (чер. 13) въ сторонъ отъ данныхъ силъ, цр0в0днтъ
‹ отъ иен длину равную и параллельную данной силу}; В, отъ точки

0 проводлтъ по какому у1'0дн0 направленію произвольную длину

ОР1 принимаемую за длину одной составмпощей, конецъ этой длины

соединяют'ь съ копцомъ длины ОВ, тогда полученная линін Р1Р2
дастъ по величиц'Ь и направленно д'Ьйствіл другую составляющую
Зат'Ьмъ‚ чтобы получить ноложсніесоставляющихъ въ пространствіз,
отъ точки А проводлтъ параллельныл и равшыл начорченпымъ уже
линілмъ ОР„ и Р1Р2. Если будутъ даны нацравленія об'Ьихъ сла,-

гающихъ, то линію ОР1 и Р1Р2 нельзя уже 11роводиты1роизвольно
& сл'Ьдуетъ провести, параллельно заданнымъ направленіямщ отъ

концовъ данной силы.

Если дано направленіе и длина ОДНОЙ изъ составляющихъ, то

надо отъ однаго конца данной силы провести линію параллельно

заданному направленію; отложить, на проведенной такимъ образомъ
линіи, данную длину отъ конца данной для разложены силы и за-

Т'Бмъ конецъ пачерченпой такимъ образомъ 1-й слагающей соеди-
нить съ другимъ копцомъ данной для разложеніл силы. Наконецъ,
если даны длины обішхъ слагающихъ, по неизвсЪс'Шы ихъ направ—
ленім, то въ правомъ чертеж}; (чер. 12) на данной сил'Ь надо по-

строить треугольникъ по двумъ другимъ даннымъ лииілмъ.

23. Изъ треугольника ОР1Р2 (чер. 18) можемъ написать слЪдуюи

щую пропорцію:
Р1 : Р‚_‚: В = 811 ОР2 Р]: 511 Р10Р2 : $110Р1Р2

т. @. каждая изъ силъ Р1Р2 и В пропорціональна синусу углщ со-
ставленнаго направленіемъ двухъ другихъ силъ. Отсюдаможно вы-
числить равнод'Ьйствующую по Одной изъ слагающихъ и угламъ.

Если дана равнод'Ьйствующал и изв'Ъстны нанравлевія состав—

.шющихъ, то составляющую легко вычислить, именно:
_ $11 ОР2Р4Р‘ В8—11—013'1Р2

__ $11 Р40Р„“"Ватд“
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Если 0Р1Р2 уголъ прямой, то можно написать:

Р1 : Ввп ОР2Р1 : Нооо Р1ОР2

Р2 : Вэн Р1ОР2 : Ввоз Р1Р2О
т. е. каждая изъ двухъ сос'гавллющихъ данной силы, д'Ьйотвую-
щихъ по перпендикулярнымъ межцу собою паправленілмъ‚ равна
данной сил'Ь умноженной на синусъ угла, заключеннаго медкду дан-
ной силой и направленіемъ искомой составляющей. Или этотъ же
законъ можно выразить такъ: каждая изъ доставлящтзъ равно
проекти равнодтйствующей на направленів составляющей.

Изъ разсматриванія треугольника силъ видно, что когда дві;
силы дёйствуютъ на точку подъ угломъ не равнымъ двумъ пря-
мымъ, равнод'Ьйствующал ихъ пе можетъ уничтожитьсн, за исклю—
ченіемъ лишь случая, когда каждая изъ составляющихъ сама
равна нулю.

24. Когда требуется найти графически раВНОД'ЁЙСТВУЮЩУЮ
двухъ СХОДлщихсн силъ, точка пересёченія которыхъ пом'Ьщаетоя
въ предЪлахъ чертежа, то, какъ видёли, опред'Ьленіе величины
раВНОД'ЁЙСТВУЮЩеЙ‚ направленія ел д'Ьйствія и положевіе въ про—
с'гранотвъ вполнъ и легко опред'Ьляетсл. Если же точка перес'Ьчонія
сходящихся силъ не пом'Ьщаетсл въ предйлахъ чертежа, тогда ве-
.шчина и паправлепіе дЪйетвія опредёлнется какъ указано выше;положошо же остается неизв'Ьстнымъ, такъ какъ точка переоЪченілданиыхъ силъ, чрезъ которую должна пройти равнод'Ьйствующал,иа чертож'Ь но пом'Ьщается. Покажемъ же, какъ въ этомъ случа'Бнадо поступать, чтобы получить точку приложены равнод'Ьй—
отвующои.

ПОЛОЖИМЪ, даны силы Р] Р? (чер. 14), точка перос'Ьчонія коихъ
ПВППОМ'ЬЩЗСТСЯ

ВЪ предЪлахъ чертежа, то для разысканіл равно-д'ЬиствующеЩ поступаемъ какъуказано выше: строимъ треуголь-пикъ силъ 012; замыкающая 02 (чер. 15) этого треугольника, бу-дСТ'Ь РаВН ОДЁЙС'ГВУЮЩЭЮ данныхъ оилъ по величиніъ и направленіюд'Ьйс'гвін.

……$2ж„33…3т5жола? А.
И

_

- : дв соотавллющихъ: Одну но про-
“дВОЛЫ'ЧМУ направленіщ напримізръ по линіи АЕ & другую 110 на—“РаВ-ЮШЮ АА… ТО есть по …чивіи, соединяющей точки приложонія
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данныхъ силъ. Точно также силу РЗ разложимъ на дв'Ь сос'гавллю-

щихъ, одну по произвольному направленію А1Е„ другую не направ-

ленію АА„ причемъ эту послізднюю возьмемъ равною АВ, т.

е. будемъ им'Ьть АВ=А1ВГ Оліздовательно, даннын силы замаз-

нены двумя, изъ которыхъ силы АВ и А‚В„ какъ действующіл
въ разныя стороны и приложенныл къ концамъ ОДНОЙ прямой уни-
чтожаются и, вм'Ьсто данныхъ силъ, получаются силы идущін по АЕ

и АЕ], вполніч зам'Ьнлющія данныя. Точка перес'Ъченіл этихъ силъ
очевидно, будетъ также точкою, чрезъ которую иройдетъ равн ОД’ЁЙСТ-

вующая данныхъ силъ. Слёдовательно, нужно только чрезъ получен

ную точку а провести линію равную и паралельную равнод'Ьйст-

вующей 02.
25. Построеніе для опредйзленін положенін разведёйствующей

двухъ силъ лежащихъ въ плоскости можетъ быть исполнено и въ

иномъ ВИД'Ё. Построеніемъ этимъ, какъ увидимъ дат‘зе, будемъ ча-

сто пользоваться.
Пусть даны дві} силы Р] и РЗ (чер. 16). Построимъ треугольникъ

силъ (чер. 17). Возьмешь произвольную точку, которую будемъ на-

зывать полюсомъ, и соединимъ ее съ точками 0, 1 и 2. Полученныя
такимъ образомъ ливіи будемъ называть лучами. Возьмемъ на на-

иравленіи силы Р1 точку А17 проведемъ изъ нея линію параллельно

10 (чер. 17) до пересЪченія съ Р‚_, въ точкъ А.). Изъ точки А‚

проведемъ линію параллельно первому лучу 00, & изъ точки А._,

линію параллельную З-ему лучу 20. Проведенныя вновь линіи пе-

ресЪкутся въ точк'Ъ ос. Если бы ,мы разложили силу Р1 110 на—

правленіямъ А1А2 и Ад, & силу Р.2 по направленіямъ А‚А._‚ и Агоп,

то мы повторили бы совершенно т'Ь же построепіщ какія были

исполнены на чертежахъ 14 и 15—мъ. И, еліздовательно, точка %

принадлежала бы равнод'Ъйствующей данныхъ силъ. Но, какъ вп—

димъ, точку а можно было получить и не разлаган силы Р1 и Р._‚

на составляющія: она получается, какъ пересізченіе линій парал-

лельныхъ 1—му и З-щ лучу многоугольника еилъ.

Но ПОРЯДОКЪ построенія для получевіл точки а можетъ быть

выполненъ еще иначе. На чер. 18 даны величина и. направлен…
силъ, на чер. 19 построенъ треугольникъ силъ съ лучами. Возь-

мемъ лЪвЪе силы Р, произвольную точку &, изъ пел проведемъ ли—

нію параллельную 1-му`лучу до перееізченія съ силою Р, въ точкй
КУРОЪ СТАТПКП.

2
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А„ изъ точки А1 проведемъ линію параллельную ‚‘В-му лучу ДО пе-
ресёченін съ силою Р2 въ точкъ А2. Изъ этой посл'Вдней проведемъ
линію А2 &2 параллельно 3-му лучу.

Многоугольникъ а1 А1 А2 ад, такимъ образомъ построенный
называется веревочнымъ или шарнирнымъ мвогоугольникомъ, отно-
сящимся къ полюсу С.

Сравнивая теперь чер. 18 съ чер. 16, легко вид'Ьть, что если
крайвіл стороны а‚А‚ и а2А2 веревочнаго многоугольника будутъ
пр0должены до взаимнаго ихъ пересёченін, то точка пересізченіл
будетъ таже самая, какъ и точка ос на чер. 16 т. 9. эта точка бу-
детъ принадлежать равнодёйствующей. Резюмируя все сказанное въ
этоыъ параграфё, мы можемъ построить такое правило:

Если даны двгъ силы на плоскости по величингъ % направленг'ю,
то, чтобъ найдти шва равнодтйствующую по величин”; наиравленёю
% положенію относительно данныж сила, надо: въ стороть отд
данныж сит, построить треугольника сила сд лучами, проведен—
ными от его вершина до какого либо произвольно взятию помои;
построить веревочный многоугольника, начавъ построеніе отъ агро-
изволъной точки, взятой мьтъе 1—12 силы % проводя 87,0 стороны
”“Рамелъно !!!/"№5; ”Ричемъ первую сторону надо провести до
перестает}: 03 143 (:“/50227 2-10 сторону веревочншо многоугольникадо переставала}; во ‚2-й силою, и третью сторону отъ пигсмъднегг
”“”“? 'ггересгъченія; когда построена веревочныгг многоугольншсъ,
крайнт “0 стороны надо продолжить; точка пврссгъченг'я %%
будетъ принадлежать ровнодтіствующви; чрвзд эту точку надопровести линію равнуюи паралжлъную замъ
угольники самъ.

Эта посліэдняя линія будетъ раВНОД'Ьйствующей двухъ ДаННЫХ'Ьсилъ по величинй, направленію и иоложенію въ плоскости относительно данныхъ силъ. Если къ даннымъ силамъ прибавить силуравную и противоположную найденной равнодЪйствуіощей, то тре:угольникъ данныхъ силъ будетъ замкнутым'ь, &. раВНОД'ЁЙСТВУЮЩая
этихъ` трехъ силъ будетъ равна нулю.
Т “2$.

Пусть
будуть

даны по величинъ и направленію на плоскости
…,

Р, И Рв. Она ВЫРазится [‚юр
Д ИШВУЮЩУЮ

ТО'ЛЫЮ °ДВУ2'КЪ
СИЛЪ

величинй, направлешю дЪиствш И 110-

тающегі стереть тре—
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ложенію относительно данныхъ силъ Р, Ре длиною В, (чер. 20)

равною и параллельною длинтз 02 (чер. 21). Таклмъ образомъ три

данныя силы приведены къ двумъ, именно къ В, и РЗ. Равнод'Ьй—

ствующую ихъ точно также найдемъ по правилу предъидущаго па-

раграфа, и она выразится 110 величины, направленію дЪйствія, поло-

женію въ пространствё длиною В (чер. 22) равною 34 (чер. 23).

При этомъ надо зам'Ьтить, что отдёльныхъ чертежей, какъ 20 и 21,

д'Ёлать не слёдуетъ, а всё необхолимыя построеніл могутъ быть

исполнены на двухъ чертежахъ поцобныхъ 22-му и 23-му.
Разсматривал чер. 23, мы видимъ, что линія 34 получена какъ

3амыкающал сторона треугольника 023, но она также легко могла

быть получена, какъ замыкающая сторона четырехъугольника 01234

Такъ что В, могла бы быть найдена безъ разыскиваніл величины Рь,

для этого надо было бы, начинал отъ точки 0 (чер. 23), начертить

ломаную 0123, каждая сторона которой равна и параллельна Одной

изъ данныхъ силъ (чер. 22), затёмъ начало и конецъ этой ломаной

соединить между собою. Такимъ образомъ цостроился бы многоуголь-
никъ силъ, и замыкающая его сторона была бы раввщёйствующей

трехъ данныхъ силъ.
Точно также не было надобности на чер. 22 прололжать стороны

а, А1 и А3 А, до взаимнаго пересёченін, а достаточно было бы

построить веревочный многоугольникъ а1 А, А, АЗ а,; крайнія его

стороны продолжить до взаимнато переС'Ёченін; полученная такимъ

образомъ точка принадлежала бы равноцёйствующей трехъ данныхъ

силъ. Если къ тремъ даннымъ силамъ прибавить 4-ую, равную и

противоположную найденной равноцёйствующей, то многоугольникъ
силъ будетъ замкнутымъ и равнолёйствующал этихъ четырехъ силъ

будетъ нулемъ.
27. Если бы данныхъ силъ было четыре, то,чтобъ найдти ихъ

равнощЬйотвующую, надо было бы найдти сначала равнод'Бйствующую

трехъ оилъ, а заттэмъ разыскать равнодтзйствующую четвертой

силы и раВНОД’ЁЙСТВУЮЩеЙ первыхъ трехъ.
Очевидно, что прибавленіе новой силы нисколько не измЪнило

бы способа нахожденіл равнод'Ьйствующей, такъ какъ все д'Ьло сво-

дилось бы къ нахожденію ровнщёйствующей двухъ силъ. Поэтому,

можно дать правило разысканін графическимъ путемъ равнолтзй

ствующей въ сл'Ёдующемъ видтз:
?=
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рона многоугольникасша будетъ представлятъсобоющую по величитъ % направленію; чтобы найти ея положенг'еотносготелъно данныж сила, надо вершины

направления данныж сила, построить веревочный многоугольника,относящійсн т выбранному нами полюсу; первую % посшьднюю сто—рону веревочназо многоугольник
пересдченія, точка переть '

ствующей, остается то
равную % параллельную ишт'и замыкающий многоугольника сша.Если къ даннымъ силамъ прибавить еще равную и противопо'ложную найденной

равноцёйствующеі то, очевидно, многоугольникъданныхъ силъ будетъ замкнутымъ и
равнодгёйствующал сд'Ьлаетсяравной нулю.

На, чертежахъ 24 и 25 исполнены всй построенія для наХОЖДЭНіЯпо этому правилу равнодййствующей пяти силъ.Для полученін равноцёйствующей данныхъ силъ можно было бЫпоступить и иначе, нежели это изложено выше, исдЪлатЫэтоСЛ'ЁДУЮ'
щимъ образомъ: каждую изъ данныхъ силъ разложить на дві; "0смежнымъ съ нею сторонамъ веревочнаго многоугольника. И какъодну изъ слагающихъ можно брать совершенно произвольною, ТОразложеніе можетъ быть совершено такъ, чтобъ по каждой ИЗЪ сто-ронъ веревочнаго многоугольника, дёйствовали бы дві; силы рав-
ныхъ и

противоположныхъ‚ слЪд. по всъмъ сторонамъ, кромъ край-нихъ‚д'11йствовалибы педвъ силы
уравновЪшиваюШяся, и, сліздователь—

но, остались бы только с.пагающія,
дЪйствующія по крайнимъ сторо-ложеніе этихъ двухъ перес'Ькаю—

равнод'Ьйствующей.
употреблен'ь въ параграфъ 24-од'Ьйствующихъ двух'ь сил'ь. "
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(‚войства многоугольника спл'ь и веревочнаго многоугольника.

28. Надо замётить, что при вычерчиваніи веревочнаго много—

угольника стороны его нужно продолжать до пересізченін съ силами;
если же какая либо сторона веревочнаго многоугольника не встрё-
›чаетъ самую силу, то надо направленіе силы продолжить въ

соотв'Ьтствующую сторону.
Зам'Ьтимъ еще, что 1-й лучъ въ многоугольникё силъ всегда

проходитъ къ началу 1-й силы, 1-я сторона веревочнаго много-

угольника, параллельная 1-му лучу, педх0дитъ къ направлевію 1—й

силы; 2-й лучъ проходитъ чрезъ начало 2-й силы и конецъ 1—й, 2-ая

сторона веревочнаго многоугольника, параллельная 2-му лучу,

проходитъ межлу ваправленіями 1-й и 2-й силы; 3-й лучъ прохо-
дитъ чрезъ начало 3-й силы и конецъ 2-й; 3—я сторона веревочнаго
многоугольника, параллельная Зму лучу, прОХОДитъ между напра—
вленіями 2—й и 3—й силы и т. д.

Теорема: Равнодіъйствующая системы какого угодно чи-
сла сим не измгъняется, если двп; шт нисколько посмьдоштелъ-
нытъ самъ будутъ замтнвны отдгъльною равнодтйствующвю.

На чертеж}; 25 линія 03, начерченная пунктиромъ, изображаетъ
раВНОД'Ьйствующую трехъ силъ 1, 2 и 3. Если вм'Ьсто этихъ

трехъ силъ введемъ ихъ равноцізйствующую 03, то совокупность
силъ 03, 34 и 45, очевидно, дастъ по величин'Ь и направленію
туже разведъйствующую 05, какъ и данныя силы 017 12, 23, 34
и 45.

Точка‚ опред'Ьляющал положеніе равнодёйствующвй В относи—

тельно ..г ‚ : »
'

, \ та же самая въ обоихъ случаяхъ,
’

-ерев0чнаг0 многоугольника
" я, что и нрайнін стороны

А4 А5 аз, слёдователшо, и

таыъ теорема доказана.

            _:4 емы самъ не зависитъ
ъ будутъ начертаны

‚цю (А); назовемъ буквою
…; гвны порядка. посл'Ьдователь-
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Чтобы разыскать графически равнодгьйствующую сколькшд
угодно сила, расположеннытъ какъ угодно въ плоскости, надо: въ сто-
роть от данных?; сим построитъмноюузолъникъсамъ, вычерчивая
ихъ одну за другою въ одномв опрвдтеннома масиетабгъ, начало это-
го многоуголъника соединитъ съ концомъ его; тогда замыкающая сто-
рона многоугольникасша будетъпредставлятьсобоюравнодгьйствую-
щую по величингъ % направленъ'ю; чтобы найти ея положеніе
относительно данныж сила, надо вершины многоуголъника сила
соединитъ съ произвольнымъ полюсомъ или, другими словами, жос-
трогать лучи, заттмъ но чертежи), изображающемъ вемчины и
направления даннытз сила, построитъ веревочный многоуголъникъ,
опъносящійся тз выбранному нами полюсу; первую % посмьднюю сто-
рону ввревочншо многоугольника надо продолжитъ до взаимного
агересгъченз'я, точка пврестьченія будетъ принадлежать равнодтг-
ствующей, остается только чрева эту точку провести лит'ю
равную % параллельную итти замыкающей многоугольника сша.

Если къ даннымъ силамъ прибавить еще равную и противопоч
ЛОЖНУЮ НдЙДВННОЙ раВНОД'Ьйствующей‚ то, очевидно, многоугольникъ
данныёъ

силъ будетъ замкнутымъ и равнодтЪйствующая сд'Ълаетсн
равнои нулю.

На чертежахъ 24 и 25 исполнены всй построенія для нахождевіяпо этому правилу равноцёйствующей пяти оилъ.
ля получены равнодёйствующей данныхъ силъ можно было бы

поступить и иначе, нежели это изложено выше, исдёлать'этослтчдую-щимъ образомъ: кансдую изъ данныхъ сил'ь разложить Ьа №13 110смежнымъ съ нею сторонамъ веревочнаго многоугольника. И какъ
одну изъ_слагающихъ можно брать совершенно произвольною, '1‘0
разложеше можетъ быть совершено такъ, чтобъ по каждой изъ сто-

$12
веревочнаго многоугольника, дёйствовали бы дві; силы рав-

ниш„ :ЪЁСЁЁЁЁЁЗЁЁЁЁЁЫХЁ
слід. по всъмъ с"0рона‚мъ‚ кромъ край-

110, остались бы ТОЛЬКО Ё};
силы

уравногйшивагощінсн, и, сліздователь-
№№ Веревочнжо мног

.агающш,
д'Ьиствуіющш по крайнимъ сторо-

щихся СИЛЪ
‘

оугольниіса. Сложеше этихъ двухъ пересЪкаю—привело бы къ тои же равнодъйствующей.ЭТОТЪ Ж
-

6 (Вам
.

ЫИ СЦОСОбЪ бЫЛ'Ь УПО'і‘ребЛЭН'Ь В'ь параграфъ 24 М'ЬПРИ НаХОждеНШ раВНОДЪИСТВУЮНПИХЪ ДВУХЪ СИПЪ
7
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(‚войетва многоугольника СИЛ'Ь " ВЩЮШЪЧНЁЪГО МНОГЩ'ГПЛЬНИШЪ.

28. Надо замётить, что при вычерчиваніи веревочваго много-

угольника стороны его нужно продолжать до пересёченія съ силами;
если же какая либо сторона веревочнаго многоугольника не ветра“)-

чаетъ самую силу, то надо направленіе силы продолжить въ

соотв'Ьтствующую сторону.
Замйзтимъ еще, что 1—й лучъ въ многоугольнинЪ силъ всегда

проходитъ къ началу 1-й силы, 1-я сторона, веревочнаго много-

угольника, параллельная 1-му лучу, подх0дитъ къ направленію 1—й

силы; 2-й лучъ проходитъ чрезъ начало 2-й силы и конецъ 1—й, 2—ан

сторона веревочнаго многоугольника, параллельная 2-му лучу‚
проходитъ менсду ваправленіями 1-й и 2—й силы; 3-й лучъ прохо-
дитъ чрезъ начало 3-й силы и конецъ 2-й; 3—я сторона, веревочнаго
многоугольника, параллельная Зчму лучу, проходитъ между напра—

вленіями 2—й и 3—й силы и т. д.

Теорема: Равнодтйствующая системы какого угодно чи-
сла сим не измгьняется, если двп; шт нисколько вгосмъдоштелъ-

ныть сила будутъ замгънены отдгъльною равнодгъйствующею.
На чертеж'Ь 25 линія 08, начерченная пунктиромъ, изображаетъ

раВНОД'Ьйствующую трехъ силъ 1, 2 и 3. Если вм'Ьсто этихъ

трехъ силъ введемъ ихъ развед'Ьйствующую 03, то совокупность
силъ 03, 84 и 45, очевидно, дастъ по величинъ и направленію
туже равнодъйствующую 05, какъ и данныя силы 01‚ 12, 23, 34

и 45.
Точка„ опред'Ьляющан положепіе равноц’ізйствующей В относи-

тельно данныхъ сшлъ7 будетъ та, же самая въ обоихъ случаяхъ,
такъ какъ крайніл стороны новаго веревочнаго многоугольника
ад А4 А5 35 (чер. 24) будутъ тв же самыщ что и нрайнія стороны

веревочнаго многоугольника 8,1 А1 А2 А3 А4 А5 аз, слёдователъно, и

ихъ точка перес’Ьченія една и та же. И такъ теорема доказана.

29. Теорема: Равнодгъйствующчя системы сила не зависитъ
отъ порядка посмъдоватвмности въ какомъ будутъ начертание
эти силы 65 многоугольникт сила.

Назовемъ систему данныхъ силъ буквою (А); назовемъ буквою
(А’) систему, происходнщую отъ иеремЪны порядка посл'Ьдователь-
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ности только двухъ послч'здовательныхъ силъ, и (В) систему, въ ко-
торой, вміёсто этихъ двухъ силъ, поставлена ихъ равнодЪйствуюшан
Эта равнщЪйствующащкакъ знаемъ изъ параграфа 21, остается ТОЮ
же, каковъ бы ни былъ порядокъ послйдовательности двухъ этихъ
силъ, слёдовательно системы (А’) и (А) равнозначущи съ (В), а
потому онъ равнозначущи и между собою.

Такимъ образомъ можем'ь въ многоугольника“; силъ поставить
1-ю силу на 2—е мёсто, & 2-ю силу на 1-е мйсто, затймъ третью
силу можемъ поставить на м'Ьсто 1-й силы, & 1-ю силу на 8-е
мъсто и т. д., таким'ь образомъ 1-я сила можетъ занять посл'Ьд-нее мЪсто. А потому вообще кансдал изъ данныхъ силъ можетъ
быть начертана въ многоугольникй силъ посл'із какой угодно силы‚отъ чего равнодсёйствующая всёхъ силъ не измйнитсл.

30. Разсмотримъ еще нйкоторыя свойства веревочныхъ много-угольниковъ, & для этой цъли войдемъ въ нізкоторыл чисто гео-
метрическія разсмотрЪнін.

Если возьмемъ на плоскости четыре точки (чер. 26) и соединим'ьихъ между собою, то получимъ четыре треугольника АВС, АВВ7 ВВСи АПО.
Возстановимъ изъ средины каждой изъ 6 линій перпендикуляры,вслёдствіе чего найдемъ центры ги Ь, @, (1, описанныхъ круговъоколо четырехъ треугольниковъ. Соединивъ всё центры Между СО-бою, получимъ новую фигуру, составленную также изъ 6 линій иизъ 4-хъ треугольниковъ. Двіз такимъ образомъ Начертанныхъ фи—гуры обладаютъ слйздующими свойствами: во 1—хЪ каждой линіиданной фигуры соотвЪтетвуетъ въ новой фигуръ перпендикуляр—на? ЛИНіЯЗ ВО Ё'ХЪ казкдой СИСТЗМ’Ё трехъ сходящихся линій Дан—НОИ фигуры СООТВ'ЁТСТВУЭТЪ ВО второй фигуръ треугольникъ; И,Обратно, КдЖдОМУ треугольнику НОВОЙ фигуры отвЪчаютъ ВЪ даннойТРИ
СХОДЁЩИХСЯ

ЛИНШ, И ВЪ 3°ХЪ КдЖдая сторона каждой фигуры

°°6ЁЁЁЁЁГУЁЁУДЁЕЁЁВОЁЯЁЁЦ'ЁЁЁЁЁ’“`Ъ‚ - МЬ условшмъ, называются вза—имными или двойственными.
ВООбЩе же фигурами взаимными называются такія дВ'Ь фигуры,изъ кот - … .,орыхъ 1 я получаехся изъ второи совершенно такъ же, какъ2-я получается изъ первой.Гели повернуть! .

ВС'Ь сто оны ‹ ' ° 'Р ЬШУРЫ & Ъ (: ‹1 на прямои уголь,
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то она останется также взаимной къ данной фигуре7 но только две

соотвтътствующія линіи, вм'Всто того чтобы быть нерпендикуллрнышт,

будутъ параллельными.
Каждая фигура„ подобная фигур'Ь &, Ь (: «1, будетъ взаимна дан-

ной фигуръ АВОВ. Тавъ напр. фигура а'Ь’е'а' (чер. 27), педобнан

аЬсЬ, будетъ также взаимной фигурой фигуръ АВСВ.
Обратно, всякая фигура взаимная данной АВСВ педобна фи—

гуріз аЪссі, какъ составленная изъ того же числе подобныхъ треу-
гольниковъ и расположенныхъ еходственнымъ образомъ. Очевидно,

что многольнивъ силъ съ лучами и направленіе силъ съ веревыч-

нымъ многоугольникомъ представляютъсобою ДВ'Ё взаимныхъ фигуры.
Если шесть линій соединяютъ четыре точки, лежащія въ плос—

кости, то пять изъ этихъ ливій непрем'ізнно составляютъ два треу-
гольника, им'Ьющихъ общую сторону, шестая же линія будетъ сое-

динять двё не общія вершины этих'ь треугольников'ь, слтэдова-

тельно она будетъ вполн'Б опред'Ьлена, когда известны пять осталь—

ныхъ линій. И таыъ им'Ьемъ теорему:
‘

Если пять изъ шести ммм, соединяющиж четыре точки,
лежащъ'я въ плоскости, тра/длелъны или перпендикулярны ли-
т'ямъ еоединтощимъ четыре друштъ точки и если система треж
ешодлщижя мита одной фигуры соотвгътетвуетъ треузомнику
другой фигуры, то шестыя линг'го обтиж фигуре также параллель-
ны или перпендикулярны, %, смьдователънщ об/ь фигуры взаимны.

31. Теорема .Когда, помоев веревочнаео многоушлъника деи-

жется по какой угодно прямой линъ'и, то стороны этого много-

_толъника вращаются каждая вокрудъ постоянной точки, и эти
постоянныя точто будутд расположены на одной и той же мент
параме/гъной мент двгоженія полюса.

Пусть будуть четыре силы (чер. 28)ъ означенныя номерами ],
2, 3 п 4, даннын по направлеыію дёйствія, величин'Ь и положевію

на плоскости. Построивъ многоугольниыъ силъ, взявъ произволь-
ный полюсъ О, и, соединивъ съ нимъ вершины многоугольникэ
силъ, построимъ еоотвётствующій имъ веревочпый мпогоугольникь
&, А1 А2 А3 А4 ад. Взнвъ другой полюсъ с', точно также построимъ

второй веревочпый многоугольникъ &, А5 А6 А7 А8 % относящійся
къ этому полюсу. Предолжимъ соотвЪтствующія стороны веревоч-
ныхъ многоугольниковъ до ихъ взаимпаго перес'Ьченія. Тогда по—



лучимъ, вапримізръ, четыре точки &, А1 А5 и К, соединенныя пятью
линіями параллельными пяти линінмъ соединяющимъ четыре дру-
гихъ точки (чер. 29) 0,0 ', О и 1, слёдовательно шестыя линіи а‚К
и 0 0' должны быть параллельны. Точно также‚ сравнивая 4 точки
А2 А6 К и К2 на чертежъ 28 съ четырьмя точками 0,0, 1 и 2,
черт. 29, придемъ къ заключенію, что линіл КК1 параллельна линіи
00’ и т. д.

Такимъ образомъ точки 31 К, К„ К‚ около воторыхъ вращаются
стороны веревочнаго многоугольника, всё лежатъ на прямой парал—
лельной линіи соединяющей полюсы.

На основаніи доказанной теоремы, всегда можно построить вере-
вочный многоугольникъсистемы данныхъ силъ, относящійся къ какому
угодно полюсу, если извізстенъ лишь ОДИН'Ь веревочвый многоуголь-
никъ.

Для этого достаточно начертить въ плоскости произвольную ли-
нію, продолжить стороны даннаго веревочнаго многоугольника до
пересёченія съ этой линіей въ точкахъ а… К, Щ, Ы, зат'Ьмъ, чтобы
НМ'ЬТЬ точку Ад., проведемъ черезъ точку д.1 новую линію произ-вольного направленія до перес'Ьченін съ направленіемъ 1—й силы.
Чрезъ точку полученную такимъ образомъ и К, проведемъ линію
до

пересъчонія во 2—й силою; чрезъ полученную вновь точку и Н1 про-
ведеМ'Ь ЛИШЮ до пересёченія съ направленіемъ 3—й силы и т. д. Ясно.что такимъ образомъ получимъ новый веревочный многоугольникъ;32° Теорема, Катей бы ни былъ путь, пройденном? полюсома
веревочнсшо многоуголъникщ точка перестченін двутд крайнижсто-
рона этого

многоугольника шшсываетъ прямую мент, Эта лит'я

;;?ЁЁЁЛЁЁЁеідііЁ 1392322422692
многоугольника сила, така что

санншо полюсомд, ворона независима отъ пути опи-

Одной фигУРЫ. па7раолел1ны0пяти ЛЛИЧШ’
соединяющихъ 4 ТОЧКИ

дРУГОЙ фигуры), (злы. и шестых ли 'ИШ‘ЯМЪ’
соединяющимъ 4 ТОЧКИ

"ЗРаллельна 04. И такъ теО ема
НШ тоже параллельны, "" е. ““и

33. Точка п—ерес'Ьченін дк? хъ кДОЁазана'наго многоугольника системьі, сил;)?
НИХЪ СТ

этихъ силъ. Возьмемъ веревочный

оронъ кажцаго веревоч—
ринадлежитъ равнод'Ьйствующей
многоугольникъ относительно
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полюса. 0 (черт. 30 и 31), т. е. относительно начала многоуголь-
ника силъ‚—тогда величина луча, идущего отъ полюса къ началу,

будетъ равна нулю, направленіе же его будетъ неопредтзленно; на

правленіе первой стороны веревочнаго многоугольника будетъ‚ сл'Ь—

довательно, также неопредЪленно, какъ и точка пересЪченія этой

стороны съ посл'Ьдней стороной того же многоугольника; это заста—

вляетъ сказать, что какая угодно точка этой послтздней стороны

принадлежитъ раВНОД'ЁЙСТВУЮЩЗЙ. И такъ, послтзднял сторона вере—

вочнаго многоугольника, относящегося къ полюсу, взятому въ начать

многоугольника силъ, даетъ направленіе равнодтзйствующей всйхъ

данныхъ силъ. Но вообще, что справедливо для всЪхъ данныхъ силъ,

то также справедливо для части этихъ силъ. Поэтому можно сказать,

что какая угодно сторона веревочназо многоугольника, совпадаетъ
съ равнодгъйствующей части даннытъ сима предшествующиж этой
сторотъ. Такимъ образомъ веревоч. мног. представляетъ въ этомъ

случай геометрическое м'Ъсто р&ВНОД’ЁЙСТВУЮЩИХЪ данныхъ силъ

зятыхъ по двхЪ, по три и т. д.

Дёйствительно, 2-я сторона веревочнаго многоугольника А1 А.,

параллельна2—му лучу, который,въ тоже время, есть р&ВНОД'ЁЙСТВУЮЩЁіЯ

1-хъ двухъ силъ, 8—я сторона параллельна 3-му лучу, который‚въ тоже

время, есть равподЪйствующан первыхъ трехъ силъ и т. д. 
Шюженіе силъ паршшельныхъ.

34. Все что было сказано о сложеніи силъ, расположенныхъ
какъ угоцно въ плоскости., прикладывается безъ веннихъ затрудне—
ній къ случаю силъ параллельныхъ.

Многоугольникъ силъ въ этомъ случай, очевидно, приведится къ

прямой линіи. На чертеже 32 Р1 Р2 Р3 и Р4 четыре парал-
лельнын силы, данвыл 110 ихъ величинё, направленію и положенію въ

плоскости, д'Ьйствующія вс'Ь въ одну сторону. Отложимъ, начиная
отъ точки 0 (чер. 33), параллельно Направленію данныхъ силъ,

величины ихъ одну за другою, то получимъ величину ихъ равно—

д'Ьйствующей 04. Чтобы получить положеніе ен относительно данныхъ

силы необх0димо взять произвольную точку С, соединить ее съ точ-

ками О, 1, 2, 3, 4, т. е. начертить лучи; зат'Ьмъ построить ве-

ровочный многоугольникъ &1 А, А2 А3 А4 ад. Точка, встр'Ьчи край-
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нихъ сторонъ веревочнаго многоугольника будетъ принадлежать
равнодЪйствующей, & такъ какъ величина ея и направлеше опре—
д'Ьляютсн многоугольникомъ силъ, то точка иерес'Ьченія крайнихъ
сторонъ веревочнаго многоугольника опреда'зляет'ь положеніе равно—
дъйствующей относительно данныхъ силъ, сл'Ьдовательно величина,
11 будетъ искомой равнод'Ьйствующей. Если къ четыремъ данным,
силамъ добавить еще силу равную и противоположную равнодЪй-
ствующей, т. е. силу 40, или 45, то, очевидно, многоугольникъэтихъ
пяти силъ будетъ замкнутымъ, и, слёдовательно, равнод'вйствующал
пяти данныхъ силъ будетъ нуль.

35. Если Р1 и Р2 дві: паралелльнын силы, д'Ъйствующія въ
разныя стороны и данныя по величиніз и направленію означен-
ному стрізлками и положенію (чер. 34), то, начертивъ въ сторонъ
длину 01, равную и параллельную сил'Ь Р2, надо отъ точки 1 отло-
жить по направленію противоположному величину 12, равную сить
Р._,‚ теща, очевидно, длина 02, представляющая собою разность ве-
личинъ данныхъ силъ, будетъ ихъ равнодізйствующей и направле—ніе ея дЪйствія будетъ отъ О къ 2.

Чтобы получить положеніе ея относительно данныхъ силъ, надо
построить веревочный многоугольникъ а,“ А 4 А2 % относящійся къ
полюсу С. ПересЪченіе крайнихъ сторонъ этого многоугольника
будетъепринадлежать равнодёйствующей, величина и Направленіекоторои уже извёстны изъ многоугольника сплъ (чер. 35), с№д0-вательно величина аН будетъ искомой величиной. При этомъ‚какъ ЭТО ВИДНО ИЗЪ чертежа, равнодёйствующая бУдетъ лежатьближе къ большей сил'Ь.

‘

Нд
ЧЭРТЭЁК'Ь

36 и 37 исполнены всъ построенія, необходимыл“” разысканш РаВНОД’ЁЙСТВУЮЩей шести параллельныхъ силъ, дізй-
СТВУ‘ЗЩИХЪ

ВЪ разныя СТОРОНЫ. Величина и направленіе равнщййству—ЮЩеИ ОПРЭД’ЁЛЯЭ'РСЯ длиною 06 на многоугольникъ силъ- положеніе же
ОТНОСИТЭЛЬНОДЗННЩЪСИЛЪ Опредёллетснточкою пересёчёнія нрайнихъсторонъ веревочнаго многоугольника. Если къ даннымъ силамъ доба-
ВИТОЬ

еще СИЛУ р&ВНУЮ И противоположнуюполученной равнщёзйствчю-щеи, то многоугольниыъ данныхъ силъ Сд'Ьлается замки тымт. &равнод'Ьйствующал всгвхъ силъ будетъ равна нулю
у ‚,

дб. Если будутъ даны дві; параллельнын силы Р| и Р., (чер. 38)авныя и №1 " 'р д слвующпя въ разныя стороны, то, построивъ по предъ—
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идущему многоугольник'ь силъ (чер. 39), увидимъ, что величина

равнод'Ьйствующей будетъ равна, нулю7 такъ какъ начало 1-ой

силы и конецъ 2-й силы совпадаютъ; построивъ затізмъ лучи и

сравнивая чер. 33 съ 29, видимы что первый и послёдвій лучъ

идутъ по Одному направленно, поэтому въ веревочномъ многоуголь—

ник'Ь 31 А1 А2 % (чер. 38), крайнія стороны будутъ параллельны,

или, другими словами, будутъ пересёкаться въ безконечности.

Совокупность двухъ силъ равныхъ и параллельныхъ, дъйствую-

щихъ въ разныя стороны, называется парта.
И такъ мы можемъ сказать, что равнодгъйствующан пары рав-

на нулю и точка приложенія ея нашодитсн въ безнонечномъ раз-
стоянш отъ даннытъ сила.

Графическое разложеніе сильц лежащей въ плоскости, на он

соотавляющія.

37. Въ параграфъ 22 были указаныправила разложенія силы на

31,3% составляющихъ, СХОДЯЩИХСЯ въ точк'Ь лежащей на данной сил)}.

При чемъ пользовались свойствомъ треугольника, силъ.
Точно также можно разложить данную силу на дві; другихъ

ей параллельныхъ, когда одна изъ нихъ будетъ дана по величив'Ь и

Направленію или 06% даны по направленію. Но при этомъ разло-
жевіи прихолитсл пользоваться не только многоугольником'ь силъ,

но также и веревочнымъ многоугольникомъ.
Пусть требуется разложить данную силу В (чер` 40) на дв'Ь

другихъ, по линіямъ АР на АС). Построимъ въ стороні; отъ данной

силы и направленій ея слагающихъ—линію 02 (чер. 41) равную
и параллельную данной сил'Ь В, въ опред'Ьленномъ маштабё. Соеди-

нимъ концы ея О и 2 съ произвольнымъ полюсомъ С. Изъ точки

ос, взятой на данной силЪ Н (чер. 40), проведемъ ливіи параллель—

ны…я этимъ лучамъ. Пусть эти линіи пересёкутъ напр. АР и

А9 въ точкахъ А1 и А2. Соединивъ затёмъ точки А1 и А27 очевиднщ

получимъ 2—ю сторону веревочнаго многоугольника, лежащую между

направленіями 1—й и 2-й силы. Проведя чрезъ С лучъ, параллельный
3—й стороні; веревочнаго многоугольникщ пайдемъ точку 1‚ пред-

ставляющую собою копецъ 1—й силы и начало 2-й силы, сл'Ьдова-
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тельно отрч‘взки 01 и 12 будутъ равны слагающимъ данной
сил_ыН и д'Ьйствующимъ 110 линіямъ АС) и АР. При этомъ направлены

слагающихъ, какъ это видно изъ порлдка цифръ ихъ обозначаю-
щихъ, будутъ идти по одному и тому же направленію.

_38. Если бы сила В была помсізщена по Одну сторону лишй
дёйствія слагающихъ АР и А9 (чер. 42), то разложеніе произво-
димъ точно также, какъ и выше, т. е. строимъ въ стороні; (чер. 48)
длину В отъ 0 до 2 въ опред'Ьленномъ маштабъ, соединяемъ ен
концы 0 и 2 съ произвольнымъ полюсомъ О, отъ произвольной
точки а, взятой на сила В (чер. 42), проведимъ линіи а А] и 0: А2 до
перес'Ьчепія съ направленіемъ слагающихъ. Соединивъ точки А, и
А2, проводимъ изъ С (чер. 48) линію параллельную А1 А2 до пере-съченія съ продолженіемъ ливіи 02 въ точкъ 1. Посл'Ь этого
ясно, что линія 01 будетъ слагающая, дЪйствующал по АР, & линія
12 будетъ слагающал, д'Ьйствующал 110 А9, кром'Ь того ВИДНО,
что 12 будетъ дізйствовать въ сторону противоположную Даннойсил'Ь, & 01 по Одному и тому же направленію съ данной силой. Надопри этомъ замМить, что отъ точки «, тотъ или другой лучъ можно
ВЕСТИ до того или другого направленія, это безразлично, какъ то
вицно изъ чертежей 44, 45 и46.

Если одна изъ силъ, напримёръ сила, А9, дана по величинізи означена толстою линіею (чер. 46), тогда на чертежи“; 47 будутъИЗВЪСТНЫ ТРИ ТОЧКИ 0, 1 и 2 на многоугольника; силъ‚ и, слёдова-тельно, вторая СЛЗГЭЮЩЭЪЯ опред'ізлится‚ или какъ сумма даннойсилы И ОДНОЙ ИЗЪ СМШЮЩИХЪ (чер. 47), или какъ разность даннойсилы и одной изъ слагающихъ (чер. 49). Въ этомъ случай, какъВИДИМЪ’
ЁЪТЪ НддОбНОСТИ чеРтить веревочнаго многоугольника.

…,

пока не бУдет; дана одна иЦеТЬ {іеопредЪленнощ ДО ТЪХЪ поръ,
то, вычтл ен длину изъ даННОЁоставляющихъ.

Когда же она дана,

ченнУЮ Разность Разложить на ВЁИЛЫ,
НУЖНО будетъ

ТОЛЬКО ПОЛУ-
Если бы требовалось разчоіщить

дРУГИХ'Ь направлены.
-

параллельнымъ менсду СОбою.и нед
силу по тремъ напЁавленшмд

очевидно, задача, была, бы невозмежараишеішэьныМЪ
ДаННОИ СИЛЪ, ТО?

дЪйствительно существовали эти слаЁЗЮ. .
… ПОТОМУ,

чото
еслибы

ихъ была бы параллельна, имъ и см;
ЮЩШ, то равнод'Ьиствующал

д. была бы другого направле-



29 
ыія, нежели сила, данная дли разложенія. Эта, же равиод'Ьйс'гвующал

не была бы равнозначна данной.
Точно также задача будетъ невозможной, если требуется разло—

жить силу на три направленія, изъ которыхъ два параллельны дан—

ной сили, & третье направленіе не параллельно ей. Действительно,

если бы существовали такія слагающія, тд ихъ равиод'Ьйствующал
была бы отлична отъ данной силы.

40. Если требуется разложить данную силу на три составляю-

щіл, изъ которыхъ дві; проходятъ чрезъ точку, лежащую на данной

сил'Ь‚ & третья ие прохолитъ чрезъ злу точку, то задача невозможна.

Дёйствительно, если бы такія составляющія существовали, то

дві; первыя дали бы раВНОД'Ьйс'гвующущ проходящую чрезъ точку
ихъ пересёченія, лежащую на данной сил'Ь; & эта равноцЪйствующан,

сложенная съ третьею слагающею, вообще говоря, дастъ равиожЪй—

ствующую отличную отъ данной силы.
Если требуется разложить данную силу на три составляющихъ,

иересёкающихси въ Одной точит}, лежащей на данной силъ или ВШБ

ея, то задача возможна, по неопреОД'Ъленна. ДЪйствительищ при по-

строеиіи четырехъ угольники силъ придется отъ концовъ данной
силы провести линіи, параллельнын 1-му и З—му направленію. Про—

вести же линію параллельную 2—й слагающей въ четырехъ—уголь-
ник'Ь силъ и пересёкающую крайиіи стороны, очевидно, можно не

одну, & безчисленное множество. (Чер. 50 и 51).
41. Если данную силу требуется разложить на три направлеиія,

перес'Ькающихси между собою въ трехъ различиыхъ точкахъ, изъ

которыхъ ни одна не нахолится на данной раВНОД'Ьйствующей‚ или

если требуется разложить данную силу на, три направленіщ изъ

которыхъ два параллельны между собою, но не параллельны равно—

д'Ъйствующей и пересёкаются третьею силою, то задача не только
возможна, по и вполн'Ь опред'Ьлениа.

Д’Ьйствительно, пусть дана сила В (чер. 52) и требуется ее раз-
ложить на три направлеиін, означениыл цифрами 1 2, З и цере-
с'Ъкающілся между собою. Точку А перес'Ъченія силы В съ направ-
леніемъ 1 соединимъ съ точиою В перес'ізченіл 2—го и 3-го направ—
леній. Разложить силу В сначала по двумъ наиравленіимъ: по 1-му
направленіюи 110 АВ, что возможно, такъ какъ данная сила и оба на-

правленіл/перес'ізкаются въ Одной точк'Ь. И такъ, съ этою цізлью
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построимъ въ стороні; треугольникъаЬс (чер. 58) и получимъслагающую
110 направленію 1—му и по АВ. Слагающую по АВ7 очевидно7 можно
разложить на оба направленія 2 и 3, для чего надо построить тре-угольникъ аса. Такимъ образомъ данная сила будетъ разложена на
три слагающихъ вполн'Ь опредйленнымъ образомъ.

Совершенно также надо поступить, если данную силу В тре-буется разложить на три составляющія, изъ ноторыхъ направленіядвухъ параллельны межцу собою и пересёкаютсл третьимъ направ-леніемъ (чер. 54 и 55).
Особенность зд'Ьсь только та, что въ этомъ случай четырех-угольникъ силъ (чер. 55) приводится къ трехугольнику‚ ио Однойсторон'Ь котораго будутъ направлены силы 1 и 2.
Задача разложенія силы на четыре направлены7 вообще говоря,если не невозможна, то, во всякомъ случай, задача неопредйленпал.

Ушовія, щш которыхъ силы шгізют',
равноцізйстщющую или

приводятся къ парт; и условін равновЪсія.
42. Теорема. Для того, чтобы смолкшта угодно ва плоскости,

гігшо и, достаточно,
‚шикнутд.

.

ДЪиствительнщ для того чтобы даннын силы допуска.… ралнод'ЁП'сгвующую‚ необходимо и
достаточно7 чтобы равноцізйствующад “0была равна нулю и точка приложены не находилась бы въ безко-нфности отъ данныхъ силъ, & для этого неебюдимо, чтобы край-

(151…
стороны веревочнаго многоугольника не совпадали бы и 1…ыли бы параллельными что всеща будетъ им'Ьть мЬсто если первый

ЮТЪ; ИЛИ, другими словами, когда мно—
Ът & ПРИ этомъ„ конечно7 И равнщ'Ьіі'

лщ ‹:гыд, ритмаминныщ’б
идиша бы равнымг'гствутщую‚ необхо—чтооы .иншоугшьнщгд дп'дщ‘д „(„/д на был,

› при которыхъ система силъ рас-положенныхъ въ плоскости приводится къ парта.
МКНУТ'Ь; & Веревочный многоугольникъны послйдняго параллельны меЖДу со—льно, система дан
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направленнымъ 110 этимъ параллельнымъ линіямъ. Эти дві; силы

будутъ, кром'Ь того, равны и противоположны по знаку, и, слйдо-

вательн0, данныя силы приведятсн къ двумъ параллельнымъ силамъ

равнымъ и противоположнымъ, или къ парт.
И такъ, можемъ высказать такія двъ теоремы:
Если многоугольника сгыд замьтцспжм сам:) (06090, (‹ (;(гребочнш'г

многоугольника нс зшютается, то тот…… ‹)инмтджхд (;и/„т при—

водится % парт. Лит сметая… ()(/иным, пнд №. будетъ наж—

дгипсл въ ривнотьсг'и.
И обратно:
Для того чтобы система данным т.п, щ)//‹‚'(л)м„т(:г‚ 1.7; мм]…)

необжодгыю и доспшшочно, 'гнп/обы мношум,).‚иьнтт шла бы…ю ‚т.н—

кнутымд, «‚ веревочнш'г .иншоукоммент нс замьтсшт бы.

44. Графическія условія равнов’веія системы силъ, располо-
женныхъ какъ угодно на плоскости.

Предположимъ теперь многоугольникъ силъ замкнутымъ. Въ

этомъ случай; ырайніл точки этого многоугольника совпадаютъ, п

слъд. равнод’Ьйствующая будетъ равна нулю. А таыъ какъ первый

и посліздвій лучъ многоугольника силъ совпадаютъ, то крайніл
стороны веревочнаго многоугольника будутъ или параллельными или

совпадающими.
Если онъ параллельны, то, какъ уже вид'ізли раньше, система при—

водится къ парт. Если же крайніа стороны веревочного много—

угольника совпадаютъ, то‚ сліздовательно, онъ будетъ замкнутымъ, и

система данныхъ силъ можетъ быть зам'Ьнена двумя силами, наи-
равленными по крайнымъ сторонамъ веревочнаго многоугольника,
равными и прямо противуположнымщ значитъ эти силы будутъ
уравнов'Ьшиваться. Изъ этихъ разсужденій’ вытекать такая теорема:

Теорема. Для тош, чтобы система самъ была 86 равновюсш,
необтодимо % достаточно, чтобы ея многоугольника сила и вера-
вочный многоугольника были бы замкнутыми.

0 МОМВН'ПЪХЪ (ШЛ'Ъ, расположенныхъ па |ШООК00ТИ.

45. Моментомъ силы относительно какой угодно точки на—

зываютъ произведеніе силы на разстояніе отъ этой точки до силы.
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При этомъ точку, относительно которой бере'гсл моментъ, называютъцентромъ моментовъ. Слйдовательво (черт. 56) моментъ силы Р отно—сительно точки 0 равенъ РХор. Перпендикуляръ ор называютъплечемъ момента.

]Ишгентомъ силы Р относите
тельно оси ВВ (чер. 57) называю
лей‚ изъ которыхъ одинъ есть проекціл силы Р на плоскость №№,перпендикулярную къ прямой АВ, & другой множитель есть раз—стояніе ВЕ отъ основанія перпендикуляра ВВ до проекцш силыР. Другими словами: момента тькоторой силыравенъ

мно прямой ВВ, или относи-
тъ произведеніо двухъ множите—

кости, перпенди-точки встртш оси 025 плоскостью
Разстолніе ВЕ отъ основаніл оси до проекціи силы равно длинйМ} или перпендикуляру, опущенному изъ н*Ькоторой точки момент-Ной оси А В на данную силу.Момен'гом'ь силы ОТНОСИТЭЛЬНО ПЛОСКОСТЗЫВЁЪЮТ’Ь МОМЭН

и ей параллельной на—тъ силы относительно какой нибудь оси‚'нах0днщейслвъ этой плоскости и перпендикулярной къ проекціи силы.46. Чтобы построить графически относительно точки 0 моментъсилы, направленіе д'Ьйствіл которой изображено линіею Р на чер.59, & величина ен длиною аЬ (чер. 58), возьмемъ отъ М), на раз-стояніи равномъединицъ длины точку С. Примемъ ее за иолюсъ И сое—динимъ съ концами линіи аЬ. Затізмъ, через'ь какую угодно точку*' ЛИНіИ Р ПРОВВДЭМ'Ь Л) И ЛЕ параллельно къ Са 11 Ш), т. @. КЪкрайнимъ лучамъ.
Чтобы ИМ'ЬТЬ моментъ силы Р от0, достаточно провести черезъ эту точку параллель къ направленіюсилы. Отр'Ьзок'ь ху представитъ искомый моментъ. Дівйствительно,треугольники ‹ТХу п СаЬ подобны; ихъ основаніл относятся меЖДУ

собою какъ ихъ высоты, т

носительно накой угоцно точки

.в.
_ху ОВ
а?) ”_]—откуда

ху : аЬ Х ОВ_Т. е. моментъ силы аЬ относительно точки 0 равенъ этой силЪ,умноженной на разстонвіе отъ точки 0, что вполнЪ согласно съ
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опредізлевіемъ момента, & потому указанный пріемъ получевін гра—

фически момента. совершенно в'Ьренъ.
-

Если точка С отстоитъ отъ 81) на произвольномъ разстояніи,

равномъ Н, то вышенаписанная пропорція обратится въ такую:

{!!—913а\)__ Н ’

Откуда
аЬХОВ

ху == ‚_Г ‚

такъ что, если длина, Н будетъ равна п единицамъ, то ху будетъ
„ 1

равенъ п-и части искомаго момента. Если Н ::
дм

, то ху будетъ

равенъ 11 разъ взятому искомому моменту, и обратно моментъ бу-

детъ равенъ п-ой части ху. Иногда, для удобства построеній быва—

етъ полезно брать для И величину равную 10 единицамъ или сте-

цени 10.
47. Построеніе момента равноддьйствующей системы силъ.

Пусть дана система силъ на. чер. 60, изображенныхъ линіями ихъ

д'Ьйствія. Чер. 61 представляетъ многоугольникъ силъ и ихъ рав—

нодъйствующую. Изъ полюса С проведены лучи и опущенъ на рав-

нодёйствующую перпендикуляръ, равный единицё. На основаніи

предъядущаго, чтобы получить графически моментъ равнош’ййствую-

щей относительно какой угадно точки 0, достаточно черезъ эту
точку провести линію параллельную равнодгьйствующей, взятъ

на равнодтйствующей произволъную точку и изъ нея провести

мент ппрамельныя крайнимъ лучамъ, или, другими словами, про-

должить крайнія стороны вврввочнаш мношуъольника до перест-

чвт'я съ проведенного линіею. Образованный, такимъ образом'ь, {ш

этой линіи, отр'Ьзоыъ представитъ собою искомый моментъ равно-

д'Ьйствующей.
Когда. веревочный многоугольникъ замкнутъ, то крайнія стороны

его совпадаютъ, сл'Ьдоват., въ этомъ случай, моментъ разведёзйству-

ющей равенъ нулю. Этимъ устанавливается аналогичность роли ве-

ревочнаго многоугольника… данныхъ силъ и суммы ихъ моментовъ.

Если _разстояніе отъ полюса, до равнодізйствующей въ много-

угольник}; силъ равно п—единицамъ длины, то отрёзокъ, образо-

ваНный крайними сторонами веревочнаго многоугольника на линіи

Кугсъ оптики.
З
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параллельной равнодтЪйствующей и проходяшеичерезъ центрь шо-
ментовъ, иредставитъ собою п-ую часть искомаго моменга

рівне-дёйствующей. Т. е. моментъ будетъ равенъ п разъ взятии? 01р аку;Точно также, если разстояніе полюса до равнодъисшующеи
1 ‚ `' Ы ГО МОЫЭНЧЪВЪ МНОГОУГОЛЬНИК’Ё СИЛЪ равно Ц ЧЗ…СГИ единицы ДЛИН ‚

раВНОД'ЁЙСТВУЮЩЕЙ равенъ п—ой части полученнаго о'грЪЗка; %Замйзтимъпри этомъ, что моментъ силы, относительно какои ниоудь
точки, не измёняется, если точку приложены силы перенести по ли-
ніи ея дёйствія.

.48. Если стороны веревочнаго многоугольника, соотвЪтствующш
каждой сил’В, продолжимъ до перес'Ьченія съ линіей ху, то полу-чимъ на ней отрёзки, представляющіесобою моменты соотвётствую-

сэ ‘ / 'щихъ силъ, относительно тои же точки 0. '1акимъ соразоиьэ
разсматриваніе чертежа 60 приводи'гъ насъ къ таиъ называеиои
теоремъ моментовъ:

Теорема. Сумма моментова сила, относительно какой уюдноточки, расположеннышъ, какъ угодно, въ плоскости, равна моменту
рсовнодтйствующей эпшшд сили.

Очевидно, что всё обстоятельства останутесли силы будутъ параллельныя,
относится также и въ сил

сн совершенно тъми же,
& ПОТОМУ высказанная теорема

амъ параллеЛЬНЫМЪ, лежащимъ въ плоскости,какъ это видно на чертежахъ 62 и 63.Мы видили, что если силы им’Ьют
ментъ этой равнод'Ьйст
ныхъ силъ; т
момент

ъ равнод'ЬйствующуЮ‚ '1‘0 МО“
вующей будетъ равенъ сумм'ь моментовъ даН-очно также, когда силы приводятся къ пари, то суммаовъ двухъ силъ, составляющихъ пару,. также равна суммсЁ мо-ментовъ данныхъ силъ.

остается постоянной, было положенів точто отно-сителъно которой берутся момент 7ы.
ДЪиствителънс, пусть дана пара (чер. 64), составленная изъдвухъ силъ Р и Р; моментъ Р ОТНОСИтельно точки С равен'ьРХСО‚моментъ Р относительно этой же точьи равенъ РХСрд и таиъ КЩ‘СЪ7

сила—Р и сила Р стремятся повернуть плечи ср и ср, въ направ-леніяхъ противоположныхъ, то сумма ихъ моментовъ выразитсяразностью:
РХСР —Р><°Р'=Р><рр'‚

‹
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Т. е. сумма, моментовъ обЪихъ силъ пары равна, ОДНОЙ изъ

нихъ, умноженной на. разстоявіе между ними.
Если точка 01 находится межлу линіями дЪйствія силъ пары,

то дв'Ь силы будутъ стремиться повернуть плечи С1р и Оір’ иъ

одномъ и томъ же наиравленіи, такъ что моменты будутъ съ ОД-

ними и т'Ьми же знаками; и такъ, сумма этихъ моментовъ будетъ:

РХ01Р+РХС1Рэ
что всегда равно РХРРЭ

Т. е. тому-же выраженію, что и раньше.
И такъ, сумма, моментовъ двухъ силъ пары относительно на—

кой угодно точки ея плоскости есть величина постоянная и рав-
ная прризведенію одной изъ силъ пары на ея плечо и не зависитъ

отъ положенія центра моментовъ. Это произведеніе называется

моментомъ пары. Моментъ пары служитъ м'Ьрою пары, & потому

дві; пары, у которыхъ силы и плечи различныя, но моменты Оди-

ваковые, называются парами равиозначущими или эквивалентными.

Для такпх'ь паръ, сліздовательнщ будетъ им'Ёть М'Ъсто сл'Ьдующее

равенство
Р><р_—:Р1 )(р1 т. е.

величием сила двушд равнозничущиж нард обратно пропорцио—

нальны шви плечами.
49. ИЗЪ предшествующихъ опред'Ъленій сліздуетъ, что момента

силы, относительно точки, решена нулю, когда точка нжедитсл
на направлении самой силы, потому что тогда разстоявіе отъ точки

до силы равно нулю.
50. Моментамъ силъ ирисваиваютъ знаки + и_с0г.пасно сліз-

дующимъ условілмъ. Коша на, матеріальную точку д'Ьйствуетъ сила,

то точка, приложенія этой силы побунщается къ движенію по на—

правленію силы. Это фиктивное перемізщеніе можетъ быть разсма-

триваемо, какъ результатъ н'Ькотораго вращенія вокругъ точки,

взятой на, плоскости зе центръ моментовъ. Момеиту даютъ знакъ

+, если вращеніе направляется сл'Ьва, направо и знакъ, —— если

оно направляется справа налёво. Такъ, если точка О будетъ

центръ моментовъ силъ Р Р,… приложенныхъ къ разнымъ точкам'ь

А, ‘А, (чер. 65) плоскости чертежа„ то моментъ силы Р относи-
‚. 3$
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тельно точки 0 будетъ раве въ + Р )( ОА; моментъ силы Р1 бу-детъ ра‚ве1г_гь——Р1 >< ОА1
Моментъ считаютъ положиельпымъ, если сила стремится по-

вернуть плечо момента въ такомъ направленіи, что наблюдатель,стонщій въ точктЪ, относительно которой берутся моменты, видитъплечо поворачивающимся слЪва направо, или въ направленіи ча-совыхъ стріэлокъ.
51. Абсолютная величина момента, силы можетъ быть представ-лена, площадью. —

Пусть А точка приложенія силы АР
правленію и О-— центръ моментовъ
черезъ точку О и через'ь силу
дивуллръ ОВна АР. Абсолютн
сительно точки 0 будетъ проиА и Р; площадь треугольникаего основавія АР на, высо

, данной по величинъ и на,-

(черт. 66). Проведемъ плоскость
АР. Опустимъ изъ точки 0 перпен-

ал величина, момента силы Р отно—
зведеніе АР >< ОВ. Соединимъ О съ
ОАР равна половинй произведенія

ту ОВ. Ол'Ьдовательнщ моментъ силы мо—

замъпенъ другимъ треугольникомъ, у котораго основаніе линія АО;соединяющая центръ момента съ то
проекція силы Р на перпендикуляръ къ линіи АО. Такъ что ПРО"изведеше АО )( Р'С представляетъ собою исилы Р относительно точки 0. При этопред'Ьлен
обратно—отъ Х' къ Х

чкою приложенія силы, а. высота

0 величинё моментъ
омъ знакъ момента вполнё

стремится ли сила Р повер-ОХ. Слъдовательнщ проек-
ОГда моментъ силы м'Ьняетъ

‘
‚ если чрезъ ли—

, И Чрезъ силу провести
плоскость, то, ОЧС‘ВИДНО, моментъ относительно Оси будетъ равенъ мо
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менту той же силы относительно точки, чрезъ которую проходитъ ось

(чер. 57).
Моментъ силы относительно оси равенъ двойной площади тре—

угольника, им'Бющаго основаніемъ проекцію силы на перпендикуляр-
ной плоскости къ оси, & вершиной основавіе оси. Слёдовательно,

можно сказать, что моментъ силы, относительно оси, равенъ, по

абсолютной величинё, двойной проекціи, на плоскость перпендику—

лярную къ оси треугольника, образованнаго соединеніемъ какой

нибудь точки оси съ концами прямой, представляющей силу.
Въ произведеніяхъ, некими выражаются моменты силъ‚ ОДИНЪ

изъ множителей представляетъ длину, & второй множитель силу;

единица силы и единица длины остаютсщ кроме того, совершенно

независимыми Одна отъ другой.
Моментъ силы относительно оси можетъ быть нулемъ въ двухъ

случаяхъ: во 1—хъ, когда сила пересъкаетъ ось‚ ибо тогда оеновавіе

оси принадлежитъ также направленію проекціи силы на, перпенди-

кулярную плоскость, сл'Ьдовательно моментъ проекціи силы7 отно—

сительно основанія перпендикуляра, равенъ нулю; и во 2-хъ, когда

силе параллельна оси, ибо тогда проекція силы на плоскость пер-

пендикулярную къ оси равна, нулю.
Такъ какъ дв'Ь линіи, пересёкающіяся или параллельныя, лежатъ

въ одной плоскости, то эти два случая можно выразить такъ: мо-

мента силы относительно оси равенъ нулю, когда направленіе

силы и ось нашодятся въ одной и той же плоскости.
Моментъ силы относительно оси нм'Ьетъ тотъ же знакъ,

какъ и моментъ проекціи силы на плоскость перпендикулярную къ

оси относительно основанія оси. Пусть дана… сила Р, приложенная къ

точкъ А. Спроектируемъ эту силу на три координатнын плоскости

ХОТ, 8102, 20Х, прох0днщія чрезъ три перпенцикулнрныя оси

ОХ, ОУ и 02 (чер. 68), то получимъ проекціи данной силы Р„
Р… РЗ. Изъ_точви О опустимъ перпендикулнры ор„ ор2 и ор3 на

эти три проекціи силы; тогда абсолютныя величины моментовъ силы

Р относительно осей будутъ сл'Ьдующіл:
относительно оси ОИ, Р1><Ор1
относительно оси ОХ, Р2><Ор‚
относительно оси ОУ, РЗХОр3___,/__.

*) Такимъ образомъ моменты выражаются пудо-дюймами, пудо-футами, килло-

граммо-метрами, киллограммо-еантиметрами.
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Будемъ приписывать знакъ + момент
и оси ОУ и звакъ минусъ—момент
тельно, моментъ силы Р относит

амъ относительно оси ОХ
у относительно оси 02, сліздова-

ельно трехъ осей будетъ:

относительно оси 02, будетъ—Р,Х0р1
относительно оси ОХ, ‹ +Р2ХОР2
относительно оси ОУ, « +Р3Х0Р3

53. Зная моментъ
ментъ той же силы
чрезъ данную точку.

Пусть АР (чер. 67) сила и
стоянная точка, взятая произво

СИЛЫ ОТНОСИТЕЛЬНО ТОЧКИ, легко найти МО-
ОТНОСИТОЛЬНО какой УГОДНО ОСИ, НрОХОДЯЩеИ

риложенная къ точкй А. Точка 0 по—
льно въ пространствъ. Черезъ эту точкупроведемъ ось 02, перпендикулярно къ плоскости, проходящейчерезъ силу Р и точку 0. Тогда моментъ силы Р, относитетеЛЬНОТОЧКИ 0, будетъ АРХОр. Точно также момептъ той же силы отно-сительно оси 02 равенъ двойной площади треугольника, ОАР.Постараемся найти момент'ь силы Р 008, проведенной какъ

.е.
представляющую въплощадь треугольника ОАР *). Ось 08 образуетъ802, равный

анному плоскостью ЫОАР'. Если возьмемъ проекцію длины ОВ на папрачимъ длину ОЬ, представляющую,площадь треугольника. Оас, тоси 08. И такъ

маштабй двойную
съ осью 02 угОЛЪ

№1 съ плоскостью
вленіе 08, то полу-въ томъ же маштабЬ двойнуюе. момент'ь силы Р относительно, достаточно провести черезъ точку О перпеНДИ'

О, и взять
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маштаб'Ь, проекціею длины ОВ, на направленіе 08., и такимъ обра-

зомъ получимъ:
Маз Р : Мог Р Х СОЗ @.

Причемъ МовР означаетъ моментъ силы Ротносительно оси 08„

& МогР означаетъ моментъ силы Р относительно оси 02.

Для опред'Ьленія направленін момента, можно провести ось ОВ

такимъ образомъ, чтобы наблюдатель., отонщій въ 0, видтзлъ бы, что

сила. Р стремится повернуть свою точку приложенія вокрутъ точки

0 въ направленіи положительныхъ вращеніі т. о по направлевію

движенін часовыхъ стр'Ьлокъ. Прямая ОВ будетъ им'Бть тогда не

только вполн'Ь опредёленную длину, но также опредтзленное направ—

леніе д'Ьйствія.
Очевидно, что ОЬ всеГДа. мен'Ье ч'Бмъ ОВ, поэтому можемъ вы-

сказать сл'Ьдующія положенія: моментъ силыэ относительно точки,

по абсолютной вышить, естъ величина наибольшая изъ встгд

моментовъ силы относительно какитъ угодно осей… проведеннышъ

чрезъ эту точку. Моменты силы Р относитемно какой угодно

оси, образующей съ осто 02 одинъ % тотъ же ушла, равны

между собою.

Моменты относительно какой угодно оси? проведенные черезъ

точку О перпендикулярно № 02, суть нули, потому что каждая

ось, проходящая черезъ точку О, перпендикулярно къ 0$, БаХОДИТСЯ

въ плоскости, въ коей расположена, сила, и олтъд. говоря вообще,

перес'Ькаетъ данную силу.
Такъ какъ моменты относительно оси выражаются моментами

относительно точки, взятой на. той же оси, то можно высказать

также такую теорему:
Моментъ равнодтіствующей относительно оси равенъ сумм”,

моментовъ составляющитъ относительно той же оси.

54. Теперь слЪдовало бы показать, какъ выражаются моменты

силы относительно трехъ прямоугольныхъ осей координатъ, но

предварительно докажемъ сл'Ьдующія теоремы:

Теорема. Если имжемъ .три силы, прошодящія черезъ одну

тдчку, но не Лежыщія въ одной плоскости„ то равнодтъйствующая

этитъ сила равно діщонали параллелшшпида, построенного на

этаж симжъ.
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ДЪйствительно, пусть даны три составляющія Х, У и 2, Прохо-

дящія чрезъ точку О. Чрезъ дв'Ь изъ нихъ Х и У можно провести
плоскость, и равнолдзйствующал ихъ будетъ діагональ параллело-
грамма‚ построеннаго на линілхъ Х и У. Полученная развед'вй-

ствующая ОВ проходитъ также черезъ течку О; проведя чрезъ
нее и силу % новую плоскость, найдемъ равнодч‘зйствующую силъ ОВ

и %, какъ діагональпараллелограмма, построеннаго на 2 и В‚ и

проходящую чрезъ точку О. Ясно, что эта новая равнодействую—
щая ОРь (чер. 69) представляетъ собою діагональ параллелипипида,
пост‘роеннаго на трехъ данныхъ силахъ.

Зам'Ьтимъ также, что равнодййствующан трехъ данныхъ силъ
можетъ уничтожаться лишь въ томъ случай, если давныя силы
порознь сами обращаются въ нули.

Действительно, если ни одна изъ нихъ не обращается въ нуль,
то, какъ доказано, діагональ параллелепипида, построеннаго на
нихъ, будетъ ихъ равнодзйствующею; если Одна изъ нихъ обра—
щается въ нуль, то дві; другихъ, наХОДясь в_ъ ОДНОЙ плоскости, И,

пересёкансь между собою, будутъ имЪть равнод'ЬйствующуЮ равную
д1агонали параллелограмма, построеннаго на этиш; двухъ силахъ;
если наконецъ дв'Ь изъ нихъ обращаются въ ‚нули, то третья бу-
детъ представлять собою равнодействующую трехъ данныхъ.

Очевидно, также имёетъ м'ізсто и теорема обратная доказанной.
Теорема. Всякая сила можетъ бытъ разложена на три со-

ставляющшсъ, прошодящишъ чрезъ точку лежащую на данной

(’“/бт;
при чемъ эти три составляющія представляютъ собою

ре ра нгькоторшо параллелипипида, дісшоналъ которого равнаданной сить.
55. Если слагающш составляют'ь между собою прямые углыт. е. если параллелипипидъ прямоугольный, то будемъ им'Ьть:

В12=Х2+У2И
2

32: В? + 22 откудаВ :
ХТ:— У2 + 22 и наконецъ:

В = №№ (1)
Если г ‘

У ЛН, Образованные равнодействующей В съ составляю-
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›щими Х, У и 2, назовемъ буквами он, В и 7, то, очевидно7 будемъ

им'Ьть:

Х :: 800801, У : Ръ008@„ % :: Ръсовт, откуда:  СОБСХ
"’ Х,“ Х

_”
В.
"’

`/Х3+УГ [:
У \ ‹ \

008$ _ чг— “ + „…> и
% %

Таким'ь образомъ иміземъ 4 уравненія (1) и (2), заключающихъ

въ себъ семь величинъ; зная изъ нихъ три, можно найти осталь-

ныя четыре, исключал того случая, коща, извЪстны три угла, ибо

\ .
. Х У %

въ такомъ разі; были бы лишь извъстны отношенш ];, ’В“ и "к

между слагающими и равнод'Ьігіствующей7 но не самын слагающія.

_56. Розыщемъ теперь величины моментовъ относительно трехъ

осей ОХ, ОУ и 02. Пусть сила, Р приложена къ точк'Ь М, данной

прямоугольными координатами Х, У, %. (Чер. 70).

Разложимъ силу Р въ точкё М на три составляющія МХ, МУ,

МИ. Изв'Ьстно (параграфъ 53), что моментъ силы относительно

какой нибудь оси равенъ алгебраической сумм'Ь моментовъ ея со—

ставляющихъ относительно той же оси. Сл'Ьд. чтобъ найдти моментъ

данной силы относительно оси, надо найдти моменты составляю-

щихъ относительно той же оси. Моментъ составляющей ?„ парал-

лельный оси 02, равенъ нулю. ДВ'Ь другихъ составляющихъ проек-

тируются въ свою настоящую величину на, плоскости ХОУ, пер-

пендикулярной къ 02. Разстонніе составляющей МУ до оси 0%,

или до точки 0, равно х, разстояніе составляющей МХ до той же

точки равно у, сл'Ьдовательно моменты силъ Х и У относительно

точки 0, или относительно оси 02, взятые съ соотвётствующими

знаками, равны Ух и Ху. Если х и у положительные, какъ пред-

полагаетъ чертежъ, то Х стремится повернуть свою точку прило—

женія вокругъ точки 0, въ томъ направленіи, которое привело

бы ось ОУ въ совпаденіе съ осью ОХ, т. е. въ направленіи от—
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рицательномъ; моментъ силы Х сліздовательно, равенъ—Ху; другой
моментъ положительный, и алгебраическая сумма моментовъ равна

Ух—Ху.
Сл'Ьд. такъ будетъ выражаться моментъ данной Силы Р относи—

тельно оси 02.
Точно также можно доказать, что моментъ силы Р‚ относи-

тельно оси 0Х‚ равенъ:
Иу—Ущ

и относительно оси ОУ равенъ:

И такъ им'Вемъ три формулы:
М,… Р : Иу—Уи : Ь,
Мс” Р :: Хи—ИХ : М,
ММ Р : УХ—Ху : Ы,

ГД'В буквами Ь М и П означены моменты сичлы Р относительно
трехъ координатныхъ осей.

Изъ этого Видимъ, что моментъ силы относительно оси выра-жается опред'Ьлителем'ь. Такъ что можемъ также написать:
Х ‚

_ МИР г—. 2у—Уи:|х’ 71И такъ три опредізлителя:

іх, у|
у, и и, хх, У У 2 И 2 Х

представляютъ собою моменты силы относительно трехъ координат—ныхъ осей 02, ОХ, ОУ.
57. Если перемЪстить оси на

перенести въ точку,
вами х', у', 71

раллельно имъ самимъ, & начало
кООРДИНЭКГЫ которой 5 7; С, то, называя бук-новые КООРДИНШ‘Щ точки приложенія силы Р, 110-

ЛУЧИМЪ:

Х = 5 + х',
_. 'у _

72 + У)
% = С + 2'.

И въ эт `

ОМЪ случа'ь моментъ силы относительно оси 02 выра“зится такъ:
АУ — и = 2 (п + „_ — ш + и') = (И — ш + (ит — “>.Опред'Ьлителъ Иу'

! ‚`Уи есть момент'ь силы Р относительно НО“
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вой оси @ Х'; &. опред'ізлитель 21;-—УС‚ есть моментъ силы Р

относительно прежней оси ОХ‚ перенесенной параллельно самой

себ'Ь въ 'новое начало 0. Чтобы перейти отъ моментовъ относи—

тельно системы прямоугольныхъ осей къ моментамъ относительно

осей параллельныхъ, достаточно вычесть изъ первыхъ моментовъ

моменты относительно с'гарыхъ осей., силъ перенесенныхъ парал—

лельно имъ'самимъ въ новое начало.
58. Найдемъ дал'Ье моментъ силы Р относительно прямой ОР

'(чер. 71) проходящей черезъ начало. Направленіе этой прямой

ОР опред'Ьляетсн углами од @, % составленными съ осями. Спроек-

тируемъ конецъ линіи ОП или точку В на три оси‚ найдемъ три

точки А, Е и 0. Тогда косинусы угловъ а, 9 И у выразится 'гякъ:

__…А_0‚ __„ОЕ ___99сова.. (… ‚ 0058, ОБ , еоет_ 01) .

Косинусы имёютъ знаки общіе съ 0А‚ ОЕ, ОС и связаны

между собою отношеніемъ:

соз2а+сов2В+соз?т:1.

Если два… изъ этихъ угловъ даны, то третій косинусъ получится

изъ этого поел'Ьдннго уравненія, съ соотв'Ьтствующимъ знакомъ.

Проведемъ плоскость чрезъ точку (), перпендекулярно къ оси

ОР. Искомый моментъ найдется, если спроектируемъ на эту плос—

кость площадь треугольника., имёющаго вершиной точку О, и осно-

ваніемъ силу Р, но, какъ зваемъ, для этого достаточно найти

проекцію на оси ОР, длины ОВ7 равной моменту силы Р отно-

сительно точки 0, взятой на перпендикуляр’е къ плоскости ОМР.

Моменты Ь, М и И силы Р относительно оси ничто иное, какъ

только проекціи на т'Ъ же оси длины ОВ; и такъ можно раземат-

ривать ОВ, какъ раВНОД'Ьйствующую трехъ составляющихъ Д М

и П, соотв'Ьтственно отложенныхъ на оеяхъ, начиная отъ точки 0.

Поэтому, называл моментъ силы Р относительно оси ОР буквою

(Зг, можно написать:

Для того же момента можно написать и другое выражевіе. Д'Ьй-

ствительно: проекція равноцізйствующей ОВ на направленіе 01)

есть алгебраическая сумма проекцій составляющихъ на какое либо

направленіе. Возьмемъ на оси ОХ длину (Пг.:Ь и спроектируемъ длину
.



. :\ і НЬ въ Ь! по 01), то получим'ь ОЬ'=Ьсоеа‚ лочно также
П%ЁеЁЁЁ ;’ тъ равна 0 ,

" " ельно оси ОУ, оудеОВ момеша М‚ ошосит
Г 008 .проекція на 02 момента Ы, относительно оси ОА, будетъ Н Т

Ол'Ьд. окончательно найдемъ:
(}:Ь сов а—і—М сов В+Ы сов Т-

Аналитическій способъ нахожденш
равнЁЁ'ЁЁ-ствующей и моментовъ системы силъ, р

ана.-ложенныхъ какъ угоцно въ пдоскости, и
илълитическія условія равновёвош системы с ‚

расположенных'ъ въ плоскости.
59. Мы видЪли, что равводёйствующзя системы силт, располо-женныхъ какъ угодно въ плоскос'ш7 равна по величнн'в и направ-ленію д'Ьйствін замыкающей многоугольника силъ. Но изъ анали—

тической геометріи извЪстно, что сумма проенцій сторонъ какого
либо незамкнутаго многоугольника, на, какую угодно ось, равнапроенціи земынающей стороны многоугольника на ту же ось. По-
этому мы можемъ сказать:

Теорема. Проекта равнодтіств
ложвнныж въ плоскости, на как
екцій данныж сила на ту же

На основаніи этой теоремы,
также какъ и на основаніи мног
величину и знанъ

Дівйствительно,
проекціи на двухъ

ующеа системы сила, распо-
3/Ю угодно осъ, равна сумма про-
осъ.

…называемой теоремою проекцш,
оугольника силъ, можно по лучить

р&ВНОДЁЙствующей системы силъ.
если дана система силъ‚ то можно найти ИХ'Ь
пересЪкающихся ослхъ Ох, Оу. Суммы этихъ

оординатъ, можно построить саг
направленію и знаку. Достаточно ИЗЪконца А ея проекцій на осяхъ возставить перпендикуллры “Ъэтимъ осямъ. Линія, идущая отъ начала координатъ О къ точ-К'Ё пересЪченіл С ЭТИХ'Ь дВУХ'Ь перпендикУллровъ‚ представитъ ПОвеличин'Ь, направленію и зн_ аку искомую длину. Но нахождешеПРОЕЖЦШ ВС'Ьхъ данныхъ 0“№ Нд двухъ осяхъ‚' сложеніе э’тихъ
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проекцій на каЖДой изъ осей, проведеніе перпендикулнровъ несрав-

‘ненно менёе удобно построепія многоугольника, силъ.

Поэтому теорему проекцій для графическаго нахожденія равно-

д'Ьйствующей никогда и не употребляютъ.
Но теорема проекцій даетъ съ большимъ удобствомъ величину

равноуізйствующей, направленіе и положеніе ея относительно дан-

ныхъ силъ, Когда желаютъ ее найти не графически, & аналитиче-

ски. Д'Ъйствительнщ если даны силы

Р1 Р2 Р3 . . . Р

отнесеннын къ прямоугольнымъ осямъ координатъ, составляющія

съ осью Ох углы

»

и 012,0! ....а1, 35 „\

если В величина равноцёйствующей этихъ силъ и 6 уголъ, обра—

зуемый ею съ Ох, то, на основаніи теоремы проекціщ можеш, на '

писать:

( 1)
%В

(3056 :: Р1 сово:1 + Р2 созос2 + . . . Рп соэа „,

В зіпб :: Р1 віпщ + Р2 зіпос2 + . . . Р„ воза ‚п

Разд'Ьлял эти уравненія почленно, исключимъ И и получимъ

уравненіе:
Різіпагъ-Ргзіпщ—Ъ— . . +?„Ёі‘п_'{„_‚_,—___—

13 6 : …- … _
_

(2) % Р‚соза,+Р2сова2+ . . +Р„‹50$а„

доставляющее величину угла 0, опредёляющаго положеніе равно-

дізйствующей относительно осей, & слъдовательно и относительно

данныхъ силъ.
Если уравненія (1) возвысить въ квадратъ и зат’Бмъ сложиты

принимая во вниманіе отношеніе

зіп26+соз26=1‚ то

получим'ь уравненіе:

№::{Р1 сово:1 + Р2 (3050:2 + . . . . + Р” 00501” %?
+

21% зіпос1 + Р2 зіпо'с2 + . . . . + Рпзіпосп %*
(3\

опред'Ьлнющее величину и зпакъ равноцёйствующей В.

Точно также, если

Р1Р2Рз—--Р„
разстоянія отъ линій д'Ьйствія данныхъ силъ до н'Ькоторой точки
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О, лежащей въ плоскости данныхъ силъ, В равнод'ізиствующая и
г разстояніе до 'нел отъ точки 0, то теорема момешовъ даеть.

Вг1=Р1р1+Р2р2+ . . . +Р„р„:2Рр . . . . (4)
„'Ьвая часть этого уравненіл будетъ извізстна,

величлна
Н.

из'вЪсллаизъ уравненін 3, а потому изъ написаннаго
уравнЁнш

опредёлёльяразстояніе 1' отъ линіи дёйствія равнод’вйствующеи до точки.
, и

этого достаточно для того, чтобы линія дёйствіл, направлеше ко-
торой извЪстно изъ теоремы проекцій, была бы вполн'із опред'Ьлена.

60. Изъ уравненій (1, 2, 3, 4) суммы проеыцій и суммы момен-
товъ вытекают'ь такія сліадствін:

&) Если суммы проекцій данныхъ силъ на двухъ пересЪкаю-щихся ослхъ не обращаются въ нули, тогда эти уравненш достав;ляютъ опред'Ьленную величину и направленін равнодч‘эйствующеиН- ЕСЛИ Р… будетъ отлично отъ нуля, то уравневіе (З) доставитъдля г опред'ізленную величину. И, слёдовательно, въ этомъ СЛУЧЗЁданныл силы допускаютъ равнод'Ьйствующую.Ь)Если суммы проекцій данных'ь силъ, на двухъ пересылояшхспОСЯХЪэ обращаются ВЪ нули, то равноц'ізйствующая В также
будет?:равна нулю. И въ этомъ случай“., точка, приложенія раВНОД'ЁЙСТВУЮЩеИнахолится въ безконечноси, т. е. данная система силъ СВОДИ'ГСЯ “Ъпаръ. А такъ какъ моментъ пары независимъ отъ положеніл центрамоментовъ, то изъ этого слЪдуетъ, что когда сумма моментовъ дан-ныхъ силъ относительно н*Ькоторой точки 0 отлична ОТ'Ь НУ-‘Щ '…ова будетъ отлична отъ нуля и для кансдой другой точки плоскости.Если эта, сумма равна, нулю для одной точки 0, то она будетъ НУ"лемъ и для всякой другой точки, и тогда система приводится К'ЬиарЪ, моментъ которой или плечо которой равно нулю, '1‘. 0- №системъ двухъ силъ равныхъ и противоположныхъ, раВНОД’ЁЙСТВУЮ'щая КОТОРЫХЪ будетъ равна нулю. И такъ:

ама? расположенныж въ плоскости, импмаравнодіьиствующую необ имо % достаточно, чтобы суммы пмж
› %Одправки,

ткающжсн если не обращались въ нули;
М на двухь пере‹ ‚ "_)) чтооы система сила приводилась къ пастаточно,

угодно
ргь, необшодимо % до-
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моментовъ относителъно какой угодно точки плоскости были

отличны отъ нуля.
3) Чтобы система сила, расположенныша въ плоскости„ была въ

равновгьсіи, необждммо % достаточно, чтобы суммы проекти этаж

сила на каждую изъ двуж перетькающгшсм осел обращались въ

нули % чтобы суммы иж моментова относителъно какой угодно

точки „ловкости были также нулямн.
Аналитически эти условія выразится слідсвательно танъ:

Всовб : Р1совос1 + Рзсоваи + + Рисоьад:о
Взпб : Р15пш1 + Р‚_‚$і11о‹2 + нь Р‚5і1]ос„:0

! -—‘—'
) ' _—

Кт __ Р1131 + Р2р2 + + [„р„_0
Если два первыхъ условія выполнены для Двухъ накихъ нибудь

осей, то они будуть выполнены и для всякихъ другихъ осей; если

третье условіе выполняется для одной точки плоскостщ то оно бу-

детъ выполнено 14 для всякой другой точки. Это совершенно ана-

логично съ т'Ьмъ положеніемъ, что если одинъ изъ веревочныхъ много—

угольниковъ замкнутъ, то и вслкій другой также будетъ замкнуть.

Выведенвыя зд'ВсЬ условіл совершенно аналогичны съ условілми7

выведенными въ параграфахъ 42, 48 и 44.

Если точка, относительно которой берутся моменты7 находится на

равнодЪйствующеЁто моментъ этой разведъйствующей относительно

этой точки есть нуль. Точно также и сумма моментовъ данныхъ сил'ь

будетъ равна, нулю. И обратно, если сумма моментовъ системы силъ,

не нах0длщихсл въ равнов'Ьсіиэ равна нулю для какой нибудь точкщ

то система силъ допускаетъ равнод'Ёйствующую,и точка7 относительно

которой взяты моменты, лежитъна этой равнод'Ьйствующей. Д'Ёй-

ствительно, если бы система не допускала одной равнодгвйствующещ

& приведилась къ парт, то сумма моментовъ данныхъ силъ не могла

бы быть нулемъ ни для одной точки плоскости, цсмізщенной на

конечномъ разстолніи отъ данныхъ силъ.

Центръ параллельныхъ силъ.

61. Леммш—Если имтемъдвт параллельным силы 1’ и (г, при-

ложенныя къ жакимъ угодно точкамъ а и 67 то рсьвнодгьйствую-

щая этаж самъ раздю/шетъ линію 016 т щиты обратно сиропом
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ціональныя взлетишь данныазь сила. Равнодіьжтвующця прождала
мгжду точками @ и 6, если силы Р и С,) одного знака; она пере-
сгькаетъ линію а?) на ея продолженш % въ стареть большем силы,
если тт, противоположныж знаковд.

Эта лемма доказывается безъ затрудненія изъ разсматриванш
веревочнаго многоугольника.

Пусть Р=АВ и С}: ВВ (чер. 72 и 73). Если силы Р и @

дЪйствуютъ по одному направленію, то ВБ должно отложить на
процолжевіи АВ. Черезъ точку Впроведемъ ВО параллельно линіи,
аЬ, возьмемъ точку С за полюсъ и построимъ веревочный’ много-
угольникъ ааЬ.

РаВНОД'ЁЙСТВУЮЩЗЯ параллельна даннымъ силамъ и прОХОДИТЪ
чрезъ точку ос пересёченія крайнихъ сторонъ веревочнаго много-
УГОЛЪНИКЭЗ раВНОДЪЙСТВУЮЩаЯ Перссёчетъ линію аЬ напр. въ точкіз
(3. Эта точка нахщится межцу точками приіюжевія & и Ь, если
данных; силы одного и того же знака; ибо тогда, лучи СА и ВС
расположены съ одной и съ другой стороны луча СВ. Изъ этого
сл'Ьдуетъ‚ что стороны-аа и Ъок веревочнаго многоугольника пере-
сЪкаются межцу линілми д’Ьйствія Р и (2. Если сила @ ИМ’ЁЮТЪ
направленіе противоположное направленію силы Р и мевъе Р, ТО
она представится на многоугольник'Ь силъ посредствомъ линіи ВВ.;И точка ])1 упадетъ межлу В И А.СТогда, вм'Ьсто стороны Ъа вен
ревочнаго мюгоугольника, надо будетъ начертить Би“ которыя Пе“
рес'Ъчетъ аа въ точк'Ь ос| помЪщенной сл’вва отъ Р; & равнод’ЁИ—

ствУюЁащ
проходящая въ этомъ случай черезъ а!, пересйчетъ ли—Н1Ю ‘ .,&

“въ точкЪ с„ находящеися на, Продолженіи ад, въ сторопёбольшеи силы.
В ОМ'Ь 'р того, изъ пОдобныхъ треУГОЛЬНиковъ АВС и аса имёемт:

&_ АВ ‹Р
откуда: “"’ СВ СВ

Р Хао : СВ >< Са
мъ;

- Ч ›‹ Ь :
откуда:

6 Св Х °“

РХ8Ю=ЧХЪС

Точно также вийде
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ИЛИ

Р Ьс
» (1) ___.—

Ч ас

Тоже самое получимъ и для точки 0:1, ибо изъ подобныхъ тре—

угольников'ь ада и АВС им'Ьемъ:

Р )( ас, ::СВ >< сд,
() )( Ьс1 : СВ )( 01011,

откуда: Р __ Ш (2)
7Ё_р_ащ

Это свойство параллельныхъ силъ даетъ возможностьстроить графи—

чеСки равноц'вйствующуюдвух'ь параллельныхъ силъ, не приб'Ьгая къ

многоугольнику силъ и веревочному многоугольнику (чет. 74). Для

этого изъ точки приложены Ъ силы @ опишемъ дугу круга радіусаЬсі7

пропорціональнаго Р; & изъ точки приложенія силы Р опишемъ

' также дугу круга радіуса ад пропорціональнаго (32. Если силы Р

и (;3 одного и того же. знака, то проведемъ биссиктрису угла адЬ;

она, перес'Ьчетъ аЪ въ точы'Ь ‹: равнод'Ъйствующей. Если силы Р и

@, противоположныхъ знаковъ, то проведемъ линію (П педъ такимъ

углом'ь къ (іа, какой эта. посл'Ьднян составляетъ съ с1Ь; точка ие—

рес'Ьченія этой новой линіи съ линіей аа будетъ принадлежать рав—

нод'Ьйствующей.
Замізтимъ, что выведенныл выше отношенін (1) и (2) можно

получить также изъ теоремы моментовъ: дёйствительно, если р и (1

(чер. 72) суть разстолнія точекъ приложенія силъ Р и С) до точки

с равнодЪйствующей, то, взнвъ с за центръ моментовъ, на основа—

ніи теоремы момептовъ, напишемъ:  Рр—ачг-О,
или:

Р Ч __ Ьс

”@=—іі“ „
62. Положеніе точки приложенін с равнодЬйствующей двухъ

параллельныхъ силъ Р и С}, или точки приложенія сраВНОД'ЁЙСТВУЮ-

щей силъ Р и @, не зависитъ ни отъ общаге направлены этихъ силъ,

ни отъ ихъ абсолютныхъ величинъ, но только отъ иоложенія ихъ

точек'ь приложенія & и Ь и отъ отношенія ихъ величинъ: и такъ,‘
ВУРС'Ь СТАТИСТИКИ .
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точка. с, или точна 01 не измЪнятся, если увеличимъ или уменьшимъ
величины этих'ь двухъ силъ въ одно и тоже число разъ и если по-
вернемъ силы на, какой угодно уголъ вокругъ точекъ & и Ь,

яеизм'Ьняя лишь ихъ параллельности. И въ этомъ случай
р&ЁНОД’ЁИ-ствующая дянных'ь силъ повернется сама вокругъ постояннои точки,

положевіе которой незявисимо отъ угла поворота.63. Теорема. Если дана. система параллельныж сила, распо-ложенныж въ плоскости, шт пространствм, то, не измгъняя ве-
личины и параллелизма сила, можно модернутъ каждую изъ нигде;на, одинъ % тета же, ушла вокруг?; постоянной точки, произвольно
выбрат'шй на лит'и дюйствія одной изд сила. При этомъ равно—
дтйствующая даннышъ сила повернется вокруг?; постоянной точки;положеніе этой точки на зависите; отъ угла поворота, @ толъкоотъ положенія направленій % величина даннышъ силаТочка, обладающая такимъ 'с
параллелъныссъ самъ. “

Предположимъ, что теорема вёрна для системы і силъ, дока-жемъ, что-она будетъ в'Ьрна и для системы і-|— 1 силъ.Пусть @ раВНОД'Ьйствующая і первыхъ данныхъ силъ И В рав-
НОд'ЬЙСТВУЮЩаЯ @ и силы Р і + 1. Слёдователъно, В будетъ рав-нод'Ьйствующая всЪхъ данныхъ силъ. Повернемъ каждую изъ дан“ныхъ силъ на, Одинъ и тотъ же уголъ вокругъ постоянной ТОЧКИ, неизм'Ьняя лишь параллеллизма. По

войствомъ, называется центромб

_ силъ, &, ПОТОМУ Идля четырехъ и такъцал'Ье для какого угоцно числа СИЛЪ-Когда постоянныя точки, вокруг'ь которыхъ поворачтгкваютсЯразличныя силы, находятся на прямой линіи‚ то центр'ь параллель—Э"0й линіи.
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Чтобы доказать эту лемму, достаточно предположить, что всё

силы параллельныя повернуты до совмЪщенін съ плоскостью

точекъ приложенія, очевидно, и равнодёйствующая данныхъ силъ

будетъ такъ же находиться на этой плоскости. Тоже самое бу-

детъ съ центромъ данныхъ параллельныхъ силъ, тавъ какъ онъ на.-

`ходится на этой равнод'Ьйствующей.
И такъ, если извтзстенъ центръ параллельныхъ силъ, то линія

д'Ьйствія/ равнод'Ьйствующей давныхъ силъ извЪстна, потому что

она; прохоцитъ черезъ этотъ центръ и параллельна даннымъ силамъ.

Величина равнод'Ьйствующей равна сушит, данныхъ силъ, и ея знакъ

прямо получается изъ многоугольника силъ.

Если силы, перенесенныя въ одну плоскость, допускаютъ равно-

дЪйствующую, то и данныя силы тоже будутъ им'Ьть одну равно-

д'Ьйствующую. А для этого необхоцимщ чтобы многоугольникъ силъ,

приведенныхъ въ плоскость, не былъ замкнутъ.

Если многоугольникь данныхъ силъ замнаутъ, то эти силы при-

дутъ въ равновЪсіе или приведутся къ парта, смотря потому‚ замы-

кается или не замыкается ихъ веревочный многоугольникъ, послтз

того Какъ он'Ь будуть приведены въ плоскость.

Проекціи и моменты параллельныхъ силъ, лежа-
щихъ въ пространств'в.

65. Лемма: Проекти равнодгьйствующей системы параллелъ-

нышъ силъ на какую уеодно плоскость совпадаетъ съ равнодті-

ствующей проекціей этишъ сила на ту же тоскостъ.

Пусть Р,Р2…Рц система параллельныхъ силъ, расположенныхъ

какимъ угодно образомъ въ пространствтз.

Условимся представлять данньш силы длинами, отложенными въ

желаемыхъ направленінхъ на. соотвЪтСтвующихъ линілхъ д'Ьйствія

въ опред'Ьленномъ
маштабъ, соотвЪтственно ихъ напряженности.

Спроектируемъ эти длины на плоскость, и пусть
1 1 ‚

Р1 , Р2 РЗ :, в . . Р'

ихъ проекціи. Мы можемъ разсматривать эти проекціи, какъ новыя

силы. Пусть В равнодЪйствующая данныхъ силъ и &' равнод'Ьйствую_

щая ихъ проекцій. Требуется доказать, что В' есть также проекція В.
‘}

"‚
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Для этого, продолжимъ данныя силы до ихъ перееізченін съ

плоскостью проекцій и полежимъ, что он'Ь приложены въ точкахъ

перес'Ъченін съ этою плоскостью. Ихъ проекціи _составнтъ новую

систему параллельныхъ силъ, приложенныхъ къ.
т'Ьмъ же точкамъ.

Напряженность проекцій данныхъ силъ пропорцюнальнанапряжен-
ностяыъ давныхъ силъ; знаменатель отношешя первыхъ къ по-

слЪднимъ есть кесинусъ остраго угла, образуемаго направлевіемъ
послізднихъ силъ съчплоскостью проекцій; и такъ, данныя силы

можно привести въ совпаденіе съ ихъ проекціями, повара…чивая пер-
выл силы на Одинъ и тотъ же уголъ вокругъ ихъ точекъ приложеніщ
умножая длину каждой изъ нихъ на сов угла поворота. Равнод'Ьйствую-
щая данныхъ силъ повернетсяне плоскостипроекцій на, тотъ же уголь
и ея величина уменьшится или увеличится въ тоже число разъ, т. е.

будетъумножене на сов ср*)‚ или, другими _слОвами, она совпадетъ съ
своей проекціей. И такъ, эта проекція есть равподЪйствующан прО
екцш данныхъ ‹:илъ.

66. Мопентъ силы относительно плоскости. Моментомъ силы
относительно плоскости называютъ произведеніе этой силы на раз-
стояніе ея точки приложеніп до плоскости.

Изъ опред’вленія моменте силы относительно плоскости, ясно‚
что онъ равенъ моменту той же силы относительно оси, проведенной
на той же плоскости перпендикулярно къ направленію данной силы.
ПОЭТОМУ моменты двухъ параллельныхъ силъ относительно плоскости
ИМЪ параллельной бУдУТЪ ОДНОГО, или разныхъ зыаковъ7 смотря 110-

ТОМУъ бУдУТЪ ЛИ одного или разныхъ знаковъ моменты этихъ силъ
относительно оси? проведенной въ данной плоскости перпендикулярно
общему направленію силъ.

Обыкеовенно за положительное направленіе силы считается идущее
О'Ёъ

№30“
РУЁШ

къ правой, & за отрицательное обратное направле-ше Разстояше считается положительнымъ идущее отъ плоскости
ВВЗРХЪ дО дгъннои силы, & егрпгщательнымъ7 Идущее отъ плоскости
внизъ до данной силы.

0. ‘Издавал. знакъ момента будетъ зависізть отъ знаковъ обоихъ
МН ” „_ '

ОЁЁЩЩ
силы Р и разстоянш р отъ силы до плоскости.

ментъ силы относительно плоскости обращается въ нули когда 
*) Если 9 уголъ поворота.
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обращаетсн въ нуль либо сила, либо разстояніе. Поэтому можно

сказать, что моментъ силы относительно плоскости, проходящей чрезъ

данную силу, равенъ нулю. ‚

8амЪтимъ, кром'Ь того, что мошентъ силы относительно плос-

кости им'Ьетъ совершенно другое значеніе, нежели моментъ силы

относительно точки. Этотъ послдвдній/ зависитъ отъ положенін линіи

д'Ьйствія силы и не зависитъ нисколько отъ положенія ея точки при-

ложенія. Напротив, момевтъ относительно плоскости зависить

только отъ положенія точки 11рил1ож<шін7 & не зависитъ отъ папра,—

влевія линіи д'Ьйствія силы.

Пусть дана система параллельныхъ силъ, повернемъ ихъ на одинъ

и тотъ ше уголъ вокругъ ихъ точекъ приложенін такъ, чтобы сдЪ-

лать ихъ пароллельными данной плоскости Ы, относительно _которой

берутся моменты; зат'Ьмъ спроектируемъ ихъ на плоскость Ы1 пер-

пендикулярную къ Ы. Навонецъ возьмемъ моменты проекцій да…н-

ныхъ силъ и ихъ равиодёйствующей, относительно какой угодно

точки 0, лежащей на перес'Ьченіи плоскостей Н и Н,. Моментъ

каждой изъ данныхъ силъ относительно плоскости Ы, очевидно, по

абсолютной величии}, равенъ моменту ел проекціи относительно

точки 0, такъ какъ силы проектируются въ настоящую величину

и ихъ разстоннін до плоскости Ы равны разстояніямъ ихъ про-

екцій до точки О:, возьмемъ знаки моментовъ нашихъ силъ отно-

сительно плоскости Ы, такъ чтобы эти знаки были тЪже самые…, какъ

и знаки моментовъ ихъ проекцій относительно точки 0, такъ что

эти два момента для каждой силы будутъ равны по величив'Ь и

знаку. Момевтъ относительно точки 0 равводЪйствующей проек-

цій донныхъ силъ равенъ сушат; моментовъ этих'ь силъ. Это, по—

СЛ'Ёдняя сумма, по освованіи предъидущаго, равна сушит» момев»

товъ данныхъ силъ относительно плоскости Ы; даЛ'Ъе равнод'Ъй

ствующан проекцій данныхъ силъ, ио лемм'Ь предъидущаго цара-

графа, есть проекція равнод'ізйствующей
силъ, расположенных}, въ

Пространства сл'Ьд. ея моментъ относительно точки 0 равенъ мо-

менту относительно плоскости Ы раВНОДЪйствующей данныхъ силъ.

И такъ, моменты давныхъ силъ и моментъ ихъ равнодЪй-

ствующей относительно плоскости Ы равны моментамъ относительно

точки 0, лежащей въ той же плоскости; поэтому можно высказать

такуЮ теорему:
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Теорема: Моментъ равнодгьйствующейсистемы параллелънышъ

сила относителъно какой угодно плоскости равенъ суммгь мо—

ментовъ этажа сим относительно этой плоскости.
67. Координаты центра параллельныхъ силъ. Пусть дана Р„

Р‚‚Р3‚ Р” система, параллельныхъсилъ.
Возьмемъ три прямоугольныхъ плоскости координатъ,——пусть

Хи Х” Хз! ' ' ' ' Хп’

Ун Уз: Уз, ' ' ’ ' Уп’

%„ 22, 23, . . . . и…

координаты точекъ приложенія данныхъ силъ, и пусть Е, тс коор-
динаты центра параллельНЫхъ силъ. Если В есть раВНОД'Ьйствующая
данныхъ силъ, то теорема моментовъ, посл'Ьдовательно приложен-
ная къ тремъ плоскостямъ, дастъ уравненія:

ВЕ : Р1х1 + Р‚х2 + Рзхз + . . . + РПУП : ЕРіУі
ВП : Р1У1 + РиУя + РзУз + ' ' ' + Рпхц : 2"Ріхі ‘(1

ВС = Р121 + Ряи2 + Рзиз + . . . + Рид1 :: ЕРіиі.

Зд'Ьсь буквами 2 обозначены алгебрическія суммы, ОбраЗУЮЩіЯ
вторыя части этих`ъ уравневій. Эти суммы извізстны; В также ИЗ-

вёстно, потому что

В=Р1+Р2+....+Р„=2Рі (2)

ГД'Ё 2 есть алгебрическая сумма данныхъ силъ. Итакъ, уравненіе (1)
даетъ координаты 5, 11, С, центра’11араллельныхъ силъ, т. е. поло-
жеше центра параллельныхъ силъ въ пространствъ. И эти коорди'
ваты выразится сл'Ьд. такими формулами:

Е __ ЕРіХі __ ЁРіхі_ В '—
ЕРі

_,] : ЕРіХі __ ЕРіУі
В. +

ЁРі

С : ЁРіиі ' _ ЕР…
В _

ВРі

Условш равновтВсія параллельныхъ силъ.
67. Если силы расположены въ

кости ХОУ, тогда,
21 = 0,2, : О ’ніе (1) въ этомъ случай даетъ С

Одной плоскости, напр. въ плос-
‚ %„ = 0. Посл'Ьднее уравне—

`= 0, Т. е. центръ параллельныхъ
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силъ также расположенъ въ плоскости ХОУ, и его положеніе опредё—

ляется разстояніями Е и 1; до двухъ прямыхъ Оу и ОХ. Точно

также, точки приложенія данныхъ силъ опредёлятсн координатами

относительно осей Х—овъ и Удовъ. .

Произведеніе Ріхі‚ или моментъ силы Рі относительно плоскости

20$ въ этомъ случай, можно назвать моментомъ силы Рі относи-

тельно прямой ОУ пересъченія плоскости ИОУ съ плоскостью, со-

держащей всі} силы. Также нроизведеніе Ріуі, или моментъ силы Рі

относительно плоскости 20Х, можно назвать моментомъ этой силы,

относительно прямой ОХ. И такъ, можно высказать сліздующую

теорему:
68. Моментъравнодгъйствующей

системы параллельныж сила,

расположенныасъ въ плоскости, относительно прямой, лежащей

въ той же плоскости, раввнъ суммгъ моментовъ этаж сила отно-

сителъно этой прямой.
Очевидно, это частный случай теоремы моментовъ для намихъ

угодно силъ. Теорема моментовъ позволяетъ онредЪлнть аналити-

чески положеніе центра нара…плельныхъ
силъ, точно также, какъ

веревочный многоугольникъ позволяетъ опред'Ьлить центръ парал—

лельныхъ силъ графически.

_
Теорема проещій, при аналитическихъ вычисленіяхъ, играетъ

ту же роль, какъ многоугольннкъ
омлъ, при графическихъ построе—

ншхъ.
_

69. Всл'Ьдствіе всего выше нзложеннаго7 мы можемъ высказать

сл'Ьдующую теорему:

"

Теорема: Система параллелънътъ
сим, расположенныж

какъ

угодно въ пространсттъ, будетъ въ равновгъсіщ если во 1-азъ суммы

ея проекта на двушъ пересткающижя плоскостяж‚ параллель-

нытъданнымъ силамъ, нули; 60 2—ти если суммы моментовъ дот-

нытъ сила относительно этаж щоскостей тоже нули. Эта же

теорема можетъ быть выражена иначе.

Теорема. Для равновгьсъ'я сила параллельномсъ, расположенныт

въ пространства, необтодимо во 1-ж‚чтобы многоуголъникъ этаж

сила, перенесеннышъно какую либо плоскости„ былъ замкнутъ‚ % во

2-тъ‚ чтобы одинъ изъ веревочнытъ многоугольниковъ этотъ сима,

перенесеннышъ въ плоскостъ, была также замннутъд
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Тяжесть и центръ тяжести т'Вла.
69. Всі; Мала, наколящінся на поверхности вешнего шара, при-

тягиваются къ землі; опред'Ьленною силою. Сила эта производитъ
девленіе нэ. опоры, есі’и т'Ьло нах0дитсл въ равновЪсіи, или она
заставляетъ т'Ьло падать, если тізло совершенно свободно. Сила эта
называется тяжестью.

`

Легкін т’Вла держатся въ вбздух'Ь, не падал на поверхность
земли. Это потому, что атмосфера оказываетъ давленіе снизу вверхъ
на всё падеющія Мгла. Въ безвоздушном же пространствъ легкое
т'Ьло падаетъ съ такою же скоростью7 какъ и тяжелое. Въ воздухе
силе тяжести уменьшается отъ давленія атмосферы, и тЪло дви-
жется вслёдствіе разности, положительной или отрицательной, этихъ
двухъ противоположныхъ силъ.

Законы тлжести‚—законы сложные, и они могутъ быть вполнъ
изучены только въ динамиков. Тяжесть изм'Ьнлетсн для ОДНОГО И

того же т'Ьла въ зависимости отъ широты міста и отъ высоты надъ
уровнемъ моря; если бросить Мало съ большой высоты, то тдвло бу-
детъ падать по вертикальной линіи, представляющей направленіе
силы тяжести, только въ первыя минуты своего паденія: вращеніе
земнаго шара. около оси заставитъ т'Ьло уклониться отъ направленін
вертикальнаго.

Предположимъ, что им'Ьемъ Т'Ьло небольшихъ размёровъ, нахо-
дящееся въ покой, помйщенное на небольшой высотъ надъ уров-
нем? моря. Тяжесть производитъ на части этого твердаго Мала д'ЁЙ-
ствш по вертикальным направленіямъ‚ при чемъ ош“; пераллельны
между собою. Всё эти параллельныя силы одного направленія м0-
ГУТЪ сложиться ВЪ ОДНУ СИЛУ равную ихъ равноцёйствующей. Эта

& °
.

_Р внод'ЬиствУЮЩал называется вгъсомъ №№) точка, приложены ен
ил
ЗЫ:;

Центръ параллельных'ь силъ, въ этомъ частномъ случае, на-
ет

гаетъ‚сЁт‹?6:31:53? :;яжести
тъла. Хотя сложеніе силъ предпола-

твердом 'Мы ‚в
р Ожевш СИЛЪ

принадлежатъ одному и тому же

Принадлежащёіъттёеь Ё; мінъе
Система Матеріальвыхъ точекъ7 не

цеНТР'Ь тяжести Систзіы У.т
лу, Также ИМЪетЪ центръ тяжести; это

не изменяя
’ ЬОТОРУЮ можно считать мысленно твердою,

ея формы. ЕСЛИ система матеріальныхъ точенъ пере-М’Ёщаетсл и
НЩЪ фо м

перемфняетъ форму, то казкдой изъ ед посл'Ьдователь-р Ъ
соответствуетъ ЧдСТНЫЙ Центръ тяжести.
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Полный в'Ьсъ тс‘ёла, твердаго или нетвердаго, есть сумма візсовъ

различныхъ его частей.

Т'Ьло называется 0дн0роднымъ, когда всё его молекюли им'Ьетъ

одинъ и тотъ же В'ЁСЪ, въ какомъ бы мЪст'Ё не нахщилось это тело.

Въ етомъ случай в'Ьсъ пропорціоналенъ объему. Можно получать пол-

ный в'Ьсъ однороднаго Мала, объемъ котораго данъ, помножея этотъ

объемъ на число, зависящее отъ свойства Мала, число это незы—

вается единицею візса объеме. Если въсъ однородного тёла назо—

вемъ буквою Р, объемъ его \7 и мЪру единицы веса р, то медкду

этими тремя количествамибудетъ существовать отношеніе: Р:\7><р.

Количество Р относится къ единице В'Ьса; количество \7 къ единице

объема; неконщъ, количество р выражеетъ %% единицы объема

въ единицахъ В’Вса. Следовательно, написанное уравненіе однородно.

Единица В'Ьса остается произвольвою. Принято брать за, единицу

вЪса единицу объема, диетилированной воды. Следовательно, для

Воды объемъ и візеъ выражаютсд одинаковымъ числомъ. Если за

единицу объема берутъ кубическій сантиметръ, то единицу В'Ьса

называютъ граммомъ, это візсъ кубическаго сантиметра воды. Если

взять кубичесвій дециметръ, то соотвізтственная единица візса бу-

детъ килограммъ, равный 1000 граммамъ или В'Ьсу тысячи куби-

ческихъ сантиметровъ воды.

843% единицы объема, однороднаго
тёща, или отношеніе в'Ьса тёла

къ его объему называется однородною плотностью теле,. Мы будем'ь

разсматривать тяжелыл поверхности и линіи, допуская, что тяжесть

ихъ пропорціональне даннымъ 0днор0днымъ длинамъ.

71. Положеніе центра тяжести остается постояннымъ, если по-

вернуть на… единъ и тотъ же уголъ всё вертикальныя силы тяжести

различныхъ частей, составляющихъ т'Ьло; въ д'Ьйствительноети на-

правленіе силъ тяжести нельзя измгвннты но можно наклонять само

Т'Ьле на нЪкоторый уголъ относитеЛЬно вертикальной линіи. И такъ,

свойство центра, тяжести тела. можетъ быть выражено такъ: внутри

каЖдаго т'Ьла существуетъ воображаемая точке, называемея центромъ

тяжести, обладающая т'Ьмъ свойствомъ, что черезъ нее постоянно

Проходитъ равнодёйствующая тяжестей всЪхъ частей тч'зла, какое

бы не было положеніе Т'Ёла въ пространстве

72. Общій методъ графическаго опред’вленія центровъ 'тя-
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жести. Центръ тяжести ничто иное, какъ центръ параллельныхъ
силъ, поэтому всё правила относительно центра параллельныхъ силъ

прикладываются къ центрамъ тяжести тёлъ. При этомъ приходится
иногда имёть дівло не съ опред'Ьленнымъ числомъ оилъ, многоуголь—
никъ которыхъ и веревочный многоугольникъ легко построить, но
съ неопредтЪленнымъ числомъ силъ, замйвяющихъ собою В'Ьсъ тёща.
Вообще, при графическомъ опред'Ьленіи центровъ тяжести зам'Ьняютъ
д'Ьйствія тяжести отдЪльныхъ частей ’т'Ьла опред'ізленнымъ числомъ
параллельныхъ силъ и зат'Ьмъ опред'Ьляютъ Центръ этихъ послізд-
нихъ силъ.

Этотъ методъ можно прилагать всякій разъ, когда фигура можетъ
быть разложена на опред'Ьленное число другихъ фигуръ, болъе
простыхъ, центры тяжести которыхъ уже изв'Ьстны. Тогда доста-
точно положить, что къ центрамъ тяжести этихъ простыхъ фигуръ
приложены параллельныл силы; пропорціоналънын В'Ьсу этихъ фи—
гуръ, и отыскать центръ этихъ параллельныхъ оилъ. Такъ напр. если
умЪемъ отыскать центръ тяжести треугольиика, то легко отыскать
центръ тяжести какого угодно многоугольника.

Предположимъ, что данъ объемъ А, равный суММ'Ь нЪсКолькихъ
объемовъ. Если къ центрамъ тяжести фигуръ, объёмы которЫХЪ
равно слагаемымъ объемамъ, приложить параллельнын СИЛЫ? ПРО“

_ порцюнальныя этимъ объёмамъ, одного и того же знака, но папра“
вленіл какого угодно, то центръ этихъ параллельныхъ силъ будетъ
центромъ тяжести всего объема.

Если объомъ равенъ разности двухъ объемовъ‚ то‚ чтобы Найти
центръ тяжести этого объема, должны будемъ къ центрамъ тяжести
тшъ, объемы которыхъравны объемамъуменьшаемагои вычитаемагоэ
приложитьоилы, имъ пропорціональныл, параллельнын, какого угодНОнаправлены, но противоположныхъ знаковъ. И, слёдовательно,
центръ тяжести объема„ равного разности двухъ объемовъ, бУдеТ'Ь
находиться въ точкъ приложенін равнодіъйотвующей двухъ парал-лельныхъ силъ различныхъ знаковъ, пропорціональныхъэтимъ Объ'
емамъ и приложенныхъ къ центрамъ тяжести тЪлъ‚ уменьшаеМаГОи вычитаемаго.

Вообще, если объемъ А выражается такою формулою:

А=А1+А‚—Аз—А4:*:. . . .:Ап.
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т. е. если онъ составленъ изъ объемовъ различныхъ знаковъ, то для

нахожденія центра тяжести объема А, нужно въ центрамъ тяжести

объемовъ А… А2, А3‚... приложить силы пропорціональнын этимъ

объемамъ, параллельныя и соотвгвтствующихъ знавовъ. Центръ этихъ

параллельныхъ силъ будетъ искомымъ центромъ тяжести.

Укажемъ способы нахожденін центровъ тяжести самыхъ простыхъ

фигуръ, къ которымъ потомъ будемъ приводить, точно или прибли-

женно, вс'Ь друг'ін фигуры. Мы будемъ разсматривать только однород-

ныя фигуры.
Лемма. Когда тъкоторая фигура ()т/дится плоскдстъю на

дет части вшить симметричныя, то центра тяжести фигуры

нашодится за этой плоскости.
Дёйствительно, н'Ьтъ причины предполагать, что центръ тяжести

расположится скоріэй на одной стороні; этой плоскости, нежели на

другой.
-

'

Если фигура содержитъ въ себт дет плоскости симметт'щ

то центра тяжести фигуры нашодится на мт перетьчет'я

плоскостей симметрии. Если физура, содержитъ што плоскости

симметрии, то центра тяжести нашодитсн въ точит; перестчет'я

этаж трет; тюскостей.
Такъ напр. цевтръ тяжести прнмоугольпаго параллелепипида сов-

падетъ съ центромъ параллелепипидщ черезъ который проходятъ три

плоскости симметріи.
Если плоская фигура, им'Ьетъ линіею симметріи прямую линію,

то центръ тяжести находится на этой прямой.

Если плоская фигура, седержитъ дві; линіи симметріи, то ея центръ

тяжести нахолитсн въ точк'Б пересёченін линій симметріи. Такъэ

Центръ тяжести прямоугольника совпадаетъ съ центромъ его фигуры.

73. Центръ тяжести линіи. Центръ тяжести прямой линіи на-

ходится, очевщно, на этой же линіи. Если прямая линін однородна,

то В'Ьсъ ел-пропорціоналенъея длина и центръ тяжести находится

В'Ьиея середин'ы потому что н'Ьтъ причины предполагать, чтобы

онъ нах0дился ближе въ одному концу, нежели къ другому.

74. Центръ тяжести периметра многоугольника или какого

угодно криволинейнаго контура. Если насерединъ каждой изъ сто-

ронъ периметра, даннаго многоугольника приложить силу пропор-

Ціональную длин'із этой стороны, то всё!; эти силы будут-ъ параллельны
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и одного знака; сложивъ ихъ посредствомъ правила многоуголь-
ника, получимъ положеніе линіи дЪйствія ихъ равнод'Ьйствующеі
Наклонимъ ихъ на какой угадно уголъ‚ И, ПдСТРОИВЪ ВНОВЬ МНОГО-

угольвикъ силъ и веревочный многоугОЛЬНИКЪэ НЗЙДЭМЪ ЛИНіЮ д’ЁЙ-

ствін равнод'Ьйствующейсилъ, наклоненныхъ на опредЪленпый уголъ.
ПересЪченіе этихъ двухъ линій д'Ьйствія раВНОД’ЁЙСТВУЮЩИХЪбу-

детъ искомымъ центромъ тяжести. Чтобы найти центръ тяжести
части кривой линіи, ее зам'Ьннютъ периметромъ виисаннаго мно-

гоульника съ большимъ числомъ сторонъ.
78. Центръ тяжести треугольника. 'Греугольникъ можно раз—

сматривать составленнымъ изъ лишй, проведенныхъ параллельно
основанію; центры тяжести вс'Ьхъ этихъ ливій буд'утъ вахоцитьсл на

серединсЪ каждой изъ нихъ, сдЪд. эти центры тяжести будутъ на-
ходиться на линіи соединяющей середину АВ съ вершиной С. Т. е.
эта линін будетъ линіей симметріи треугольника. Точно также центръ
тяжестидолжёнъ находитьсяна линіяхъ, соединяющихъ середины ЛРУ“
гихъ сторонъ съ противолежащими вершинами. СлЪд. центра тя—
жести треуголъника совпадает съ центромъ круза, вписанназо въ

этотъ треуголъникъ.
Соединивъсередины двухъ сторон'ь между собой, найдемъ изъ по-

добныхътреугольниковъЕСЕ и АСВ, что ЕЕ‘ параллельна АВ И равна
половині; АВ. Точно также, изъ подобныхъ треугольниковъ ЕОЁ и
АОВ найдем, что ОЕ равна половині; АО, т. в. что 015` есть
треть АР. Точно также окажется, что 01) есть треть 01), & ЕО
Треть ЕВ (чер. 75).

такъментрд тяжести треугольника находится на третьейчасти ' “ 'итти, соединяющем середину какой либо его СтОРОНЫ съ

противолежащей вершиной,
вершины, @ отъ стороны.

75.
'

Центръ тяжести части периметра правильнаго многоуголь—ника. Пусть (чер.
линія ОК

76) АВСКВЕ‘] часть правильнаго многоугольника,
.,

Перпещикуддрнад къ серединь стороны (31), есть линін сим,

линш Чтобы „ ельно, ИСКОМЫЙ ЦеН'і‘рЪ тяжести находится на ЭТОИ

”“Огоугольниёати
его долошеніе` надо къ серединт}; каждой стороны

11 ил . …
„ ‘ _

роны.
р Ожить ““У ПРОПОрцюнальную длин'Ь эти 010

считая притомъ ЭПИ] треть Нд От?5

метрш, и, слъдоват

Вс'Ь эти силы им'Ьютъ () -дно нап авле ъ— ентръэтихъ параллельны“ си
Р ше и ОДИНЪ знак ‚ Ц

лъ будетъ искомымъ центромъ тяжести.
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Пусть (} эта точка. Равнод'Ьйствующая всёхъ параллельныхъ силъ

равна ихъ суммЪ, т. е. периметру. Пусть р этотъ периметръ. Мо-

ментъ этой раВНОД'Ьйствующей относительно точки 0 есть р )( 06.
Моментъ составляющей, приложенной въ середии'в линіи АВ, равенъ

АВХаЬ=1Ху, №13 1 длина стороны АВ, & у разстояше аЬ до линіи

ОЬ. На основаніи теоремы моментовъ имЪемъ:

р><06г=20><у>-
Сумма распросгранлется

на, всё стороны давнаго многоуголь-

ника.
Крот; того, если провести линію В‹1па‚ра‚л.›1ельно ОК, то изъ

треугольниковъ 0511) и АВсЪ найдемъ:
Аа __ аЬ

ЁЁ __ аО
'

Называя буквою 1' проекцію АВ на ХХ! и г радіусъ ОА круга,

ОПИСЗНВаГО ОКОЛО ДаннаГО многоугольника, ЦОЛУЧИМ'Ь:
1' __ у
]

__ 1.7

 
откуда: 1><у=1'><г;

РХ06220'Х1');
Но множитель г одинъ и тотъ же во всйхъ членахъ суммы 21,

поэтому его можно вывести изъ подъ знака Е и написать:

рх09:1'21'=ГХА'5'=г>(А1‚

06 : "><?
- (1)

Правую часть легко построить. Для этого достаточно построить—

прнмоугольный треугольникъ ОРМ, высота котораго ОР равна г и

гипотенуза РМ равна длин'Ь р даннаго периметра.. Если на этой

гипотенуз'Ь отложимъ длину МЫ, равную А5, то искомый центръ

тяжести (} будетъ'находитьсн на линіи параллельной ХХ', прове-

денной черезъ М.
‚!Д'Ьйствительно7 изъ падобін треугольниковъМОР и МШЗ, им'Ьемъ:

И такъ

или:  
И мы
—_З : ”*'‚ИЛШ‘

1 Р

НЧ __ А.] _Т _— Т, ОТЕУД8›.
АД. г_

КО : ' 
Р
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А сравнивая съ. ( 1), находимъ:

ПС) : 06.
И такъ, чтобы найти центръ тяжести части периметра, правиль-

ного многоугольника, надо центръ многоугольнока соединить съ

серединою контура, т. е. построить лишю симметрии, возставить изъ

центра перпендикулярную линію къ линіи симметрш. На этомъ

перпендикулярйз, или оси, построить прямоугольныи треугшъникъ,

гипоте'нуза которого равнялась бы длин'Ь периметра, & одинъ изъ

катетовъ равнялся бы радіусу круга, описанного около данного

периметра.
'

'

Если затгЬмъ на, гипотенузй отложить длину равную хордіз, стя-

гивающей крайнін стороны данного периметра, начиная отъ оси,

проводенной чрезъ центръ, и чрезъ конецъ отложенной линіи про-
вести къ оси параллельную линію до перес'Ьченія съ линіей симмет
ріи, то полученная точка будетъ центромътяжести части периметра
правильнаго многоугольника.

77- ЦЭНТР'Ъ ТЯЖЭМ‘И ПГП. круга. Предыдущее построеніе
всегда возможно, какъ бы ни бЫли малы стороны правильного мно—

гоугольника, сл'Ьдовательно изложенный пріемъ можно приложить
и въ томъ случай, когда многоугольникъ сольется съ дугою круга.

ЕСЛИ (ЧЭР- 77) (} центръ тяжести дуги круга АВО длиною 1

И радіуса г‚ то, на основаніи формулы (1) предъидущаго @, будемъ
им'Ьть:  06 : г

1АС.

Точку (} можно построить или посредствомъ вышеизложеннаго
пріема, или такъ: на касательной, проведенной къ середИН'Ё В
дуги, отложить длину ВЕ равную Выпрямленной полуДУГЁ3 АВ'
Соединить точку Е съ точкой О. Изъ точки А возставить Перпен—
дикуляръ къ АС до встрізчи его съ ЕО въ точкЪ 1), наконецъ ИЗЪ В

опуотить перпендикуллръ ВОг на радіуоъ ОВ. Точка (} бУдеТЪ
искомыи центръ тяжести. Д'Ьйствительво:

ИЛИ



откуда: г. АОое __ “Т”
78. Центръ тяжести плоскихъ кривыхъ линій. Діаметромъ

плоской линіи называютъ м'ізсто серединъ хордъ, параллельныхъ

данному направленію.
Ковда діаметръ прямолинеенъ, его направленіе совпадаетъ съ

направленіемъ линіи, разделяющей на, равныя части хорды, назы—

ваемыя въ этомъ случа'Ь сопряженными.
Теорема.——Еозда замкнутая плоская кривая итьвтъ прямо-

линейный діаметръ, то центра тяжести площади этой кривой

нашодится на этомъ діаметрп).

Пусть (чер. 78) ху прямая, м'Ьсто ерединъ сторонъ ас, парал—

лельныхъ опред'ізленному направленію.
-

Начертимъ рядъ сторонъ педобныхъ ас, параллельныхъ этому

направленію и очень близішхъ одн'Ь къ другимъ. Изъ концовъ &

и (: казкдой изъ нихъ опустимъ перпендикуллры аЬ и (:(1 на со-

с'Ьднюю сторону а'с'; тогда составится рядъ прямоугольниковъ.
Фигура, составленная совокупностью этихъ прнмоугольниковъ, бу-

детъ т'Вмъ меньше разниться отъ данной площади и будетъ т'Ьмъ ближе

къ ней, чЪмъ стороны ас, а'с'‚... ближе другъ къ другу, и, если

он'Ь приближаются неопредізленно, то сумма площадей прямоуголь-
никовъ приближается неопределенно къ площади данной фигуры.

Крош; того, каждый изъ этихъ четыреугольниковъ им'Бетъ свой

центръ тяжести на діаметр'В ху. Оліздовательно, цевтръ тяжести

фигуры, составленной совокупностью прнмоугольниковъ, наХОДится

на той же ливіи. Это будетъ и въ томъ случай, когда ас, а’е

будутъ какъ угодно близко отстоять другъ отъ друга, сл'Ьдовательно

и данная площадь, къ которой стремится неопредіъленно площадь,

составленная изъ четырехъ-угольниковъ‚ будетъ им’вть свой центръ
тяжести на. той же линіи.

79. Центръ тяжести площади параллелограмма. Изъ изло—

женнаго въ предъидущемъ параграф'Ь непосредственно слЪдуетъ,

что центръ тяжести площади параллелограмма ЕРОН (чер. ТМ

находится въ центрі; параллелограмма, ибо два діаметра, АВ “
01), параллельные сторонамъ параллелограмміь и проходнщіо
черезъ его центръ, должны проходить чрезъ искомый цептръ тл-
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жести. Слёдовжелъно, центръ тяжести находится въ точка“) ихъ пе.ресЪченія, совпадающей также съ центромъ параллелограмма.Центръ тяжести площадитреугольникана томъ же основаніи нахо—дится въ точк'Ь перес’вченія трехъ его діаметровът. е. линій, соединяю-щихъ середины сторонъ треугольника съ противоположнымиверши—нами. Д'Ьйствительнщ каждая изъ этихъ линій, по опред'Ьленіщ естьдіаметръ, потому что она, будучи проведена къ срединъ стороны‚ раздЪ-ляетъ на равнын части линіи параллгольника. '

80. Приложеніе общага правила къ нахожценію
центр?тяжести площади многоугольника, или площади ограниченнаякакой угодно кривой линіей. Если требуется розыскать центрътяжести площади многоугольника, то его надо разложить Натреугольники. Къ центрамъ тяжести вс'ізхъ треугольниковъ пред-положить приложенными параллельныя силы, пропорЦіОНШТЬНЫЯплощаднмъ треугольниковъ, Одного и того же знака, или раЗНЫХЪзнаковъ, смотря потому будетъ ли площадь даннаго многоуголь-ника выражаться суммою треугольником„ или разностью. ЕСЛИданный многоугольникъ будетъ выражаться суммою, составлеННОЮизъ положительныхъ членовъ, то всё силы, приложенныя !% Цен“трамъ тяжести треугольникож, должны будут'ъ имйть ОДИНЪ ИТОТЪ же ЗНБШЪ; если нтжоторые ИЗЪ членовъ суммы будутъ ПОЛОЖИ'тельные, & нЪкоторые отрицательные, что можетъ случиться ПРИразбивк'Ь на треугольники многоугольника, съ входящими уГЛаМЩ

то силы, приложенныя къ центрамъ тяжести треугольниковъ‚ дОЛЖНЫбудутъ им'Ьть знакъ противо
82. Центръ тяжести

четыреугольника. Пусть будетъ даНЪчетырехъ—угольникъ АВСВ чер. 80). Чтобы найдти его ЦЗНТРЪ
тяжести, проведемъ діагональ СВ. Соединимъ противОПОЛОЖНЫЛвершины А и В съ серединою Е этой діагонали.Точки % и 3’, лежащін отъ точки ЕВ, будутъ центрами тяжестиэти точки нужно будетщадямъ этихъ треугольи ВЬ, потому что обаніе 01). Эти высоты,

и Е разстояніл трети линій ЕА
треугольниковъ АСВ и ВСВ, Въъ Приложить СИЛЫ,

Пропорціональвыя ПЛО-никовъ,
іоналъныя высотаМ'Ь А8
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и 08 діогонали АВ, или отрёзкам'ь %і .: 3?— и іё‘г :: 9313

чтобы найти центръ тяжести четырехъугольника‚ нужно раздізлить

линію 33‘ на части обратно пропорціональныя час'гнм'ь 91 и іё' .

Для этого, достаточно отложить длину %(}: ;;‘і, начинал отъ

точки {;. Точка (Зг будетъ искомымъ центромъ тяжести.

83. Центр'ь тяжести трапеціи. Предыдущее иостроевіе мо-

жетъ быть приложено и къ розысканію центра тяжести трапеціи.

Пусть (чер. 81) трапеція АВСВ. Разд'Ьлимъ ее на два треуголь-

ника, АСВ и АВВ Діагональю А1). Проведемъ линію ВЕ отъ точкиВ

до середины основаніл треугольника АВВ и линію А1‹`‚ отъ вер—

шины А до середины основанін треугольника АШ).

Центръ тяжести (Зг, треугольника АВВ будетъ наХОДиться отъ

Е на разстояніи равномъ третьей части ВЕ. Цен'гръ тяжести (Зг2

треугольника АСБ будетъ находиться отъ Ъ" на разстояніи равномъ

третьей части линіи РА. Сл'Ьд. центръ тяжести трапеціи будетъ

на линіи 6,62. Вм'ЬстЪ съ т'ізмъ линіяЪЕ можетъ быть разсматри-

ваема, какъ діаметръ трапеціи, слгЬдовательно искомый цевтръ тл—

жести будетъ также на этомъ діаметріз. И такъ, центръ тяжести тра,—

иеціи находится въ точк'Ь пересёченія (} линій 6162 и РБ.

Можно дать другой способъ нахожденіл центра тяжести тра-

пеціи. Предолжимъ 01) до точки К, такъ чтобы ВК была равна

АВ, 121 ВА предолжимъ до точки Н7 такъ чтобы АН была равна 01),

зат'Ьмъ проведемъ линію НК; эта линія пройдетъ черезъ точку 6.

Чтобъ доказать это, проведемъ линіи 6151 и (3232 параллельно осно-

ванілмъ трапеціи. Таісъ какъ (}, находится отъ Е на разстояніи

равномъ третьей части ЕВ, то точка… ‚1. находится отъ Е на, раз-

`стояніи равномъ третьей части РЕ; точно также точка 5.2 нахо-

дится отъ Е на. разстоявіи равномъ третьей части РЕ‚ такъ что

‹1‚1‹3:.121‹‘›.:
1 въ:

Итакъ,

сліздовательно "|Е : 321$ : 3133
(1)

С'Ь другой стороны, изъ двухъ пар'ь иодобныхъ треугольником

ЕЩБЪ, ВВП и Ё(}‚_Д‚_‚‚ РАЕ им'Ьем'Ь:

(д.1, Ы,
ЁЁ : Еі" и

Еугсъ оптики.
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62.1, _ Ы„
АЕ * ЕР

На основаніи равенства (1) заключаемъ, что правын части этихъпропорцій равны, слтЬдовательно:

 . с…], __ 6233 62.12 __ АЁРВ _ АЕ ›ИЛИ ед, _ РВ’Изъ подобныхъ же треугольниковъ (35161 и 65262 имйемъ:(}2’12 __ 652 632 __ АЕ
(},.11 % СТЦ слід. ВТЦ

__ РВ, или
652 __ _2АЕ_ __ АВ

е ъТЛ,— — Ёп — 65, или НаКОН Ц
ел, __ св %% АЕ".
0.1, _ ГВ И

«№3: : Йу
сложивъ почленно двё послдёднихъ пропорціп, найдемъ:

Од‚+'/яе52_ ОВ+АЕ _ НА _|_АЕ ___Н_Етг-т—т—Ек»или:

2652 т.т; _ ГР
Кром'Ь того им'Ьемъ: '

20‘51 + (}52 : 631+ ОГД2 + (}51
2632 + 6.11: 6.12 —|— 651+ 652На основаніи же равенства (1) найдемъ:

2651+ 6.12 : ЩЕ + (Ы, : (}Е.
2632 + 611: ‚ЦБ` + 632 : (}Е

СлЪд. равенство (2) можетъ быть написано такъ:ев _ НЕ (313 00+ 4/2 АВ 2 013+ АВ ‹
ег “—

КЕ›ИЛИ(}`Р=АВ+1/2св :2 АВ+ШЁР (5)Это равенство доказываетъ, что

51012 + (11:11,

5152 + 612.||

 
точка Б‘г лежитъ на линіи НК-

родО/джитъ въ разныя стОрОНЫЗ20 основанз'я отложитъ длину равную второмуоснованию; на продолжении 2-
?ную 1-му основанию. Концы полученнытд '”

пересжченіи этаж двух?; носит, иній будетъ натодитъсяцентра тяжести тратит.
Равенство (3) можетъ быть выражено еще такг
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Цвнтръ тяжести транзит нашодитсн на мент, соединяют

щей середины вн основами, и раздгыяетъ эту мита въ отношенш

двута сумма, изъ нотариат первая равна первому основанію, сло-

женному съ удвоеннымъ вторымъ основат'емъ; вторая сумма равна

второму основат'ю, сложенному съ удвоеннымъ первымъ.

84. Центръ тяжести части площади правильнаго многоуголь-

ника. Пусть АВОБЕ (чер. 82) часть правильнаго многоугольника,

центр'ь его нахоцится въ точкЪ О; найдемъ центр'ь тяжести части

площади правильнаго многоугольника ОАВСВЕО. Для этого разд'Ь-

лимъ многоугольникъ на треугольники; вершины треугольниковъ був

дут'ь въ точк'Ь О. Центръ тяжести треугольника ОВО будетъ нахо—

диться на, линіи 05 и отстоять отъ точки 0 на разетояніи равномъ

двумъ третямъ линіи 0] . Если построимъ часть правильнагомного-

угольника аЬесіе, стороны которагонаХОДятся на разстонніи двухъ тре-

тей радіусовъ, проведенныхъ къ вершинамъ А, В, С, . . ‚‚ то центръ

тяжести кажцаго изъ треугольниковъ, на которые раздіэленъ данный

многоугольникъ,будетъ находиться по середина; соотвётствующей сто-

роны периметра аЬсс1е. Площадь треугольника ОВС.) какъ и каж-

даго изъ остальныхъ треугольниковъ, пропорціональна
основавших),

так'ь какъ высоты ихъ равны7 сл'Ъд. искомый центръ тяжести найдет-

ся, если къ середин'Ё і каждой ихъ сторонъ периметра аЬсае прило-

жимъ силы ОДНОГО и того же направленія, пропорціональныя соот-

В'Ътствующимъ сторонамъ, И найдемъ центръ етихъ параллельныхъ

сИлъ, т. е. найдемъ центръ тяжести периметра аЬссі. И такъ:

центръ тяжести части правимншо многоуголънижа совпадаетз

съ центромъ тяжести части периметра правильным мною-

угольники, середины сторона которшо отстоятъ отъ центра

даннщо многоуголъншш на двуж третяазъ его радіуса, @ длины

его заключена между крайними радіусамм даннаъо многоугольника…

85. Центръ тяжести площади сектора круга. Высказанное

сейчасъ положеніе им'Бетъ мёсто, каково бы ни было число сторонъ

многоугольника АВСВЕ, вписаннаго въ дуг}; круга АЕ, поэтому

оно будетъ им'Ьть М'Ьсто и для безыонечно большего числа ето—

ронъ, т. е. когда часть многоугольника ед'Ьлаетсн сектором'ь. И такъ:

центра тяжести площади сектора, круга совпадаетъ съ центром

тяжести дузщ заключенной} между радіушми данншо сектора,

@ радіусъ которой равенъ двумъ третямъ радіуса даннто сектора.
5*
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86 Центръ тяжести сегмента круга. Пусть данъ (чер. 83)
сегментъ круга АВС; величину площади его назовемъ (22. Центръ
тяжести сегмента, очевщно, находится на линіи его симметріи ОВ,
назовемъ его буквой (3. Пусть (};, центръ тяжести площади сек-
тора ОАОВ, величИну которой назовемъ ($2, & &, центр; тяжести
площади треугольника 0АВ, величину которой назовемъ ($,. Точки
@, и 62 найдутся на основаніи вышеизложеыныхъ` правилъ. Такъ
какъ площадь сегмента равна разности площадей сектора и треу-
гольника, то, приложивъ къ центрамъ тяжести этихъ площадей силы
пропорціональныя величинамъ площадей, найдемъ, что центръ тн—
жести сегмента @ есть центръ двухъ параллельвыхъ силъ пропор-
ціональ`ныхъ &, и @? и противоположныхъ направленійэ & потомуточка (} нахоцитсл на 6192 и раздізллетъ ее на части обратно про-
порціональнын величинамъ площадей(параграфъ 61), т. е. дОЛЖНа
существовать такая пропорціл:

662 __ Ч, ‚

Но площадь треугольника АОС равна половині; произведеНіп
перпендикуляра ВЕ на радіусъ ОС; площадь сектора равна поло—вині; произведенія дуги ВО на. радіусъ ОО, поэтому вмёсто про-
порціи (1) можно написать такую:

(&&—2 НЕ_` (
(Ю, '— вс …)

Пос'гроимъ эту пропорцію, для чег0 на какой угодно ЛИНіИэпроведенной черезъ (}„ отложим'ь

6114 : агс ВС
" °

.И на (12К› проведеннои череЗЪ @? параллельно 6111, отложимъ длину

тогда линш КЬ, соединяющая концы отложенныхъ‚п " … :\ ° 'чел ь ОЬ въ лочьщ удовлелворяющеи пропорции (2)‚т. е, въ искомом'Ьцентрі} тяжести (} И ”
_

‹ тана, чтобы наити зрафичеиш центратяжести сегмента., надо найти сначала центры тяжестей сек-тора % 9701969301” тодитъся на радіуси, прове—

линій, перест-

ника, они будутъ на



денномъ изъ центра кд середингъ душ сектора, именно: центра

тяжести сектора будетъ нашодмтъся отъ центра крут на раз-

стояніи равномъ двумъ третим?) радіуса, @ центра тяжести тре-

угольника будетъ натодитъся отъ его основанін на разстояніи

равномъ одной трети аповемы. Литва симметрии треугольник:,

раздгълится на два равнытъ треугольника,; надо найти высоту;

иоловины этого треугольника„ опустивъ псрпендикуляръ на одинъ

изд крайнитъ Радіусовъ сектора. Запиьмд изд шзнтрооз тяжестей

сектора % треугольника надо провести параллельных: между со-

бою лит'и, или, для простоты, лини перпендикулярныя на оси

симметрт; на мент, проведенной изъ центра тяжести тре-

угольника, надо отложить длину, равную половить душ сектора,

@ на линіи, проведенной изъ центра тяжести сектора, отложитъ

длину равную высотт жалованье треугольника; черезд концы ого—

лучвнныссъ мент провести мтію до вгересжченія съ мтіей сим—

метріщ точка перестченія двуж посмьдншсз линіг'і будетъ цент-

ромъ тяжести сегмента.
87. Центръ тяжести площади кольца, заключеннаго между

двумя дугами конце'нтрическихъ круговъ Пусть будетъ дано

(чер. 84) кольцо АВСВ, заключенное меЖДу двумя концентриче-

скими дугами АВ и СБ. Очевидно, центръ тяжести этого кольца

находится на радіусъ ОЦ, проходнщемъ черезъ середины дугъ АВ

и 01), такъ какъ этотъ радіусъ, вм'БстЪ съ №мъ, есть линія сим—

метріи.
Пусть (З, и (32 центры тяжести секторовъ ОАВ и ОСД & (}

искомый центръ тяжести кольца АВОВ. Какъ извЪстно изъ предъ-

идущаго, точки 6, и 62 будутъ нахолиться отъ общага центра 0 на

разстонніи равномъ двумъ третям'ь радіусовъ соотвЪтствующихъ кру-

говъ. Такъ какъ площ, кольца равна разности площ. двухъ сеторовъ

то искомый центръ тяжести долженъ находиться на направленіи

равношвйствующей двухъ параллельныхъ силъ противоположныхъ

знаковъ‚———0дной пропорціональной площади сектора ОАВ, прило-

женной къ ен центру тяжести @… другой пропорціональной пло-

щади сектора ООБ, приложенной къ ея центру тяжести Б‘г2. Точка…

Ог, ва основапіи параграфа 61, должна дізлшть линію (316? на части.,
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обратно-проп0рціональныя величинамъ площадей секторовъ, т. е.

должна существовать такая пропорція:

@ 64 _ пл- 66№
(}2 "“ пл. сект. ОАВ ' 

С)

Но площади секторовъ пропорціональны квадратамъ ихъ радіу-
совъ, поэтому:

ее… __ @
№2

_— 0А2 1

Замёнимъ отношеніе квадратовъ длинъ въ этой пропорціи отно—

шеніемъ линейныхъ величин'ь; съ этою ц'Ьлью соединимъ точку А
съ точкой Е и проведемъ ОК параллельно АЕ, то будемъ имёть:

0А_0Е_0_с@ Ё—Ок', 
откуда:

бб2=: ОА >< ок;
& слёдовательно:

Ф »Ог

(Зг

ОА ХОК__ _._.ОА2
 

Ф 54%&

Построимъ эту посл'Ьднюю пропорцію, для чего отъ точки 017
на линіи перпендикулярной оси симметріи, отложимъ СИН : ОК» И
отъ точки (}2 на линіи параллельной (ЗИН, отложимъ (3211 : ОА-
Черезъ точки Н и Ь проведемъ прямую; она пересёчетъ Линію сим—
метріи въ точкё (Зи т. е. въ центрё тяжести кольца АВСВ-

Итшщ чтобы найти графически центра тяжести колшщ 36"

клтенНшо между двумя концентрическими дугами % между двумярадиусами, надо на радіуть, протодящемъ черезд середины дуй»отложить отъ общага шоб центра длины равнин двумъ третямбкаждшо изъ этаж радіусовъ,
тяжести двутъ секторова.
съ серединой
линіи изъ ко
метріи; та

Такимъ образомъ найдутся центры
Заттьмъ, конец?; втьшнвй душ соединит?»

внутренней душ и провести параллельную этой
нщъ внутренней душ до перестченія съ оста сим—

тома образомъ найдется отртьзокъ этой оси, считаяотъ центра круговъ. Пасть этого изъ центровъ тяжести секто-ровг надо провести мент вгаізалЛелънъся между собою или для
. 7 7
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простоты,перпендикулярныя на оси симметрт; на ‚…ты, про-

веденной изъ центра тяжести ментами) сектора, отложить

длину радіуса большого сектора, @ на мніщ проведенной изъ

центра тяжести большого свкторщ отложить найденный выше

отризокъ радіуса. Концы, такими образомъ отложеннышъ ашрам-

лвлънышъ линій, соединить % линіт соединенія продолжить до

перестченія съ дитей симметріи. Точка перстьченія этаж двутд

посмъдниасъ даній будетъ центромъ тяжести кольца.
`

88. Центръ тяжести параболическаго сегмента. Пусть

(чер. 85) ВОА представляетъ собою параболичесній сегментъ, огра-

ниченный произвольною хордою АВ. Отнесемъ его къ осямъ коорди-

натъ, за ось Хиовъ возьмемъ діаметръ ОХ, за ось у—овъ ка-

сательную, проведенную въ точк’в 0. Вообразимъ, что сегмевтъ па-

роболы разбитъ линілми параллельными хордйз АВ на малыя пло-

щади одинаковой ширины. Центры тяжести всёхъ этихъ малыхъ

площадокъ, разсматриваемыхъ
какъ ливіи, находятся на середин'Ь

ихъ т. е. на, діаметръ ХО, сопряженномъ съ хордою ВА. ОлЪд.

центръ тяжести» параболическаго сегмента долженъ находиться на

этомъ же діаметр'Ё. Положимъ, что въ центрахъ тяжести площа-

джъ, на которыя разбитъ сегметъ, приложены силы параллельнын

И пропорціональнынэтимъ площадкамъ, & такъ какъ высоты площадокъ

равны и при томъ безконечно малы т. е. равны ‹1Х‚ то силы эти

сл'Ъд. пропорціональны удх. Назовемъ абсцису точки приложенін

равнод'Ьйств. параллельныхъ
силъ, или центра тяжести сегмента.,

буквою Е. Абсцисы центровъ тяжести площадок}, будемъ озна-

чать буквоюх. Тогда, на основаніи формулъ параграфа 67 ‚ найдемъ:

Еудх . х
Еуёх

'&:
Взявъ уравневіе параболы у2 : 2рх, и, псдставивъ въ преды-

дущее равенство вмъсто у его выраженіе въ функціи х, получиш:

ихтрх - ах 3139$
__

ЕЪ/Зрх .дх "__
ЁЪ/х дх

.

Такъ какъ площадки безконечно малы и ихъ безконечное число,

то м’Всто 2 надо взять интегралы и притомъ въ предЪлахъ

отъ нуля до х = 01). Сліздд



Н
3 3.‚()1) |

'
501) 3

.
ОТ) /‘2 ОТ) 32

3 / х /-’ ‹1х / х А (іх или 2“— : › откуда::, О в
31 5:

12 "а

__, или 2 1: 3/5 ОБ.

Итакъ, центра тяжести сегмента жарсрболы находится от
вершины параболы на разстоянш трата пятыж дтмтпра пп—

рабоишчвскаъо сегмента.
89. Центръ тяжести неправильной плоской Фигуры, имЪю-

щей ось еишметріи. Чтобъ найти центръ тяжести такой фигуры,
разбиваютъ ее ливіями перпендикулярными къ оси симметріи па

Драпеціи, им'Ьющія одинаковую высоту, считаемую, въ этомъ слу-
чай, по оси симметріи. Центры тяжести этихъ трапецій буцу'гъ на-
ходиться ва, серединахъ высотъ. Разсматривая площадь каждой
изъ етихъ трапецій, какъ опредёленный вёсъ, можно будетъ въ

центрі; тяжести каждой изъ нихъ приложить силы параллельныя и

пропорціональныя этимъ вёсамъ. Такъ какъ всё площади полу-
ченныхъ трапецій имёютъ одинаковую высоту, то площади ИХ'Ь

будутъ пропорціоналъны линіямъ, соединяющимъ середины непа—
раллельныхъ сторонъ или половинамъ этихъ линій. Такимъ обра,-
зомъ силы, приложенныя къ центрамъ тяжести,будутъ равны поло-
винамъ среднихъ ливій трапецій, т. е. будутъ изображены ВЪ одномъ
масштаб'Ь. Остается найти только центръ параллельныхъ силъ. Для
чего надо въ сторон'Ь построить многоугольникъ силъ, & затъмъ
веревочный многоугольникъ, точка, пересёченія равнодёйствующей
параллельныхъ силъ съ осью семметріи будетъ центромъ парал-лельныхъ силъ или центромъ тяжести фигуры.90- центръ тяжести поперечнаго с’Ьченія, рельса. На черт.86 исполнены всі; построенія, объясненвыл въ предъидущемъ пара-граф'Ь, съ ц’Ьлью полученія центра тяжести и 0 или етьса. съ'гою Р ф р „ ‚

…
только разницею, что головка рельса принята за параболиче-скш
сэгментъ

и цептръ тяжести означенъ не на середин'Ё ВЫСОТЫэ& на /5 ея, считая отъ вершины рельса91. .

'Центръ тяжести поперечнаго е’Ьченш угловаго жел’Ьза.На че т. '
89 ?Я 1187 исчолнены всі; построены, объясненнын въ параграфВ‚ д. олучешн центра тяжести профиля угловаго жеч'Ъза 
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Приложеніе общага метада къ нахожденію
центра тяжести многогранной, или кривой

поверхности.
92. Изъ предыдущего знаемъ, какъ находятся центры тяжести

плоскихъ фигуръ‚могущихъ быть гранями многогранника. Если въ

центрахъ тяжести этихъ граней предположимъ приложенными силы

параллельныя ОДНОГО и того же знака, пропорціовальныя площа-

дямъ соотв’Ьтствующихъ граней многогранника, то центръ этихъ па-

раллельныхъ сил'ь будетъ искомымъ центромъ тяжести боковой

многогранной поверхности. Если требуется Найти центръ тяжести

кривой поверхности бол'Ье или менее неправильной, то ее замг-

нлютъ поверхностью вписаннаго многогранники съ большимъ чис-

лпомъ граней, & зат'Ьмъ поступаютъ, какъ было сказано выше.

93. Центръ тяжести боковой поверхности пирамиды и ко—

нуса.——Центръ тяжести боковой повершности правильной пира-

миды шт конуса вращенія совпадаетъ съ центромъ сгъчет'я, про-

ведениат параллельно основанію % отстоящшо отъ основанія

на разстоянш одной трети высоты. Въ самомъ №№, боковая

поверхность пирамиды составляется изъ треугольниковъ. Чтобы

найти ея центръ тяжестш нужно къ центрамъ тяжести треуголь-

никовъ приложить силы параллельныя, пропорціональныя площа-

днмъ этихъ треугольниковъ и отыскать центръ параллельныхъ

силъ; но центръ тяжести каждаго изъ треугольниковъ нахо—

дится на линш соединяющей середину основанія съ вершиной и

отстоитъ отъ основанія на разетояніи равномъ третьей части ска-

занвой линіи. Олдвд. центры тяжести веЪхъ боковыхъ граней бу—

дутъ лежать на периметрё многоугольника съченія пирамиды, отв

стоящего отъ основавія ен на Одну треть высоты, & потому центръ

тяжести пирамиды долженъ НаХОДИ'гьен на этомъ же сёчевіи.

Кром'Ь того, онъ находится на линіи соединяющей вершину пи-

раМИДы съ центромъ ен оеповапія. А такъ какъ эта линія прохо—

дитъ также черезъ центры вс'Ъхъ с'Ьченій параллельныхъ
00нованію,

то, слёдователъно, центръ тяжести пирамщы находится въ центрі)`

.
.

1

сёчешя, отетоящаго отъ основав… пирамиды на
—3—

ея высоты. До-

казенная теаремщочевиднщвёрва для пирамиды съ какимъ угодно
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числомъ сторонъ, вписанной въ конусъ вращенія, & сліздовательно
также візрна и для самаго конуса.

94. Центръ тяжести боковой поверхности ус’вченной пира-
мицы, или конуса съ параллельными основаніяши. Центра тя-
жести боковой повершности утченной правилъной пирамиды съ

параллельными осндваніями совпадаетъ съ цвнтромъ тяжести пв-
римвтра мнозоузолъника тчет'я, параллвмнаео основатіямъ и от-
стоящшо отъ нижняго основанз'я на нткоторую часть высоты

„ р+21цусгьченнои пирамиды. Эта часть высоты равна 53—6791)? №6 10
1

периметра нижнязо оснований, а р, периметра ввршннго осно-
винт.

ДЪйствителъно, боковая поверхность уссізченной пирамиды (30-

ставллется изъ трапецій. Чтобы найти центръ ея тяжести, надо къ
центрамъ тяжести ея граней т. е. трапецій приложить силы про-
порціональвыя площаднмъ трапецій и отыскать цевтръ этихъ па-
раллельныхъ силъ одного и того же направленія.

Пусть (чер. 88) ВВ' : Ь и АА' : а два, параллельныхъ осно—
ванія одной изъ этихъ трапецій‚ Ь сторона нижняго основанія и &

верхнлго основанія усізченной пирамиды; цептр'ь тяжести (} ЭТОИ

трапеціи находится по середин'Ь линіи Ш)’ параллельной основаніямъ
и разд'Ьляющей высоту, & сліздовательно и непараллельныя стороны
трапеціи на такін дві; части что отношеніе между ними равно от-
ношенію межцу величинами:

2 & —|— Ъ: 2 Ь —|— а., (см. конецъ пар. 88), такъ что

В'В' 2а+Ь

В‚А'=2Ь+8'Ь7ИЛИ‚› 1ТВ’ 23
В'А'+1)'В' = 3 а+3Ь7 ШШ

Б’В’ _ 2 & + ЬТ’в’ _ ЭТП
Педобнымъ образомъ найдемъ, что

В’В’ _ 2 а7+ьу
А’В’ “'

3(а‚’—|—Ь’)
д., а„ складывая эти пропорціи, получимъ:

ЕЁі__ 32Р4+РАВ “_ (р.+р) '

И '1‘.
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Для трапеціи А'В'А”В”‚ смежной съ предыдущею, центръ

тяжести &' будетъ на серединъ линіи параллельной основаніямъ и

проходящей чрезъ точку ])”‚ д'Ьлящей линію А”В"на‚ такія дві“, части,

что будетъ существовать пропорція:

ВМВ” 2 р„ + Р
МВ” ‘ з (и + р)

Это указываетъ‚ что с'Ьченіе усЪченпой пирамиды, параллельное

основаніямъ и отстоящее отъ нижняго основанія на величину

2 „
„

ЗРРЁЁТЁ) высоты усёченнои пирамиды, обладаетъ тЪмъ своиствомъ,

!

что на. перес'Бчевіи этой плоскости съ боковою поверхностью усё-

ченной пирамщы, находятся центры тяжести всёхъ граней пира-

миды,——сліъд.искомый центръ тяжести боковой поверхности пирамиды

находится въ этой же плоскости. Крома того., очевидно, онъ нахо-

дится на линіи соединяющей центры основаній пирамиды, танъ какъ

эта, линія прох0дитъ черезъ центры'івсёзхъ сёченій параллельныхъ

основаніямъ, т. 9. она линія симмитріи пирамиды.
_

Доказанная теорема справедлива и для пирамиды съ какимъ уго—

дно числомъ сторонъ, вписанной въ усёченномъ конусіз, & слізд. она

также справедлива, и для усёченнаго конуса. Въ случай; усёченнаго

конуса, периметры верхняго и нижняго основанія обратятся въ

окружности круговъ. Называя буквами
(\ и (11 діаметры круговъ

… „ №332… 3:13“;
основаши, наидемъ‚что дробь №1 +… обратится въ такую3 (& + (…

.

Если ус'Ьченный нонусъ или усйзчен. пирамида переходитъ въ усЪчен-

ную призму или цилиндръ‚т. е. еслипериметры верхнлгои нижнлгоосно-

—

2

ваши дізлаются равными‚т.е.р=р„тодРОбЬЁЗЁЁ-ЁЬ
обращается въ

1

3р 1
„

„

бр
:Т И така, центра тяжести боковом повертности прямом

шт косой призмы, прямом) шт косого цилиндра, съ парамв/гъ-

ными основаніями, совпадаетъ съ центромъ тяжести периметра

тъчвнія, протодящаъо въ середитъ шва высоты.

95. Центръ тяжести поверхности сферическаго пояса.——Цвнтръ

тяжести повертности сферическим пояса натодитсн по вере“

дингъ лини, соединяющей центры ея основаній.

Линія, соединяющая центры освованій сферическаго пояса, е_сть
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ливія симметріи этого пояса. Если поясъ разделить равно—отсто—
нщими плоскостями параллельными его основапіямъ‚то полученные
такимъ образомъ малые пояса будутъ им'Ьть поверхности ОДНОЙ и
той же величины, атакъ какъ поверхность пояса равна пап, гд’В 11

высота, то изложенную выше теорему можно считать доказанною.
Поясъ, верхнее освованіе котораго равно нулю, имЪетъ также

центръ тяжести на, середине своей высоты. А такъ какъ такой
поясъ есть ничто другое, какъ сферическій своцъ, то можемъ ска-
зать: центра тяжести повертности сферического свода нашо—

дится на середина его высоты.

0 центрахъ тяжести тЪлъ.
96. Теорема. Если центры тяжести ватт сгъченій, сдгълан—

ныагъ въ тили, жарамелъно постоянной плоскости, находятся
на тъкоторой прямой мшты, то и центра тяжести объематтт также будетъ натодитъся на этой мита.

Дёйствительно, пусть аЬ линія, представляющая собою геомет-
рическое м'Ьсто центровъ тяжести площадей с’Бчепій, едізланныхъ
въ тЪлт; параллельно постоянной плоскости. Построимъ рядъ сёче-
Вій, очень близкихъ другъ къ другу‚ и изъ точекъ контуровъ каждого
с'Ьченін опустимъ перпендикуляры на сос'Ьднее сёченіе. Такимъ
образомъ мы составимъ рндъ прямыхъ цилиндровъ, наложенныхъ
одинъ на другой; тЪло, образованное ими, будетъ тЪмъ меньше
отличаться отъ даннаго тёма, чтЪмъ ближе будутъ расположеныс'Ьченія одн'Ь къдругимъ.

Центръ тяжести объёма каждого изъ прямыхъ цилиндровъ на-
ходитоя по середин'Ъ линіи, соединяющей центры тяжести‘ поверх—ностеи ихъ основаній, т. е. на линіи 81); след. центръ тяжеститЪла, составленного совокупностью всЪхъ малыхъ цилиндрОВЪ, будетъ
еаходиться

на линіи аЬ. ТЪло, составленное изъ цилиндровъ, можно
едЪлать сколь угодно мало отличающимся отъ даннаго тётка, про-водя с'Ьчешя на сколько возможно ближе однъ отъ другихъ. & по-
тому можно сказать, что центръ тяжести даннаго т'Ьла также на-ходится на линія 211).

Если Т'Ъло им'Ъетъ другую прямую линію, представляющую СОбОЮ
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геометрическое М'Ьсто центровъ тяжести ряда параллельныхъсёченій,

то, конечно, и на, ней находится также центр'ь тяжести тёла. От-

сюда вытекаетъ такая теорема:
Если внутри ттш существуетъ нисколько прямыазъ линіи’,

изъ которыж каждая представляете собою геометрическое мюсто

центровъ тяжести площадей ряда траллельныж шьчет'е'д этого

тгыш, то вт выше указанныя прямыя „тнт нвпремтнно пере-

спмаютсн въ одной и той же точит, которая вшьстгь съ ттмъ

есть центра тяжести тим.
97. Центръ тяжести четырегранника. Центра тяжести

четыреъранника нашодитсн на м…ш, соединяющей каждую его

вершину съ центромъ тяжести противоположной грани, @ от-

стоит?; отъ этой эроти на разстоянш равномд четвертой части

мент, соединяющей вершину съ центр. тяжести противолежа-

щей ърани. Пусть (чер. 89) четырегран. АВСВ. Соединимъ вер-

шину А съ центроыъ тяжести (32 противоположной грани ВСВ.

Линін А62 будетъ, очевидно, геометрическимъ М'Бстомъ центровъ

тяжести площадей сдвченій’ четырегранниковъ, параллельныхъ плос-

кости ВСВ. Слёдовательно, на этой линіи находится центръ тяжести

четырегранника. По той же причин!}, центръ тяжести четырегран-

вика нах0дится на лин'ш С&„соединяющей другую вершину С че-

тырегранника съ центромъ тяжести 6, противоположной грани.

Отсюда вытекаетъ сліздующан теорема:

Четыре мент, соединяющія вершины четыреъранника съ цент—

ромъ тяжести противоположнышъ сторона, перетькаются въ

центри) тяжести объёма четырезранника.

Кроша того, легко доказать, что точка (},—перес'вченіе четырехъ

линій, наХОДится отъ кажлой грани въ разстояніи равномъ четвертой

части линіи, соединяющейцентръ тяжести этой же грани съ противо-

положною вершиною.
Въ самомъ д'ЬЛ'Ь, если В середине ребра ВВ четырегранника,

'1'0, соединивъ точку Е съ двумя вершинами С и А, найдемъ, что

центр'ь тяжести (}.! треугольника ВСВ нахшдится отъ Е въ разсто-

›шіи равномъ третьей части линіи СЕ; центръ тажеети @, треуголь-
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ника ВВА нах0дитсн отъ точки Е на разстояніи равномъ третьей
части линіи АЕ, т. @. им'Ьемъ два такихъ равенства:   

ню., 1 Ее, _ 1_П : ТИ ЕС — 3'

откуда:
Ее. __ _в_ъ
ЕА “— ЕС ’

Что показываетъ, что линіл (}261 параллельна ребру АС, & изъ

пвдобныхъ треугольниковъ 61626 и АСБ _найдемъ:    
№ _ №9 _ Е_е_‹ __ ;60 __

АС "— ЕА _ 3

откуда:
(}‚е _ 1 __ ;(}‚6+(Ё _ 1+3 ""

4 °

ИЛИ:
СМС: _ і(}‚0 *— 4 ,

откуда:
6,06,6 : Т7

что и требовалось доказать.
98. Центра тяжести четыреъранника обладаетъ еще штмб

свойствомъ, что онъ нашодится на середить м…ш, соединяющей
середины двутъ катит угодно противоположнышд 19666193.

Для доказательства соедини'мъ точку Е‚_середиву ребра ВВ, СЪ

центромъ тяжести Ог. Линія Е(З находится въ плоскости АЕС И

пересёкаетъ ребро А0, противоположное ВБ, и линію 6,6… парал-
лельную этому ребру, въ точкахъ Р и Г. Изъ подобныхъ тре-
угольниковъ (ЗгЮг2 и А6}? найдемъ:

Ы _ 61”
АР __ ЁЁ'

А также, изъ подобныхъ треугольниковъ (ЗИН} и (№0 найдемъ:
Ы _ …
СР

_ (}Тэ

откуда:
в; ‹},г АР ‹}‚г№ = бхпилиъг .= Щ …
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также изъ двухъ паръ подобныхъ треугольником РДА Г., НО.}? ;:

ЕСЕ, ЕЮ2 найдемъ:

 

 

(},г Ег @; нг
“А’Е
: Е‘Р И ЕО

: Ёг>

откуда:
Си? __ СтэЁ

АЕ _“ пт
или:

ЁЁ _… (ЁГ
РС

"‘
621"

сравнивая съ (1), наХОДимъ:

(},і‘ ___ ЁЁ?
(3; _ 6,“

эта пропорцін возможна лишь при условіи равенства (+; :: Ст;

Сл'Ьд. точка і" д'Ьлитъ разстолніе 6105 на дві; равныхъ части

Теперь можно доказать, что (} есть середина лпніп ЕР. ДЪйстви-  тельно:

(}і __ (}‚г ВС, 1

ОБ
или (ЗГ: Т .

Брошь того:
ЕГ __ _Ее, __ 1

ш " (},А _
2 _»

или
. шЕі _. Т

Ол'Ъд.: ` ег  __ __гг 6Р__(`тЪ га
Е6_ЕЁ+6Г____2_+ 3 ___2,+.2_+ 3

,

‘ ОР ОР (}Р ` 1 1 1 \
Ы} : …- + нб— + Т : 91+ (5—4… „6 + ?>:ьг

‚ И такъ7 точка (} д’Ьлитъ линію‚ соединяющую противоположныя

ребра, на раввын части, а потому центръ тяжести четырехгран-
' нива наколштся'на серединъ линіи, соединяющей середины прО-

тивоположныхъ реберъ. Очевидно, что тоже самое будетъ и отно-
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сительно вс'Ьхъ другихъ линій, соединяющих!) середины противо—
положныхъ ребер'ь четырехгранника, & потому можно высказать
такую теорему: Четыре итти, соединяющія середины противо—
положныж реберъ четырвжранника, пересгькыются вижочню, лс-
жищей на, сервдить каждто изд тож; точка, эта, есть центра
тяжести четырежранншса.

99. Центръ тяжести объема пирамиды и конуса.——Центръ
пшжвспш объема пирамиды, шт конуса съ нажима угодно осно—

ваніемъ, совпадаетъ съ центромъ тяжести площади сгьченг'я, ашрам-
„ъелънто основанг'ю и отстоящщо отъ этого основаш'я на раз—
стоят'и равномъ четверти высоты пирамиды гии конуса.

Докажемъ теорему сначала, для пирамиды. Для этого ироведемъ
діагонали изъ одной вершины многоугольника основанін пирамиды,
и разложимъ пирамиду на четырехгранники, цроволн плоскости
черезъ эти діагонали и черезъ вершину пирамиды.

Центръ тяжести каждаго изъ этих'ь четырехгранниковъ совпа—
даетъ съ цевтромъ тяжести треугольника сёченін, ироведеннаго
параллельно освованію пирамиды и отстонщаш отъ основанін на
четверть высоты пирамиды. Объем'ь четырехгранвика пропорціОНа'
ленъ площади треугольнаго стЪченіл. И такъ, чтобы им'Ьть центръ
тяжести пирамиды, достаточно къ центру “тяжести треугольнаго с'Ь-
ченш казкдои треугольной пирамиды приложить силу‚ ПрОПОРЦіО‘
нальную его площади, и отыскать центръ всёхъ этихъ параллель-
НЫХЪ СИЛЪ, ИЛИ‚другими словами, надо найти центръ тяжести пло-
ЩМИ многоугольника сЪченіл пирамицы, о'гстонщаго отъ основанін

1
пираМИДы на Т ВЫСОТЫ В.Я.

Полученныи выволъ в'ізренъ, о какомъ бы
была пирамида вписанная въ конусъ, &, слізд. этотъ выводъ также
В'Ьренъ и для конуса.

числі; граней НИ

100. Центръ тяжести объема ус’Вченной пирамиды и ЦеНТР'Ьтяжести объема уеЪченнаго кон

вашими АВСВЕ и аЬсёе. Продолжимъ грани. ус'Ьченной пираМИДЬЬтакъ чтобы составилась ц'Ьлан пирамща съ вершиной 8. ПУСТЬ‹ " '(}2 и &, центры тяжести пирамид'ь ЗАВСВЕ и За…Ьсде; 622 И 91величины ихъ объемовъ. Точки 62 и 61 нах0дн'1сн на чиніи сое-
_

*
7 .
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диннющей вершину 8 съ центрами тяжести (ЗН? и (&', основаній

и отстонтъ отъ соотвЪтствующихъ основаній на разстонніи равиомъ

четвертой части высот'ь БСН.2 и 86'1. Слёд. центръ тяжести ус'Ь-

ченной пирамиды находится также на, этой линіи. Такъ какъ объемъ

ус'Ьченной пирамиды равенъ разности объемовъ пирамид'ь БАВСВЕ

и 8аЬсс1е, то, чтобы получить центръ тяжести Ог усйзченной шара-

миды, достаточно къ центрамъ тяжести (Зг2 и (Зг1 приложить силы

пропорціональныя объемамъ пирамидъ,параллельнын и противопо-

ложныхъ знаковъ и отыскать центръ этпхъ параллельныхъ силъ.

Точка Ог должна д'Ьли'гЬ разстонніе менсду центрами тяжести Г}! и

%, такъ чтобы части эти были обратно пропорціоиальпы объемамъ,

т. е. чтобъ существовала, (парагр. 61) пропорція: (Ю, __ («21 Ч, _…“ Баз

гк?
”’ "Щ” _?

”" ч, “* № =“ъд-
(Ш.2 Баз

_6—ёіі‹
‘ 7333

(1)

Постараемся заманить отношеніе нубовъ отношеніемъ линейныхъ

величинъ; съ этою ц'Ьлью проведемъ изъ точки' 8 какую угощю ли-

нію ЗР и опишемъ изъ центра 8 дуги БА и За. АА’ и аа' радіусами. Про-

ведемъ линіи Аа] и А'а; возьмемъ на БР какую угодно длину БГ.,

проведемъ Нк параллельно Аа', Ш параллельно аА' и № параллельно

Аа, теща… будемъ им'Ьть слёдующіл пропорціи:
ЗЁЁБа/_—‚_8Ё_"з1‹"8А“’8А
ЗК.…ЁЗ__Ё%_’зГ‘БА"5А
51-__Бі___5_а_
5135“ 5А‘8А

умножая почленпо эти пропорціи и сокращая общих'ь множителей,

вайдемъ:
$6 $33,-
в?] '“ “ЗАЗ”

 
сравнивая эту пропорцію съ (1), получимъ:

…% __ ‚ЁД
664 __

$111

КУРОЪ СТАТИБИ.
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Теперь остается только построить графически эту пропорцію,

для чего черезъ точку (Зг1 проведемъ линію произвольного направле-
нін, такъ чтобы (},Ь было равно Вт и черезъ точку 62 параллель-
ную 6114, и отложимъ 62М=81<; зат'Ьмъц соединимъ точки 11 Н М,
то лвнія ЬМ встр'Ьтитъ линію 6,65 въ искомой точкъ (д‘. 'Гакія же
точно построенін надо сд'Ьлать для полученія центра тяжести усё:—
ченнаго конуса,.

101. Центръ тяжести объема какого угодно многогранника.
Каждой многогранникъ можетъ быть разложенъ на, пирамиды или
на четырехгранники, слтЪдовательно всегда можно найти центр'ь
тяжести объема какого уголно многогранника.

102. Центръ тяжести объема оферическаго сектора. Если въ

шаровой поверхности сектора будетъ вписана многогранная по-
верхность съ большимъ числомъ граней, то, соединивъ центръ сек-
тора, съ вершинами граней этой поверхности, иолучимъ большое
число многогранныхъ пирамилъ. Поэтому объемъ шарового сектора
можетъ быть разсмотриваемъ какъ предізлъ всъхъ этихъ пирамидъ,
радіусъ же сектора можетъ быть разсматриваемъ какъ предёлъ вы-
сотъ этихъ пирамидъ, & потому можно сказать, что центры тяжести
малыхъ пирамиды изъ которыхъ составляется объемъ сектора, на-
хоцятсл на части шаровой поверхности, описанной радіусомъ рав—
нымъ %„, радіуса сектора, т. е. ‚центра тяжести секторы соот-
диета съ цвнтромъ тяжести сферического свода., „Одера'ностд
которого описана изъ центра сектора радіусомд равнымд “„
радіуса сектора.

103. Центръ тажести части объема еферическаго свода. Раз—
смотримъ (чер. 91) часть сферической поверхности, полученной отъ
полуоборота кольца А2А,В2В„ заключеннаго мезКДу двумя кон—
центрическими дугами круга, и двумя нормальными А.,А1 И В2В|къ этимъ дугамъ, вокругъ оси 002, проходящей черезн'ь серединыдугъ. Ливш ОСЗ2 будетъ линіей симметріи: на которой находитсяискомый центръ тяжести (}. Пусть 62 и @, центры тяжести сен-
горовъ ОА‚В2 и, ОАів '

Величина объема,и 92 И @, ихъ объемы.
кольца выразится разностью объемовъ сектором), поэтому, чтобы"И (1, нужно приложить къ 'гочкамъ
найти искомый Центръ тлжест(‘, и '‚‚ (}, силы параллельнын, пропорцюнальнын объемамъ (2,2 И% ПРотивоположныхъ знаковъ; Центръ этихъ параллельны“ сить
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разд'Ьлит'ь линію (Чгф‘г2 на части обратно пропорціональныя объемамъ

секторовъ, т. @. будетъ существовать сл'Ьдующая пропорцін:

66! __ ‘“!“1

№, " 9;
но

Чи _; Ш
%

_” ОА.“ ’

слгіздовательно ‚
(ЁЁ __ 03%“?
@@

*—
ОАЭ

'

Зам'Ьнимъ въ этой пропорціи отношеніе кубовъ линейными ве-

личинами, съ этою Ц'Ьлью проведемъ линіи АЮ1 и А‚С2. ‚‘Зозьмем'ь

на ОА? произвольную длину ОК и проведем'ь КЬ параллельно

А‚С._,‚ ЬМ параллельно ЦА? [4 МП параллельно А1С›._‚
тогда, можемъ

написать такіл пропорціи:

…, ‚ 953 ‚ 03;
ОК" ОА, ОА"

033 _ № „ %
ОЬ
‘ ос

” ОА,’

911 _- щ, …… “Ав
ОМ

”‘ ()А‘ ’ ОА,’

ПЭРВМНОЖЁЪН ИХЪ МЕЖДУ (3060107 ПОЛУЧИМЪі

 
пы ПА;
ок '"“ (›Ад

&, слёдовательно,
933; 66…
ОИ

_ (Юг, '

Теперь остается только построить графически эту пропорціщ

для чего черезъ Ог, проведемъ линію какого угодно направленія п

отложимъ 61Р=0Ы и черезъ 62 проведемъ параллельную 1’1Р и

о'гложимъ 622=0К; тогда линія РИ пересйчетъ радіусъ ОС2 въ

искомомъ центрі; тяжести.
6$



84

Общія свойства центровъ тяжестей.
104. Такъ какъ в'Ьсъ Мала можетъ быть разсматриваемъ, какъ опре-

д'ізленнал сила, пропорціональнал массъ Мала, и такъ какъ в'Ьсаот-
д'Ьльныхъ тёлъ, составляющихъ систему‚ могутъ быть разсма'грива-
емы, какъ силы параллельныя, то, На основаніи параграфа 67,
можно высказать сліздующую теорему:

Теорема. Разстояніе центра тяжести системы сколыттъ
ушдно ттьлъ отъ какой нибудь плоскоСтго равно сумм”; момен-
товъ иж вгьсовз шт суммгь моментовъ ит масса относительно
этой плотовтго, раздгменной на сумму втж вюсовъ или на сум-
му всшсд масса.

Для нахождевія полоЖенія въ пространствъ центра, тяжести
системы т'Ьлъ или массъ необх0димо вычислить разстояніе его
до трехъ взаимно перпендикулярныхъ плоскостей.

Если всё массы равны, то разстояніе центра тяжести системы
до какой либо плоскости будетъ равно средней ариеметичесыой
разстояній до той же плоскости центровъ тяжести вс'Ьхъ тълъ
системы.

Если плоскость, относительно которойберутся моменты, прО-
ХОДИТ'Ь чрезъ центръ тяжести системы тёлъ или системы массы
то разстонпіе центра, тяжести до этой плоскости равно нулю.
Отсюда вытекаетъ такая теорема:

Теорема. Сумма моментовъ втьсовд шт сумма моментовъ
масса системы ттт относительно какой угодно плоскогти
прошоднщей чрева центра тяжести системы, равна нулю,`И обратно:

Теорема. Если сумма моментовъ вжовъ имт масса системыттт, относителъно какой либо плоскости, равна нулю, то этаплоскость прошодмтъ чреза центр?; тяжести системы.Изъ только что высказанныхъ теоремъ, съ полною очевидностью,
вытекаетъ слйдующая теорема…

Теорема. Если плоскостъ, относительно имоменты, прототипа чрева центра тяжести симоментовъ масса шт джава, лежащежъ по окостщ равна сумм”, моментовъ масса
другую сторону той же плоскости,

оторои’ берутся
ствмы‚ то сумма

дну сторону плос-
шш вюсовъ, лежащиж ио
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Если центры тяжести канадаго изъ тёлъ системы находятся въ

одной плоскости, то и центръ тяжести системы находится въ той

же плоскости, и положевіе его опредЪлитсщ если будутъ изв’Ьстны

разстолпія его до двухъ перпендикулярныхъ осей, нахоцящихся

въ той же плоскости, а потому можно высказать такую теорему:

Теорема. Разстоят'я до двуж иерпендшсулярныэсд осей отъ

центра. тяжести системы тиши„ отдгмъньт центры тяжести

которышъ нашодятся въ одной плоскости, равны частнымъ отъ

дгьленія сумма моментовъ масса, взятыж относительно этитъ

осей на сумму ветви масса.

При этомъ моменты массъ, лежащихъ по одну сторону пряа

мыхъ, будутъ положительнымща моменты массъ, лежащихъ по дру-

гую сторону прямыхъ, будутъ отрицательными.
Если центры тяжести всізхъ тізлъ системы находятся на одной

прямой, то положеніе центра тяжести системы можетъ быть опред’В—

лено напр. относительно плоскости перпендикулярной къ линіи

расположены всёхъ центровъ тяжестш или относительно точки

перес’Бчевія этой линіи съ плоскостью и, въ этомъ случаіэ, можно

высказать такую теорему:
Теорема. Разстоянів центра тяжести системы томъ, центры

тяжести которыж натодятгя на одной мент, тт; какой либо

точки, натодящейся на этой лают, равно частному тт; дюже-

т'я суммы моментовъ маст, относителъно (той же точки. на.

сумму втътъ масса.

Свойства паръ.

105. Мы видели, .какую важную роль играютъ пары въ 'георіи

равнов'Ъсія силъ; этимъ меТОДомъ часто пользуются въ механик'іъ по-

этому необходимо ознакомиться съ прочими свойствами паръ, до

сихъ поръ еще не разсмотрёнными.
Парамъ, находящимся въ одной и той же плоскости, даютъ зна—

ки + или _, слЪдуя правилу знаковъ момен'говъ силъ. Моментъ

пары считается положительнымъ когда… пара стремится повернуть

плечо пары сл'Ьва на право, и отрицательнымц когда пара

стремится повернуть плечо справа налево. Чер. 92 о'гв'Ёчшч‘ъ
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первому случаю. Чер. 93 отвйчаетъ 2-му случаю. Когда говоримъ
о стремленіи пары повернуть плечо пары, то разум'Ьемъ только
фиктивное переміщеніе, вв0димое для большого уясненія свойствъ
паръ.

Моментъ пары можетъ быть представленъ площадью парад.
лелограмма съ основаніемъ равнымъ силъ Р и высотою равной
разстоянію менсду силами. Плоскость, въ которой находятся силы
пары, обыкновенно называютъ плоскостью пары. ()бозначаюгь нары
такъ: (Р‚——Р).

106. Теорема. Ден, миры, м.шьющг'я равнин силы, прени-
женныя къ одному го тому же плечу, но нктравмніп ‚штен-
товъ которыж различно, уравновгьшиваются. -

Пусть им'Ьемъ двЪ пары (Р‚— Р) и (Р„—Р‚) (чер. 94), силы
которых'ь равны между собою, приложенныхъ къ плечу аЬ. Нара
(Р‚—Р) стремится вращать плечо` свое справо налЪ‘вщ пара
Р„-—Р‚А) стремится вращать свое плечо слйзва направо, стіц.
моментъ 1-й пары отрицательный, а моментъ 2-й пары положи-
тельный. Четыре силы двухъ паръ можно разсма'гривать‚какъ ири—
ложеннын попарно къ точкамъ а и Ь. Силы равпыя и крошко—
положньщ` приложеннын къ точк'Ь а, уравновъшиваютсн. ТОЧНО
также дВ’Ь силы, равнын противоположныя,"приложенным къ ТОЧ-
къ Ь‚ также уравновЪшиваютсл, слЪд. дізйствіе паръ уничтожается или,
другими словами, он'Ь уравновіэшиваю'гся.

Теорема. Не измгьняя дгьйствія пары, ее можно повернуть …!
никой угодно узолъ въ ея плоскости около точки, 'наэшжщч'с/И’ЛГЯ ””
середингь ея плеча.

_

Предположимъ, что им'іземъ пару (Р‚-—Р)‚ силы которой иеР'
цендикулярны къ ея плечу (чер. 95). Проведемъ чрезъ серединуен плеча ‹: линію (іі' равную плечу 81) и приложимъ къ концамъэтои линіи, перпендикулярно къ ней, по дв'Ь силы Р[ и Р, ПрОТИвоположныхъ направленій и равныя сил'Ь Р.

Силы, вновь приложенным,буду'гъ уравновЪшива
гл'Ьд. прпбавленіе ихъ не изм'Ьннетъ

Направлепія силъ Р._, и Р., пересдвихъ въ эту т
пройдетъ …)

Ликін эта

ться межлу собою,
д’Ьйствіл данныхъ цар'ь.
каются въ точюв [‹. Перенесн

очку.
и вложим, цайдемъ, что равношізйствующан ихълпши равноцёлкщей уголъ, составленной силами.„очевидно, пройдет, чрез'ь точку (:. Точно также на-
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правлепія другихъ двухъ силъ Р и Р2 пересёкаются въ точк'Ь 1,

аравнодгЪйствующан ихъ проходитъ по раВНОД'ЁЛЯЩЭЙ уголъ, состав-

ленный этими силами, пр0х0дящей чрезъточку 0. Эти двйз новыя рав-

нодізйствующія равны между собою, такъ какъ ихъ слагающія также

равны между собою. 01115 д'Ьйствуютъ 110 линіи … и при томъ въ развыя

сторвы7 сліэд. ОН'Ь уравновімпиваются1 и остается двъ параллельныхъ

силы Р‘ и Р„ д’Бйствующія въ развыя стороны на концахъ плеча СП
_

Такимъ образом'ь‚безъ изм'Ьненін д'Ьйствія пары, ова замёнена дру-

гою, лежащею съ нею въ одной плоскости, имёющею силы равныя

силамъ данной пары и плечо равное плечу данной пары, но толь—

ко плаче повернута на, произвольный уголъ вонругъ середины плеча

даннои пары.
108. Теорема.——Не нарушая дтіствія жары, ее можно пере-

нести пщшмелъно самой 066% ед ея плоскости.

Пусть дана пара (Рі—РЬ 81) ед плечо. Силы перпендикулярны къ

плечу (чер. 96). Проведемъ, гд'Ь угодно въ плоскости пары, линію са,

равную и параллельнуюплечу аЬ. Приложимъ къ концамъ этой ливіи,

педъ прямыми къ ней углами, по 11813 силы равныхъ и противополож-

ныхъ, и притомъ равныхъ силамъ данной пары. Очевидно, отъ

такого прибавленін ни равновізсіе, ни движеніе не можетъ быть

нарушено. Соединимъ точку & съ (1, & точку Ь съ с. Полученныя

такимъ образомъ линіи будутъ діагоналями паралеллограмыа, пере-

сёкающимися въ то…; 1“, лежащей на ихъ серединъ. Силы Р и 132

равныя, параллельныщ дёйствующін въ точкахъ Ь и (1 въ Одну

сторону, дадутъ развед'Ьйствующущ равную сумм'Ъ составляющихъ

и приложенную въ точк’ё і“ равноотстонщей отъ обёихъ силъ. Точно

также дв'Ь равнын параллельныя силы Р и Р.), д'Ъйствующія въ

Одну сторону въ точкахъ ‹: и Ь, дадутъ равнод’ізйствующую равную

ихъ сумміз, приложенную въ точк’Б { и направленную въ ту же

сторону; какъ и 01313 сами. А потому полученнын дві; равнод'Ьй—

ствующіщ будучи равными и направленными въ разнын стороны,

должны уравнов'вситься‚ и такимъ образомъ останутся дві; силы

Р1 и Р1 параллельныя, д'Бйствующія въ разныя стороны на кон—

цахъ плеча сё, параллельнаго плечу данной пары и лежащаго въ

плоскости данной пары, т. е.! теорема доказана.

109. Тавъ какъ пара можетъ быть перенесена, параллельно са-

мой себгЬ въ своей плоскости и повернута на какой угадно уголъ,
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то можетъ сказать: всякая пара, можетъ бытъ замгънена такою же
паром), расположенном какъ угодно въ ея плоскости.

110. Теорема. Не нарушаяравновжъ'я, пару мо ›юно перенести
въ другую плоскость ей иарамвльнущ лишь бы плечо пары въ‘

ея новомъ положвнт было параллельно плечу данной пары.
Пусть дана пара (Р‚—`—Р)‚ лежащая въ плоскости ПП (чер. 97 ) ст.

силами перпендикулярными къ плечу аЬ'. Возьмемъ на плоскости ПДЧ„
параллельной плоскости МЫ, линію сс! равную и параллельнуюплечу
аЬ. Приложимъ къ концамъ рычага её по дв'Ь силы равныхъ и противт
положныхъ. Очевидно, отъ прибавленіяэтихъ 4силъ д'Ьйствіепары не

будетъ изм'Ьнено. Соединимъ между собой точки &, и ‹1, а также Ь и с.

Полученныя линіи будутъ діаговалями параллелограмма, перес'Ь-
нающимися въ точк'Ь- Г, лежащей на ихъ серединё; точка Р` отстоитъ
На равныхъ разстонніяхъ отъ силъ Р и Рі. Силы Р И Р], д'Ьй-

ствующія въ точкахъ Ь и (1, равныя, параллельныя и дёйствующія
въ Одну сторону сложатся въ одну равводёйствующую, равную ихъ
суммъ, дёйствующую въ одну съ ними сторону и приложенную къ
'гочк'Ь і'. Точно также силы Р и Р] равныя, параллельныя и Д'Вй

ствующін въ точкахъ а и ‹1 въ одну сторону, дадутъ равнодъй—
ствующую, приложенную въ точк'Ь {`, равную и противоположную
преДЫДуще'й равнодёйствующей. Слёдовательнщ полученнын 11813

равнодййствующія уничтожатся, и такимъ образомъ останутся только
дв’Ь силы Р2 и Р2‚параллеЛЬНЬ1н‚ равнын и противопрложнын, дёй-
ствующія на концахъ плеча ссі. Итакъ, данная пара заМ'Ьнена
другом лежащею 'въ плоскости параллельной, т. @. теорема дО-
казана.

111. Такъ какъ пара, можетъ быть перенесена въ другую плос-
кость параллельно самой себ'Ь, &, зат'Ьмъ въ этой новой плоскости
ПОВВРНУ'Щ на какой УГОДНО уюлъ, то мы можемъ высказать слёдую-
щую теорему: _

Теорема. Пара можетъ бытъ ‚гамгънвна такою же широт, ле-
жащего иди, угодно 87, плоскости, гг((р((‚л_/‚д_‚‚п‚нод. плоскости данной
пары.

7 " ‚112. Георема. Лара можетъ бытъ замптсна другою МРОЮи.тьющто кат'я угодно силлы7 но плечо такое.! ’новом пары равенд моменту данной.
Пусть им'Ьемъ пару (Р‚—-—Р) съ плечо

что момента этои?

мъ аЬ (чер. 98).
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Предолжимъ плечо аЬ до точки с. Приложимъ къ точкамъ Б и

с по дв'Ь силы равныхъ и противоположпыхъ, т. е. приложимъ дві;

равныхъ пары (Р,„——Р,) и (Р„——-Р2); отъ прибавленія ихъ д'Ъй-

ствіе данной пары нисколько не нарушится; величину этихъ силъ

выберемъ такую, чтобы отвошеніе между ними и величиною силы

данной пары было обратно пропорціонально отношенію между

линіями аЬ и №., 'г. е. выберемъ такт, эту силу, чтобы существо—

вала пропорцін:
_‚Р‚„_‚Р‚__ … б р 1

о

1, _—
Р»; аЬ , или, что ы момепн. >< {н даннои пары

равнялся бы моменту пары (Р„—-Р‚) пли моменту пары (Р2‚_—Р‚).

Но, съ другой стороны,сила‚ приложенная 1:1. а, и сила Р, прило-

женная къ с‚ какъ параллельнын, д'Ьйс'гвующія въ Одну сторону,

сложатся въ Одну равнод'вйствующущд'Ъйствующую въ ту же сто—

рону, какъ и данныл силы, приложенныя 1З'Ь'ГОЧК'Ё„ д'Блящей линію

ас на части обратно пропорціональпыя силаиъ Р и Р,. Но такая

точка, по условію выбора силы Р„ есть точка 1), сл'Ьдовательно эта

равнод'Ьйствующал, равная Р + Р„ будетъ уравновізшиватьсн съ

силою ей противоположного, & потому останется вмізсто данной

пары и четырехъ приложенныхъ силъ‚"_пара‚ (Раг—Рэ), плечо кото—

рай равно Ьс, & моментъ равенъ моменту данной пары. (Срав. съ

параг. 48).
113. Ось пары. Только что доказанныя теор. показывать что д'Ъй-

ствіе пары будетъ вполн'Ь опредЪлено, когда, будетъ ИЗВ'Ьстно положеніе

плоск. ея д'Вйствія, & также направленіе ен момента. Вмічсто

плоскости пары можетъ быть взятъ перпендикуляръ къ ней, а на

немъ длина, равная моменту пары, отложенная въ опредізленномъ

масштаб'Ь. Длина 121 направленіе этой прямой опредЪляетъ за разъ

моментъ парьц и плоскос'гь‚въ которой она… д'Ьйствуетъ. Эта прн—

мші можетъ быть перемёщаема, какъ угоцно, лишь бЫ только не

изм'Ьнялась параллельность меЖду вс'Ьми ея положенінми, сл'Ьд.

положеніе ен въ пространствіъ неопред'Ъленно. Направленіе этой

прямой служитъ къ опредт‘эленію направленія пары, для чего по

направленію этой линіи надо вообразить наблюдателя,стоящаго на,

плоскости и вилящаго пару, стремящуюся д'Ьйс'гвовать по Напра—

вленію положительныхъ вращеній, т. е. слізва направо. Прямая

опред'Ьленной
величины, построенная тавимъ 06разомъ, опред’ічлен-
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ная направленіомъ, но не положеніемъ въ пространствъ, назы—
вается осью шары.

Сложеніе и разложеніе паръ.
114. Оложеніе двух'ь парЪ, расположенных'ъ въ одной и той же

плоскости или плоскостяхъ параллельныхъ. Предположим, что
ИМЁВМ'Ь двп“) пары (Р,—Р) и (Р ,„———Р‚) длина плеча первой пары пусть
будетъ р, тогда, моментъ ея равенъ Рр со знакомъ + или знакомъ ——

_

смотря по тому, въ какомъ направленіи пара д'Ьйствуетъ. Мы
можем?допустим., что знанъ момеНта зависитъ отъ знака, Р И что
другоомножитель р взятъ по абсолютной его величиніч. Сила Р1 второи

пары взята, съ соотв'Ьтствующимъ знакомъ, и плечо ея р, раз—
сматриваетсн положительнымъ. Замізнимъ пару Р‚р| порою Р…гр.
иміпощею тоже плечо‚что и первая пара‚ т. е. допустим'ь Р,р,=Р._‚р-
Тогда будемъ им'ізть дв'Ь пары Рр и Р2р‚ имёющія ОДН'Ь и №
же плечи. Пару Р2р перенесемъ въ ея плоскости или въ

плоскостьей параллельную и повернемъ ее, такъ чтобы соотв'Ьтствующю
концы плечъ пары совпали. Силы двухъ паръ д'ЬйствуюЩихъ на
каждомъ ковцЪ плеча, сложатся въ одну силу (Р+Р2). И такимъ
образомъ получится новая пара„ моментъ которой равен'ЫР1 + Р.)) р,
т.е. момент:; равнодтйствующвй пары равенъ амебртескоп ‹:уммм
моментовд составляющиж тра. Это предложеніе распростра-няется на какое УРОДНО число паръ и приводит'ь къ сл'ЬдуЮНЮЙ
теорем'Ь.

Теорема. Моментъ равнодтйствующей пары какого угодночисла данныж пара, натодящижя въ одной плоскости или дд пи
раллелъныж плоскостятщравенъ алгебрической сулит; моментовд
тора составляющиж.

А такъ какъ оси пар'ь ничто иное, какъ ихъ линейные моменты,то можно сказать также: осъ равнодгы‘сствдг/ющей отчисла пира, лежащишъ въ одной плот:
рамелъныт, равна алгебрической @или осъ равнод7ьйотвующей парь()(тнышъ пира,

ры какого угтдНд
ости, или плоскостяяэд т:—

уммм осей пара соспа'10ляютитдэ
‹ есть равнодиьйст-гующмя ()./гей

сложенныж какъ силы
115. Сложеніедвухъ паръ, расположенныхъвъ переоЪкающихсЯплоскостяхъ. Оложимъ дв’Ё пары (Р‚——Р) И (Р,‚—Р,). Можно пере-
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М'Ъстить каждую изъ этихъ двухъ паръ такимъ образомъ, чтобы плечи

ихъ были расположены на прямой перес'Ьченія плоскостей данныхъ

паръ. Затіэмъ, можно зам'Ьнить одну изъ нихъ парой, им’Ьющей такое

же плечо., какъ и друган пара, & моментъ равный прежней шарж.

Пусть АВ общее плечо Въ точнам'ь А и В мы получимъ по двж силы

Р‘ и Р._‚‚ направленнын въ разнын стороны отъ .чиніи перес'в-

ченін этихъ плоскостей, перпендинулнрнын къ АВ и лежащін въ

плоскостлхъ данныхъ пар'ь. Складывнн эти силы, получимъ ихъ

равнод'Ьйствующін, д'Ъйс'гвующін перпендикулнрно къ плечу АВ

въ конечныхъ его точкахъ А и 87 но въ рнзпын стороны., т. е. по—

лучимъ пару. Называя равнодЪйствующую
СИ…‘і'Ь Р‘ и Р._, буквою И,

мы будемъ имжты сліздовательно, пару (Н„ _ыі)_

Построимт') оси данныхъ царь и равнодЪйствующей пары. Для

этого, изъ точки А возс'гановимъ перпендикулнры н'ь плоскостнмъ

наш„ о'гложим'ь въ маштаб'в па этихъ прямыхъ длины равнын соот—

В'Б'гствующимъ парамъ. Всі} эти прямын будуть перпендикулярны

къ АВ и будутъ проходить чрезъ Одну точку он А, сл'Вд. вс'і; он'Ь

будуть находиться въ плоскости перпендикулярной къ А8, и такъ

какъ эти линін пропорціональны силамъ Рд Р2 и В, то можно ска.

зать, что ось равнОДЪйствующей пары получается изъ осей сла—

гаемых'ь паръ, точно также какъ равнодёйствуюпшн сила полу—

чается изъ слагаемыхъ силъ.

Такимъ образомъ можно высказать ол'Ьдующее правило: При

‹т/гоженіи двушд ш… тьсколъкшж пара,расположенныт въ плоско—

стяхъ пвретьксъющижя, надо перенести всп, пары така чтобы

плечи иж шли по одному направммію, зттьмд построить ош

пары возставляя перпендикуляры къ плоскостямъ поръ изъ какой

либо общей имъ точки, сложить эти оси какъ силы; равнодгьй-

ствующан шва будетъ осью равнодтаствующмі пары.

116. Изъ предыдущаго доказательства вытекаетъ то сліздствіе,

что дВ'Ь пары., лежащіп въ плоскостях!) пересёкающщсн, никогда

не могуть уничтожить другъ друга или уравновёситьсщ & всегда

им'Ьютъ равнодёйствующую пару.
117. Если силы пары умножить на н'Ькоторое число щ не из-

М'Ьння ен плеча, то моментъ пары также увеличится въ 11 раз'ь.

Къ этому же можно придти складываніемъ п равныхъ паръ, или

сложеніемъ 11 Царь, моменты которых'ь равны межлу собою. Въ то…,



случай; момен'гъ равнод'Ьйствующей пары будетъ равен'ь п, разъ взя-
тому моменту первоначальной пары. ИЗЪ этого можемъ вывести за-
ключеніе, что энерж'и двуть парез относятся между собою, какъ мо-
менты нард. Поэтому часто пары обозначаютъ ихъ моментами,
такъ‚ если будетъ сказано парац—Ху` это значитъ, что д'Ьло идет.
0 пар'Ь (Х1—Х) съ плечемъ у.

118. Посл'Ь всего вышеизложеннаго мы можетъ высказать сліз-
дующую теорему, не доказывая ея:

Теорема. Всякую пару можно разложить на доп, мм ть-
снолъко пара, ложащишъ за одной съ ней плоскости шт въ плоско—
стяасъ параллельныж. _

119. Теорема. Всякую пару можно разложить на доп; тары, ле-
жащія од двут плоскостяаж, пересгшающижя 970 направленіт плеча
данной пары. Плечо составляющихъ паръ будетъ равно плечу дап—
ной .пары; силы составляющихъ паръ будутъ равны составляющижь
силы данной пары, & величина, ихъ будетъ зависйть отъ величины
угловъ, составленныхъ плоскостью данной пары съ плоскостями парт»
слагающихъ.

120. Теорема. Всяжую пару можно разложить на деть пары,
силы которыж равны силамд данной пары, а этот! путь ‚тнт
шара.телозрамма, дішоналъ жоторазо равна, плечу данной пары.
Пусть будетъ дана пара (Р‚——Р) лежащая въ плоскости ОЫ (чер.
99) съ плечемъ равнымъ ос и требуется ее разложить на, дві; парЫ‚
лежащія въ плоскостнхъ ОЫ1 и ОЫ2 пересёкающихсл съ плоскостью
данной пары по линіи.01). Перенесемъ и повернемъ данную пару
въ ен плоскостщтакъ чтобы Одинъ конецъ плеча совпадалъ съ точного
О и сила пары, приложенная къ этому концу‚ была, направлена по
линіи 01). Проведя чрезъ плечо данной пары плоскость, пересёкаю-
щую плоскости ОЪТ1 и 0Ы2‚построимъ 113—00, какъ на діаговалъ,
параллелограмъіъ АВОВ и въ точк'Ь В въ плоскости ОМ2 приложимъ
дві; силы равныхъ и противоположныхъ, равныхъ Р. Такимъ обра-зомъ получимъ дві; пары: одну (Р,…Р) съ плечемъ ОВ, лежащуювъ плоскости ОК.и АРУГУЮ (Р‚—_Р) съ плечемъ ВС, лежащую въ
плоскости параллельной плоскости ОМ,; эту посл'Ьднюю пару можно
перенести въ плоскость ОН]. И такъ теорема доказана.

Зам'ізтимъ при этомъ, что пара, лежащая въ плоскости ОН?, стре-мится вращать свое плечо справо нал'Ьво‚ сл'ЬД. момен'гъ ея отри
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цательвый‚ & иара,лежащая въ плоскости ОМ, стремится вращать

свое плечо слёва направо, или по направленію движенія часовыхъ

стр'Ьлокъ. сл'іэд. моментъ ея положительный.

121. Всякую жару можно разложить но три иры, располо-

жвнныя въ трата ‚какиета угодно дыоскостяшщ не шарм…‚иелъныааъ

друга другу. Для этого достаточно провести чрезъ н'Ъкоторую точку

оси данной пары иерцендиыулнры къ трем`ъ плоскостями зат'Ьмъ

разложить ось по ребрамъ трехгранника‚составленного этими пер—

пендикулярами. Составляющія будутъ соотвіз'гствеиными осями иско-

мыхъ паръ.
Этого же можно достигнуть раздавал пару непосредственно на

три пары, лежащія напр. въ координатныхъ ирнмоугольныхъ пло-

скостяхъ. Пусть ИМ’ЁВМЪ пару (Р,»Р) съ плечемъ ОМ (чер. 100).

Спроэктируемъ силы пары на, три координатных оси, начало кото-

рыхъ возьмемъ прох0днщимъ черезъ точку приложенія силы Р. Пусть

проэкціи силы Р будутъ Х, У и И., проэкціи силы—Р будутъ——Х‚——

У‚——2; такимъ образомъ получимъ три пары'(Х,——-Х)‚ (У,;У) и

(%,—2), плечи которыхъ лежатъ въ плоскостяхъ перпендикулярныхъ

къ направленіямъ силъ Х‚ У и & сл'ЬД. плечо пары (Х‚——Х) будетъ Ма,

плечо пары (%,—2) будетъ Мс и плечо пары (У‚——У) будетъ МЬ; плечи

Ма, МЬ и Мс суть діагоналипараллелошаммовъ, стороны которыхърав-

ны координатамъ точки М. Разложимъ каждую изъ трехъ паръ на дві},

Такъ чтобы плечи составляющихъ паръ были равны сторонамъ этихъ

параллелограммовъ‚ т. е. были р&вны координатам точки М, Тогда

получим'ь, что пара (Х‚———Х) съ плечемъ Ма зам'Ьнитсл двумя па-

рамщодною (Х‚———Х) съ плечемъ @ и моментомъ Хи…) лежащею въ

плоскости ЪОХ и парою (Х‚——Х) съ плечемъ у и моментомъ Ху,
лё—

жащею въ плоскости УОХ; пара (2‚———2) съ плечемъ Мс замЪнитс'н

двумя парами‚——0дною (2‚-—-2) съ плечемъ х и моментомъ—Их, ло-

жащею въ плоскости %ОХ и парою (%,—%) съ плечемъ у и момен—

томъ [у, лежащею въ плоскости 20$; и наконец'ь пара (У‚——У)

съ плечемъ МЬ зам'Ьнитсн двумя парами„щною (У,——У) съ плечем'ь

х и моментомъ Ух, лежащею въ плоскости УОХ, и парою (Ж—У)

съ плечемъ %, моментомъ—УЪ, лежащею въ плоскости 20$. Такимъ

образомъ мы будемъ им'Бть въ каждой плоскости ыоординатъ по дві;

.

пары, которыя можно сложить и получится три пары.

122. Аналитичеокш выраженія моментовъ проекцій пары на
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координатныхъ плоокостяхъ. Выше мы видёли, что пару можно раз-
ложить на шесть паръ, лежащихъ въ координатныхъ плоскостяхъ,—
именно имЪли:

въ плоск. УО'А пары: [у и —' Уи

въ плеск. ХОИ пары: Хи и — 2х
въ плоск. ХОУ пары: Ух и —— Ху

Складыван ихъ между собою, найдемъс

Ъ :'Ау —Уи
М=ХЪ—ИХ (1)

Ы=Ух——Ху
Называя ось или линейный момен'гъ данной йары ( [),—Р) буквою

(} и разлагая его на три координатнын оси, получимъ три оси пар'ь,
лежащихъ на координатныхъплоскостяхъ, или ихъ линейные моменты,
выраженные формулами (1); такъ что, если углы, составленные осью
данной пары съ осями координатъ, означимъ буквами Ж ри ч., то мо-
жемъ написать:

(}созХ:2у—Уи:Ь
600$ р:Хи——2х:М
(}сов\›:Ух—Ху=1\1

Если сравнимъ формулы, выведенныя зд'Ьсь‚ съ формулами, выве-
денвыми въ параграф]; 56, то должны будемъ сказать, что моменты
проэкцій пары на трехъ прнмоугольныхъ плоскостяхъ им'ізютъ со-
вершенно та…кін же аналитическія выражены, какія имёютъ МОМЭН'ГЫ
дилы, равной силъ пары, относительно координатныхъ осей, перпен-
динулнрныхъ соотвЪтственнымъ плеск. координатъ; так'ь напр. мо-
ментъ проэкціи пары на плоскости ХОУ тотъ же, что и момент'ь
силы относительно оси 2 и т. д.

123. Выраженіе проэкціи пары на произвольную плоскость”или на произвольное направленіе. Пусть дана пара (Р‚—Р>
съ плечемъ АВ. Найдемъ ея проэнціи—на п
щую съ плоскостью пары
плеЧ'Ь параллелограммъ и н

ловкость П., составляю-
УГОЛ'Ь ср; Построимъ на ‹гил'Е пары и

азовемъ его буквою р. Проэнція этого
параллелограмма пусть будетъ параллелограммъ '

р .

і
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Одна стерона параллелограмма р' будетъ проекціей силы Р, дру-

ган сторона будетъ проенціей плеча; пусть проэнція силы Р бу-

детъ Р', апроэкцін плеча будетъ А'В'. Очевидно, что такимъ обра—

зомъ получимъ на плоскости Ы пару (Р.‚’——Р') съ плечемъ А'В'‚ ко—

торая будетъ ироэкціей данной пары. Ол'Ьдовательно можемъ на—

писать:

р’ : р сов _ь‘

Но параллелограммы р и р' суть ничто иное, какъ моменты дан-

ной пары и проекціи ея, поетому можемъ сказать: момента проэк—

цім данной пары на какую угодно плоскость дым ‚направлениера-

венъ проекти момента данном шары на, ту жи плоскостъ имо

ттравленів.
А такъ какъ моменты зам'Ьннютсн осями, то точно также можно

сказать: ось проэкты данной пары на ттое угодно ›шщтвленіе

равна проэкта оси данной пары на то же нстравлснів.

124. До сихъ норъ МЫ говорили о парахъ, силы которыхъ при—

ложены къ концамъ ихъ нлечъ, но., конечно., могутъ быть и пары,

силы которыхъ взяты непернендикулнрно къ нанравленію нлечъ.

Такін пары легко нреобразовываютснвъ нервын неренесеніемъ силъ

пары по ихъ направленінм'ь въ концы плеча (чер. 102 и 108).

125. Теорема. Пара нв можетъ бытъ приведены на одной смит.

Чтобы доказать эту теорему, допустимъ противное, т. е. что одна

сила В уравнов'Ьшиваетъ пару (Р‚——-Р). Вслёдствіе симметріи, су-

ществующей между двумя силами нарьд можно будетъ сказать, что

если пару уравновъшиваетъ сила В, то ее должна уравновншивать

также и сила——В. Оъ Другой стороны, не нарушая равновъеіщ къ

парт; и къ сил'Ь В, 110 предноложенію ее уравновёшивающей, можно

прибавить дві; силы В 14—11 равныхъ и противоположныхь, танъ что

получинъ ннть уравнов'Ъшенныхъ силъ:

Р‚-—-Р‚ В‚——В и Н;

но предноложимъ, что равновізсіе существуетъ между нарою (!),—Р)

и силою—В, слёдовательно силы В и В должны бы уннчтожшъсн,

что невозможно, потому что 0111; направлены въ Одну и ту же сто-

рону. Къ этому нел'Ьпому ВЫВОду пришли вслЪдствіе допущеніж

что пару можно зам'Ьнить Одною силою, & потому это допущеніе
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также неділю. И тать, пара никогда, не можетъ быть уравновіз-
шева одною силою.

Преобразованіе силъ, приложенныхъ къ твер—
дому т'Блу и ра…сположенныхъ какъ угодно въ

пространствъ.
126. Теорема. Всп; силы, дтіствующт натвердов втыо, гмина

нвмзлпьняемую систему точежд, нсигравленнын каким угодно обра.
30.115 въ иространствю, сшоднщъ'ясн въ одной точтъ, ‚могут?; быть
зштьнены одною равнодтйствующвю. ДЪЙствительнщ пусть даны че-
тыре силы Р„ Р2, Р3 и Р4 сх0дящіясн въ Одной точк'Ь О (чер. 101).
Дві; силы Р] и Р2 лежатъ въ одной плоскости и пересъкаются въ
ОДНОЙ точит}, слізд. имёютъ Одну равнодёйствующую В„ лежащую
въ той же плоскости и прохоцлщую чрезъ точку 0. На томъ №
основаніи силы Р3 и Р4 складываются въ одну раВНОД'ЁЙСТВУЮЩУЮ
82 проходящую чрез'ь точку О. Силы В, и В2 пересёкаются въ точкй() и лежатъ въ одной плоскости, сл'Ьд. сложатся въ одну силу В.
Сколько бы ни было дано силъ, схолящихся въ Одной точит, посту—пая описаннымъ образомъ7 мы всегда придемъ къ Одной ржиодёй—
ствующей. И такъ теорема доказана.

127. Теорема. Всякая сить можетд быть разложена на т))“
составляющитъ, направленнытд какъ угодно въ прострсднствгь ищю
:содящшсъ чрезъ какую либо точку данной силы.

Теорема. эта, уже доказана въ параграфъ 54-мъ; изъ нед выте—
каетъ слтЬдующан теорема: _

сякую силу можно разложитъ на три составляющгбтт №“
жащшсъ не въ одной плоскости, теша чтобы одна были произ—волъна по величитъ, нажрщвлвнію % знаку, вторая, прождала чрездданную точку, третья встртчсшсь данную прямую.128. Теорема. Всякая данная сгмщ дтіствующая на твердоетгьло шт на неизмгъчяемую системутечет, можетъ бытъ галт—нена другою силою ейравною % параллельного, %
изволъную точку, натоднщуюся въ тить штсилы которой равны данной симь, « плечо раточки приложет'я данной силы 00 новто еянвсенная пара и сила нащодятся въ одной %

еренесвнною 83 „190—-

системи„ и парта,
ено разстоянію отъ
направленія. 118196-

ловкости,
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Д'Ьйствительно‚ если на т'Ёло или систему д'ізйствуе'гь сила 1’

(чер. 104) въ точк'Ь А, то, не изм'Ьння ея дізйствія, можно къ произ-

вольно выбранной точк'Ь В Т'Б-ла или системы приложить дві; силы

равным, противоположныхъ и параллельныхъ данной сил'Ь. Соеди-

нивъ точки А и В, получимъ пару (Р‚——Р)‚ дёйствующую на концы

линіи АВ, и силу Р, параллельную данной силой, дЪйствую—

щую въ В. _

129. Если на Мало д'Ьйствуетъ сила Р и пара, (РГ‘Р), лежащін

въ Одной плоскости, то всегла, возможно перенести пару такимъ

образомъ, чтобы конецъ ея плеча пришелся въ точкъ приложенія

силы и затЪмъ повернуть пару такимъ образомъ, чтобы данная

сила, и едва сила, пары лежали по противоположнымъ напра-

вленінмъ, т. е. уравнов'Ьшивались, тогда останется только друган

сила пары. Такимъ образомъ, отсюда вытека'етъ сліздующая "гео-

рема:
Теорема. Если то ттт шт систему немзмгьняемышд точежъ

дтіствуютъ одновременно „ара ишшо, лежащая въ одной плоско—

сти, то оть мазута бытъ замтьнены одною силою, ратного % торси-

лелъною силамъ пары и имтющею точку приложенін на одномъ

коншь плеча торы. _

130. Если на, Т'Ъло или систему д'Ьйствуетъ н'Ьсколько силъ, то,

перенося каждую изъ нихъ въ Одну и ту же точку, найдемъ, что

на эту точку будетъ дЪйствовать столько силъ, сколько данныхъ силъ,

и, кромізтого, получается столько паръ, сколько данныхъ силъ; плечи

этихъ паръ будуть прох0дить чрезъ взятую произвольную точку.

Сложивъ перенесенныа силы между собою, & всё; пары въ одну пару,

найдешь что всё данныя силы, приложеннын къ твердому т'Ьлу

или неизм'ізняемой система точекъ, могутъ быть заМ'Ьнены одною

парою и ОДНОЮ силою„ перенесенною въ произвольную точку тёща,

причемъ перенесенная равнод'ъйствующан и равнодіъйствующая пара…

лежатъ, вообще говоря, въ разныхъ плоскостнхъ. Такимъ образомъ,

нами доказана сліздующая теорема:

Теорема. Всгъ силы, дтштвующъ'л ть ттт, сколько бы иди

на бъмщ всегда могут?; быть за…тьнены одною силою % одною

порою, дтйствующими, вообще говоря, за разнътд плоско—

стяшъ. ,

‘

131. Если на т'Ьло д'Ьйствуетъ сколько угодно силъ, то„ путемъ

кугсъ оптики.
'?
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неренесенін ихъ, цолучимъ иеренесенную равнодізйсгвующую и рав-
НОД'ЁЙСТВУЮЩУЮ пару, дёйствующія, говор…яо вообще, въ разныхъ
плоскостнхъ. Равн0дёйствующую пару можно затъмъ разложить на
дв'Ь. составляющихъ нары таннхъ‚_ что одна изъ нихъ дёйствуетъ
въ плоскости перенесенной равноддвйствующей,& другая въ плоско-
сти пернендикйлнрной къ этой перенесенной равнодёйствующей.
Перенесенную равноціэйствующую можно перенести вновь въ нё-
которую точнудежащую въ плоскости, въ которой теперь находится
вмізстё съ нею слагающал пара. Точку неренесенія можно выбрать
такъ, что пара, полученная чрезъ перенесеніе, уничтожитсн съ сла-
гающею парою, & останется лишь перенесенная _равнодЁЙСЧ‘Вз'Ю'
щая. НромсЁ того, останется также и другая слагающая паром ло—
жащая въ плоскости перпендикулярной къ направленію д’ЁИСТВіЯ
перенесенной равнодёйствующей. Такимъ образомъ, вс'Ь силы, д'ЁИ—

ствующія на тёло, будутъ заменены ОДНОЮ силою и
ОДНОЪо

пар0Ю‚
лежащею въ плоскости, перпендикулярной къ направленно силы.
Итакъ‚ можемъ высказать слйздующую теорему:

Теорема. Кстово бы ни было число сила, джйствующтсд на.

твердое ттт, шт систему неизменяемыж точекъ, вт отъ мо-
зутъ бытъ заммнены силою % парти лежащею въ плоскости 7281)—

пендикулярной тэ направленз'ю силы. Или иначе: есть силы мо-гутъ бытъ заменены порою % силою, дюйствующвю по направлент
оси тары.

`

132. Предноложимъ, что на тс’вло д’Ьйствуетъ сила, и пара; ПРИ“
ложимъ къ т'Ьлу новую силу и посмотримъ, въ какомъ случай эта
новая сила способна, уравновЪсить и данную силу, и данную ПдРУ

Положимъ, что новая сила складывается съ данного ВЪ ОДНУ
силу, т. е. найдемъ, что на тёло дёйствуетъ нёкоторал сила и пара,
но, какъ извізстно, сила, и пара не могутъ уравновёситься.Положимъ, что данная силе и вновь приложенная сила даЮТЪ
н'Ькоторую силу и пару; эта послйздння сложится съ данною па—
рою и также очевидно, что равн0дёй’ствующая пара не уравно-в'Ьснтъ равнод'Ьйствующую данной силы и вновь полученной.Наконецъ, положимъ, что новая сила, съ данною силою со-
ставляетъ пару., эта новая пара. можетъ у
парою лишь въ томъ случай,
Одной плоскости, или въ плос

равнов'Ьситься съ даННОЮ
если 06% пары будутъ лежать ВЪ

костяхъ параллельныхъ, танъ какъ
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есЛи бы 011%; лежали въ плоскостяхъ наклонныхъ другъ къ другу,

‘то 01113 сложились бы въ Одну пару т. е. не уничтожились бы. Итакъ,

н*Ъкоторан сила можетъ уравнов’всить силу и пару лишь въ томъ

случай, если двт'з силы лежатъ въ одной плоскости съ парою или

въ плоскости параллельной плоскости пары. При этомъ, конечно,

об'Ь приложенныя силы и силы пары должны быть равны между

собою. Сл'Ьд. можно высказать такую теорему:

Теорема. Сила мэтром приложенныя 7.77) твердому пищу, тогда

только мозутъ бытъ уравновгъшены одною силою, когда эта по-

слтднян, вмгъстп; съ данного силою, лвлштъ 87) одной илоскости

съ данною порою % когда эти силы, равныя между собою,;швны,

крамп; того, шлама пары.
133. Такъ какъ всё силы, д'Ьйствующія на №310 по какимъ бы

то ни было направленіямъ, могутъ быть заміэнены перенесенною

раВНОД'Ьйствующею и равнодъйствующею пароюдежащимш вообще

говоря, въ разныхъ плоскостяхъ, то, перенеся пару параллельно

самой себЪ, и поворачивал ее, такъ что одинъ конецъ плеча совпа-

детъ същоренесенною равнод'ЬйствующеЮ‚ можно будетъ сложить

эту равнод'Ьйствующую съ силою пары, какъ дві; силыфходящіясн

въ одной точкс‘Ь, и такимъ образомъ получится новая равноц’Ьй-

ствующая и другая сила, пары, не лежащая съ новой равнод’нй

ствующей въ Одной плоскости. И такъ, можемъ высказать такую

теорему:
Теорема. Вт сомы, дтйствуюита` на твердое ттло по т—

кимъ угодно направленіямъ, мозутъ бытъ замгьнены двумя силами,

дтьйствуюишми въ размыт плоскостяэсъ.

134. Докажемъ теперь сл'Ьдующую теорему:

Теорема. Сгмъдне лвжащо'я за одной плоскости, @ дтіствую-

шёл на, тгъло ио канимъ угодно направлентмъ‚ ншюода нв мозутъ

бытъ приведены тэ одной равнодгьйствующей.
Выше видЪли, что всі; силы могутъ быть приведены къ двумъ

силамъ, лежащимъ въ разныхъ плоскостнхъ, слч'здовательно надо

только доказать, что эти дві} силы, къ которымъ будутъ приведены

данныя, не могутъ им'Ьть равнод'Ьйствующей. Пусть им'Ьемъ дв'Ь

силы Р и (12, Отличнын отъ нуля и лежащін въ разныхъ плоскостяхъ.

Возьмемъ на направленіи силы Р точку А и изъ вел опустимъ

перпендикуляръ АВ на направленіе силы @. Силу С,) перенесемъ
7$
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въ точку А; тогда,кромі‘ иен, цолучимъ еще пару ((од—(@) съ пле-

чем'ь АВ. Сила Р и перенесенная сила, будутъ сходиться въ точк'Ь

А подъ В'Ькоторымъ угломъ, такъ какъ по положенію онъ лежать
въ разныхъ плоскостнхъ; поэтому он'Ь сложатся въ Одну силу„ на-

правленную по биссектрисъ угЭла. Но, очевидно, эта. равнодёйствую-
щая не лежитъ въ пцрскости пары (%,—(2) или въ плоскости ей

параллельной, & потому дв'Ь силы приведены къ силс'в и парё, не

лежащія въ Одной плоскости, ни въ плоскостяхъ параллельныхъ, &,

сл'Ьдовательно, данныя дв'Ь силы не им'Ьютъ одной равнод’Бйотвую-
щей, т. е. предложенная теорема доказана,.

135. Если на т'Ьло дъйствуютъ силы Р1 Р2 РЗ, расположенныя
какъ угодно въ Пространств'Ь въ точкахъ А1 А‘ А2 . ‚

то‚ взявъ въ стороні; отъ данныхъ силъ три прямоугольныя оси

координатъ, можно перенести данныя силы въ начало О этихъ
координатъ, не изм'Ьняя величины направленія и знака силъ. Отъ
такого перенесенія силъ получимъ столько паръ, сколько силъ,
плечи которыхъ будутъ равны разотолніямъ точки 0 до точекъ
А1, А2, 'А3. Всі; эти пары можно сложить въ одну пару, & за'гізмъ

равнод'Ъйотвующую пару разложить на, три пары, д'Ьйствующін
въ плоскостяхъ координатъ. Силы, перенесеннын въ начало коор-
динатъ, можно спроэктировать на три плоскости координатъ.
Проэкціи, лежащія въ каждой плоскости, сложатся по правиламъ
сложенія силъ, лежащихъ въ плоскости, при помощи МНОГОУГОЛЬ'
ника силъ и веревочнаго многоугольника.

Назовемъ эти проэвціи буквами В1’ В2' Вз'. Такимъ образомъ
получится три силы на, плоскостнхъ координатъ‚ сложивъ ихъ ЦО

правилу параллелепипща (параграфъ 55), найдемъ одну равнодЁЙ'
СТВУЮЩУЮ3 821/3—1’2Т—В72 ЁЁ”, которая, вм'Ьст'Ь съ тёмъ, будет'Ь
равнод’вйотвующею давныхъ сил'ь.

Ером'Ь того, будем'ь имтЬть три пары, лежащін въ илоскоо'шхъ
координатъ.

Можно было бы силы, но перенесеніи ихъ въ точку О, Проэк-
торовать не на плоскости координатнш, а, на оси. Пусть проэк-

1 ' ' ' 'ц и силы Р будуть Х1 Щ и А„ проэкцш Р2 пусть будутъ Х2‚ Уи, 22и т. д. Олагающш, д'Ьйствующія по каждой изъ осей, сложатся въ
одну силу, такъ что будемъ им'Ьть:
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Х‚+)94—Х„+. ::Х
У1+У2+УЗ+. :У
Х1+У2+23+- :71

гддв Х., У и % обозначаютъ суммы всёхъ силъ, дёйствующихъ по

_каждой изъ осей. А, соединяя эти три силы въ одну, по правилу

параллелипипида силъ, найдемъ одну равношЪйствующую, равную

В=МЁЁГЁЁЁЁ
Моменты же паръ, какъ знаемъ изъ параграфа 122, выража-

ются такъ:

Ь=2у——-У7‚
М::Хи—Их
Ы:УХ——-Ху

136. Равнодгъйствующая 1%‚п0лученная при помощи Х„ У

и 2 таже самая, что и полученная при помощи Н,’ В; На'.

Чтобы доказать это, докажемъ одну теорему, часто встр'Ьчаю-

щуюсн въ механике.
Изъ аналитической геометріи извёстно, что если им'Ьемъ дві;

пересёкающихся линіи, образующія межлу собою уголъ 6, и

изъ которыхъ 1-я составляетъ съ прямоугольными осями коорди-

натъ углы ос, @, т, а, вторая съ тёми же осями составляетъ углы

а', {?, т', то существуетъ такое уравненіе:

0036 :: соеа соза' + (308$ созВ' .—-|— сеет совт' (1).

Положпмъ, что сила В направлена, по одной изъ этихъ пря-

мыхъ; тогда проэкція ея на. другой прямой выразится формулою:

К' :: В (3056 (2).

Подставляя въ (2) формулу, вм’всто сез 0, ея выраженіе изъ

(1), найдемъ:

Рь' : Веоз а соеа' + 80053 соеВ' + Всозт (305$.

Но Всоза, Р…совр и 80057 ничто иное, какъ проэыціи силы

В на осяхъ координатъ или составляющія ее на этихъ осяхъ‚ ко-
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торын обозначаются обыкновенно буквами Х, У и 2, слёдователь—
но можемъ написать:

В' : Хсоза' + УсовВ' + 20051

т. е. проэкція силы на какое угодно направленіе равна суммгь
произведеній, полученныж изъ проэкцій данной силы на, если
координата % изъ косинусовъ узловъ, составленныж этими осями
съ заданнымъ направленіемы шт проэкта силы на, какое либо

направлвніе равна сумм”; треста проэкта на это же направленз'в,
составленнытъ данной силой на осяазъ координата.

Подобная же теорема относительно проэкціи момента выведе-
на уже въ параграф'Ь 58.
И такъ, можно написать:

В'1 :Хсоз 011+ У соз {31+ 2 сов т,;
В’2 : Хсоз 0:2 + У СОЗ {32 + 2 005 ъ; (2)
В’3:Хсоз а3+Усоз ВЗ+2 сов тз;

гд'Ъ ос„ @“ *… суть углы, составленные направленіемъ ВЦ съ осями
координатъ, точно также 0:2, (32, %, суть углы, составленные
направленіемъ Рь'2 съ осями и т. д. Такъ какъ В’1 К'? КС, ле-
ЖЁШ‘Ъ на ПРЯМОУГОЛЬНЫХ'Ь ПЛОСКОСТЯХ'Ь ЕООРДИНЭ/ГЪ7 ТО ОНИ МЕЖДУ
собою составляютъ углы прямые, и косинусы этихъ угловъ„ СЛ'ЁД.

равны нулямъ, поэтому будемъ им'Ьть такія равенства:

сов сви1 сов {% + 008 0:2 008 @2 + соз % 005 $3 : 0
сов ад сов 1, + (305

0:2 сов 12 + сов о:3 соз Тз : О
008 @ сов 11 + сов $2 соз 12 + соз ВЗ соз Тз : О

и, нромтЪ того:
_ , 3
005201, + 0032 {31 + сов2 “ = ]

( )

(3082012 + сов2 @ + 0032 12 =_ 1

0082а3 + (3052
{33 + сов2 Тз : 1

Возвысив'ь равенства (2) въ квадратъ и сложивъ результаты,
найдемъ: '
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В’21 + 8122 + Рь’23 : Х2 (0082 0:1 + сов2 0:2 + 008” аз) +

У2(СОБ2@1 + 0082 @2 + 0082 93) + 22 (0032 71 + (3052 72 + “052 ТЗ)

+ ЭХУ (008 а, сое $1 + 005 012 сов [32 + сов аз сое @)

+ 2Х2 (сое 0:1 сов 71 + сое ос2 сое 72 + 005 ос3 сое 13)

+ 2У2 (сое {31 сое 71 + сое @ сое 72 + 005 [33 сое 13).

Откуда„ на основаніи равенствъ (З)7 найдемъ:

№, _|- щ _|- вкгз : Х2 + тг + 2” & слъд.

1/_ЁЛЁТВ’ЙЁ = 1/ТТУЁТГ
137. Веревочная пирамида. Выше ВИД'ЁЛИ, что для силъ,

д'Ьйствующихъ на тёло и расположенныхъ въ пространствё, можно

построить въ плоскостяхъ координатъ три многоугольника силъ и

_три веревочныхъ многоугольника. Но‚кром*}'3 того, можно доказать,

что для оплъ, расположенныхъ какъ уг0дно въ пространствё, не

можете; существоватъ одного веревочншо многоугольника, но что

существуетъ одна веревочная пирамида, владгъющсш свойствами,

аналогичными съ свойствами веревочна/до многоугольника.

Возьмемъ систему силъ Р1 Р2 Р3 Р4 Р5 Р6 (чер. 105), распо-

ложенныхъ какъ угодно въ пространствт'з.
Возьмемъ на направленіи силы Р1 какую уг0дно точку &, и

разложимъ ету силу на, три, такъ чтобы одна шла, по линіи ад)

и была произвольна по величины и знаку, вторая 3,10 проходила

бы чрезъ произвольную точку (), третья а_а„ встр'Ьчала бы силу 132,

напр. въ точк'Ь ат Разложимъ Р2 на три, такъ чтобы одна шла

по а2а1 и была равна 121 противоположна. составляющей Е, на-

правленной по этой же линіщ вторая проходила черезъ О, третья

встр'Ъчала направленіе силы РЗ, напр. въ точк'Ь аз. Разложимъ

Рзна три силы, такъ чтобы одна шла по %%, была равна и проти-

воположна составляющей Р, направленной по этой же линіи, вто—

рая проходила черезъ 0, третья встр'Ьчала направленія силы Р‘.

Такимъ образомъ, будем'ь продолжать разложеніе до посл'Ёдней силы

Рв, которую разложимъ на, три, такъ чтобы Одна шла по абад и

была равна и противоположна составляющей РБ, направленной по

этой же лтшіиэ вторая проходила черезъ точку 0‚ третья встр'Ь-

чала линію ада….
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Итакъ, мы зам'Ьнили данную систему силъ системой другихъ
силъ, равнозначущихъ даннымъ: одни изъ нихъ пр0х0дятъ черезъ
точку 0, другія направлены по сторонамъ многоугольника догма?
аз... ав. Первыя, сходящіяся въ Одной точить, сложатся въ одну
силу; силы, направленныя по промежуточнымъ сторонамъ много-
угольника, уничтожатся, какъ равнын и противоположныя; силы‚
направленнын по двумъ крайнимъ сторонамъ многоугольника, сло-
жатся также въ Одну, такъ какъ стороны эти пересёкаются между
собою. Такимъ 06разомъ, данныя силы приведены къ двумъ силамъ,
изъ которыхъ Одна проходитъ черезъ произвольную точку 0, т. 6.
мы доказали, межлу прочимъ, теорему, доказанную раньше:
силы, расположенным; какими угодно способами въ простран-
ствю, могут?; быть приведены на двумъ‚ изъ которыж одна тт-
ходитъ чрезъ троизволъную точку.

Но, кром'Ь того, при этомъ разложевіи мы имёемъ пирамиду, им'Ью-
щую вершину №0 и основаніе многоугольника а„а‚а2а3....‚ав. Пред-
положимъ, что дВ'Ь точки Одной изъ сторовъ этого многоугольника
основаніл и вершина 0 закрізплены, т. е. сд'Ьланы точками непо-
движными‚—тогда пирамида будетъ нах0диться въ равновёсіи педъ
д'Ьйствіемъ данныхъ силъ, потому что силы, проходящія черезъ 0‚
и силы, направленныя 110 двумъ крайнимъ сторонамъ многоуголь—ника, уничтожатсн неполвижностью трехъ точекъ 0‚ а… &… &дРУГіЯ
силы, направленнын по промежуточнымъ сторонамъ многоугольникд»
уничтожатсн попарно. Итакъ, мы видимъ, что для силъ, д'ЁЙСТВУЮ'
щихъ какъ угодно въ пространствё, существуетъ пирамида, ИМ’ЁЮ—
щая большое сходство съ веревочвымъ многоугольнпкомъ, и ее мо-
жно назвать веревочнаю, пирамидою. Одного же веревочнаго МНО—

гоугольвика для такихъ силъ не существуетъ.Если система данныхъ силъ находится въ равновёсіи, тогда двъсилы, къ которымъ она приводится
положны7 что требу’етъ, чтобы
чер'езъ точку О и дві;

, должны быть равны и противо-
равнод'Ьйствующая силъ, проходЯЩая

силы, направленныл по крайнимъ сторОНаМЪ
веревочнаго многоугольника, были бы въ Одной плоскости; друГИМИсловами: при равновжіи сила, приложенныж т, твердому ”“М.?!и расположенныткат; угодно въ тоестрансттъ
веревочная пирамида была замкнутая.

Если т

, необходимо, чтобы

очка 0 будетъ находиться въ безконечностщ тонираМИда



д'Ълаетсн призмой, и с'Ьченіе призмы какою угодно плоскостью (Р)

будетъ веревочнымъ многоугольникомъ системы данныхъ силъ,

спроектированныхъ на плоскость (Р) по направленіщ параллель-

ному основанію призмы.

Условш равновгвсія оилъ‚приложенныхъкъ сво—

бодному твердому т'влу и расположенныхъ какъ
угодно, въ пространствъ, или условіяравнов'Бсія
овободнаго твердаго тёізла подъ д'БйствіеМ'ъ силъ

расположенныхъ какъ угодно, въ пространствтв.

138. Матеріальная точка свободна, когда ей можно дать какое

угоцно положеніе и перенести совершенно произвольнымъ путемъ

изъ этого положенія въ Другое7 въ которомъ она, не встр'Ьтитъ ни-

какого сопротивленія, или препятствія. Если матеріальная точка

не обладаетъ подобнымъ свойствомъ, &, напротивъ того, подчинена,

нжкоторымъ препятствіямъ или связями, то такую точку называютъ

несвободной точкой.
Все оказанное зд'Ъсь объ Одной матеріельной точк’в приклады-

вается также и къ системі} неизмжняемыхъ матеріальныхъ точекъ,

или къ твердому т'Ьлу. Когда, мы говорили о равнов’Ёсіи силъ7 при-

ложенныхъ въ какихъ уг0дно'точкахъ плоскости, или о силахъ, при-

ложенныхъ къ точкамъ тёла и расположенныхъ, какъ угодно, въ

проетранствЪ, то предполагали, что эти точки подчинены Одному

лишь условію‚ что разотоянія между ними не измёняютсн (параг. 16)

во всемъ остальномъ онъ оставались вполн'Ь свобоцными, сл'Ьд. вы-

веденныя въ прежнихъ етатьнхъ условія равнов'Ьсія силъ тіз же самыя,

какъ и условія равнов'Ьсія силъ, приложеннЫхъ къ свободной не—

изм'Ьняемой системі; точекъ, т. е. не встр'Ьчающей препятствій при

всевозможныхъ перем'Вщеніяхъ этой системы.

Здч'зсь остается еще сказать объ условінхъ равнов'Ьсія силъ, при—

ложенныхъ къ свободному твердому т'Ьлу и направленныхъ какъ

угодно въ пространствъ. Мы уже вилгізли7 что въ этомъ случай для

равновёзсія
необходимо, чтобы веревочная пирамида была, замкнутой,

но можно построить также условія равнов'Ьсія въ другой форм'Ь.

Такъ какъ ве'Ь силы, дёйствующія на т'Ьло по какимъ угодно На—
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правленіямъ въ проетранствт‘з, могутъ быть приведены къ перепе-
ее'нной равнодізйетвующей и къ равно№йствующей парт}, и тавъ
какъ перенесенная равнодействующая не можетъ уравновёсить рав-
нод'Ьйствующей пары, то ел'ЬД. для равновёсія вссЪхъ силъ необхо—
димо и достаточно, чтобы перенесенная равнод'Ьйетвующал обра-
щалась сама по себ'Ь въ пуль, и равнод'Ьйствующая пара также
обращалась сама по себтз въ нуль, т. е. моментъ равнодт'зйетвую-
щей пары былъ равенъ нулю.

Выше мы вид'Ьлщ что вот; силы, дёйствующія на тёло, могуть
быть зам'Бнены проэнціями силъ, лежащихъ въ координатныхъ пло-
скостяхъ, и тремя парами, лежащими въ тёхъ же плоскостлхъ. Оче-
видно, если многоугольниви еилъ и веревочные многоугольншш, ле-
жащіе на координатныхъ плоскостяхъ, замкнуты, то три равнодёй-
ствующихъ В'1 В’2 В'з равны нулю, точно также И пары7 лежащія
въ плоскостяхъ координатъ, также будутъ равны нулю. Поэтому
можно высказать сл'Ьдующую теорему:

Теорема. Для равновтсія сила, приложенныж къ точкамг- сво-
бодного твердого тгьла “ направленнытъ какъ _шодно въ простран-
ствгъ, или для равновтьсіж свободного ттт, нашодящагося иода
дтіствіемъ этаж сила, необшодимо % достаточно‚ чтобы много-
угольника проекций сим; на координатнытъ плоскостяазъ % шва ве—
ревочные многоуголъники, лежащіе на ттт; же плоскостягсд,
были замкнутыми.

Та же самая теорема можетъ быть выражена и иначе:
Теорема. Для равновтсія сша, приложенныж нд точкомд сво-

бодного твердого ттт % направленныазъ какъ угодно въ простран-сттъ; или для равновтьсія свободного твердого тюла, натодящазосяпода дтьйствіемъ этажа сила, необтодимо % достаточно, чтобы:
1) суммы проэкта сила на каждую изъ осей координата равня—ни/шсъ порознь нулю и 2) чтобы момента. равнодгъйствующейпары шт момента трет; тра, нашодящижя на координатнышъплоскостяж, шт моменты равнодпліствующей силы относит
тредов координатныж осей тоже равнялись порознъ нулю.Эти условія аналитически выражаются сл'Ьд

ВЛЪНО

УЮЩИМИ шестью урав ‘
неніями:

Х1+Х2+ХЗ+...:Х:О. 2у—У22Ь20.у1+у2+у3+_…:У=0. Х2—2х2М20. и1+22 +23+ . . . —2_—_о. Ух—Ху:Ы:_—_О‚



107 
Условія равнов'Бсія силъ, приложенныхъ къ не-

свободному тёщу, или условія равнов'Бсія не-

свобоцнаго тевла подъ д'Бйствіемъ силъ, распо-
ложенныхъ какъ угодно въ пространствъ. Связи

или препятствія.
139. Раньше мы уже указали различіе меЖДу свободнымъ и не-

свободнымъ т'Ьломъ. Разсмотримъ же какого рода препятствія или

связи могутъ ограничивать свободу 'Ш‘зла. Приведемъ н'Ьсколько

прим'Ьровъ.
Матеріальная точка М, находящаяся на конціз нерастяжимой

нити ОМ, укрёпленной въ неподвижной точкЪ О, несвободнщ по-

тому что она не можетъ удалиться отъ точки 0 110 направленію

длины ОМ. Она, принуждена оставаться, или внутри шара„ опи—

саннаго изъ точки 0 радіусомъ ОМ, или на поверхности этого

шара; говоря вообще, точка можетъ, въ этомъ случай, находиться

въ опред'Ьленной части пространства.
Зам'Ьнимъ нить ОМ твердой полосой, нерастнжимой и несжи-

маемой; свобода, точки М будетъ еще болЪе ограничена, чЪм'ь

прежде; она не только не будетъ им'Ьть возможности удалиться отъ

точки 0 на, разстояніе большее ОМ, но она, не будетъ им’вть воз-

можности отодвинуться отъ точки 0 на малЪйшее разстояніе. И

такъ, въ этомъ случай?», связь позволяетъ матершльной точк'Ь дви-
Ф

гаться только по шаровои поверхности, описанной радіусомъ ОМ

изъ центра 0.
Вообразимъ‚ что точка М находится на оконечностнхъ двухъ

стержней, нерастлжимыхъ, несжимаемыхъ и увр'Ъпленныхъ въ не-

подвижныхъ точкахъ О и О'. Въ этомъ случай, очевилно, точка

М можетъ перемЪщаться по двумъ шаровымъ поверхностямъ: одной,

описанной изъ центра 0, радіусомъ ОМ, другой‚ описанной изъ

О', радіусомъ О'М. ОлЪдователыю, она можетъ перем'Ьщаться

только по кривой перес'Ьченін этихъ двухъ шаровыхъ поверх—

ностей, т. е. по окружности' описанной радіусомъ, равнымъ

перпендикуляру МА, опущенному на линію ОО’. Сл'Ьдовжельно,

въ, этомъ случай, точка можегъ ’им’Ьть перема'зщенія лишь по линіи.

Если зам’ізнимъ нерастяжимыя и негибкія твердыя полосы
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ОЁ], О°М двумя нерастяжимыми _нитнми, то точка, М, вслЪдствіе
этой связи, будетъ находиться внутри шаровъ, или на ихъ поверх-
ностяхъ, описанныхъ радіусами ОМ и О'М.

Такимъ образомъ, существуетъ три рода связей или препятствій
для матершльнои точки, именно:

1) Точка можетъ перемЪщатьсл лишь въ опредёлейной части
пространства.

2) Она можетъ быть принужлена перем'Ьщаться или скользить
по поверхности.

3) Наконецъ, она можетъ быть принуждена перемёщаться по
линіи.

Матеріальныя точкщ составляющія систему, могутъ быть также
пощвержены различнымъ связямъ или препятствіямъ. Напр.‚ дві;
точки могутъ быть принуждены оставаться на постолнныхъ раз-
стоннінхъ одна отъ другой. Это совершенно такая же связь, какъ
если бы дві} точки были соединены нерастяжимой и несжимаемой
твердой полосой. Точно также твердое тёло разсматриваетсн систе-
мою‚ въ которой взаимнын разстолнія между матеріалъными точ—
ками остаются неизм'Ьняемыми. Н'Ькоторыя точки системы могутъ
оставаться на поверхностяхъ, или на данныхъ лиШяхъ, или оста-
ваться въ опред'Ьленной части пространства„ или сохранять посто-
янныя положевія. Система матеріальныхъ точекъ можетъ состоять
изъ двухъ частей, изъ которыхъ Одна припуждена вращаться или
скользить .по другой.

Изъ этихъ прим'Ьровъ ясно, что препятствія или связи, огра-
ничивая своболу Мала, не позволяютъ ему совершать всевозможныя
перемізщенін, но позволяютъ ему совершать лишъ нч‘жоторыщ—
возможныя для него‚—перем'Ьщенія.

Связи системы мазута затьнятъ собою силы, %, обратим
всегда можно уничтожитьсвязи, зампэняя шве соотвътствующимисилами. Положимъщміземъ систему, нахоцящуюея въ равнов’Ьсіи и под-
чененную силамъ и нЪкоторымъ связямъ._ Внёшнія силы, д'ЬйствуЮ-
щи] на эту систему, сами по себё могутъ не быть въ равновёсіи, но ВЪ

соединеніи.
съ связями., он'Ь нахоцятся въ равновЪсіи. Предположимъ,

что матершльная точка Мекользитъ но постоя
подъ д'Ьйствіемъ силы МР,
точка М нахолм

нной поверхности 8
даннои по величиніз и направленію. Если

тся въ равнов'Ьсш, то изъ этого сліздуетъ, что по-
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верхность 3 оказываетъ на, точку М д'Ьйствіе, равное и противо—

положное силіз Р. ОЛ’ЁД.7 сила Р равна противод'Ъйотвію поверх-

ности, & потому ее можно считать за силу, замёняющую связь,

представляемою поверхностью.
140. Неподвижная точка. Давленіе на нее. Если къ точюЪ

приложимъ силу неопред'Ьленно большую, и если эта сила не въ

состонніи привести точку въ движеніе, то эта, носліэдннн назы-

вается точкой неподвижной шт постоянной.

Если неизмізннеман система, точенъ, или твердое т'Ьло мм'Ъетъ

неподвижную точку, то казкдан точка системы можетъ быть раз-

сматриваема какъ точка, св060дно движущаяся по шаровой поверх—

ности, описанной изъ нен0движной точкид какъ изъ центра. Если

система матеріальныхъ точекъ им'Ьетъ дві; нен0движныя точкш то

твердое т'Ьло можетъ свобОДно вращаться только вокругъ прямой,

соединяющей эти дві} неполвижнын точки.

Такимъ образомъ‚ неноцвижность точки нредставлне'гъ сама 110

(36613 силу. Неподвижную точку, на которую не дёйствуюгъ никак…

силы, можно разсматривать какъ свобоцную. Но какъ только къ

ней будетъ приложена н'Ёкоторан Сила, то неноцвижнооть точки

представить собою силу, равную и противоположную этой силЪ,

или равнодъйствующей системы приложенныхъ силъ. Танъ-что, въ

этомъ случай, точку можно разсматривнтъ, какъ свободную, полчи-_

ненную двумъ силамъ, равнымъ и иротивоноложнымъ или, другими

словами, ненолвижную точку можно разсматриваты какъ свобод-

ную, на которую, кромЪ силъ, приложенныхъ къ ней, дёйствуетъ

еще н'Ьноторан фиктивная сила, уравновіэшивающансн
съ силами

д'Ьйствующими. Такимъ образомъ, фиктивнан сила, замъннющан не-

поцвнжность точки7 проходитъ чрезъ эту точку, но нанравленіе и

напряженность он неизв'ізстны. РаВНОД'Ьйствующая Р силъ, д’Бй-

ствующихъ на неподвижную точку, называется давленівмщ произво-

димымъ на эту точку; сила Р’‚равння и противоположная Р, назы-

вается сопротивленіемъ или противодюйствівмъ точто. Если же

сопротивленіе неопред'Ёленно велико, то точка остается неподвиж-

ной, какова бы ни была равнодізйствующая Р нриложенныхъ силъ,

т. е. каково бы ни было давленіе, дёйотвующее на нее. Нанротивъ,

если сопротивленіе равно величин'Ь онредёленной, то для равно-

В'Ьсія необходимо, чтобы давленіе не превосходило сопротивленін
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Поэтому, чтобы знать величину сопротивленія, цритерпёваемаго не—

падвижвой точкой, необх0димо точно знать давленіяд произведимыя
на венедвижную точку равнод'Ьйствующей данныхъ силъ.

141. Кром'Ь силъ внізшнихъ и силъ внутреннихъ, существуютъ
сл'ізд. силы, зам'ізняющія собою связи. Когда, имізеиъ систему
несвоболныхъ матеріальныхъ точекъ, то силы, происхоцящія отъ
связей, могутъ быть вн'Ьшними или внутренними. Напр., если си-
стема матеріальныхъ точекъ им'Ьетъ дВ'Ь точки, соединенныхъ не
гибкимъ и нерастяжимымъ стержнемъ, то силы, замъшвющія эту
связь, будутъ напряженіями или давленіями стержня, приложен-
ными къ двумъ точкамъ, соединеннымъ этимъ стержнемъ. Силы,
зам'ішяющія въ этомъ случай связь, суть силы внутреннія, взаим-
ныл. Напротивъ, когда твердое ттЪло имйетъ дв'Ь неполвижныя точкш
то силы‚.замёняющія собою связи, сутьлротивоцёйствія постоянныхъ
точекъ и слізд. онъ силы внёшнія.

142. Нормальное противуд’вйствіе и треніе. Когда матеріаль-
ная точка принуждена скользить на, постоянной 'матеріальной 110-

верхностщто сила, могущая замЪнить эту связь, 'прох0дитъ чрезъ ма—

теріалъную точку; сила эта можетъ разложиться на, дві} составляю-
щихъ: Одну, по нормальной къ поверхности, и другую, находя
щуюсн въ плоскости касательной къ поверхности.

Составляющая, направленная по нормальной, называется нор—
мальнымъ противоц'Ьйствіемъ. Составляющая, направленная по каса-
тельной, называется тренівмъ. Опытъ показываетъ, что когда твеР'
дое т'Ьло скользитъ по матеріальной поверхности, то треніе тёмъ
менЪе, ч'Ьмъ глаже соприкасающілся поверхности. Если, кромётого, поверхность, на которой находится точка, поверхность гео—
метрическая, идеальная, ТО СЛ'Ёдуетъ допустить, ЧТО треніе равнонулю, или что полное противоц'Ьйствіе совпадаетъ съ нормальнымъ
против0д'Ьйствіемъ. Геометрическая, направляющая поверхность
ограничивает'ь своболу точки, движущейся по ней только въ томъ
отношеніщ что точка не въ силах'ь удалитомъ или въ другомъ направленіи,
ей полную свободу для не
Это заставляе

тьсл отъ поверхности въ
но поверхность представляетъ

рем'Ьщенія по самой этой поверхности.тъ сказать, что поверхность геометрическая не пред-ставляетъ никакого сопротивленія, уменьшающие скользеніе; дру—гими словами, она не сообщаетъ точк'Ь никакого тренія.
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Против0д'Ьйствіе поверхности для точки‚ находящейся на ней,

нормально къ поверхности. Сліздовательно, направленіе против0д13й-

ствія извЪстно, остается опредЪлить величину его и знакъ. Если

точка расположена съ ОДНОЙ стороны поверхностщ т.—е.‚ если по-

верхность представляетъ собою только границу части пространства

въ которомъ точка можетъ двигатьсщ то противоцЪйствіе поверх—

ности равно нулю; ибо, въ силу принципа дёйствія и противодЪй-

ствія, силы, дёйствующія на матеріальную точку, находящуюся

въ равновізсіщ имз‘зютъ равнод'Ьйствуюшую равную и противопо—

ложную противолЪйствію поверхности. Если против0дййствіе 110—

верхности можетъ быть направлено въ ту сторону, въ которую точка

не можетъ проникнуть, то раВНОД'Ьйствующая сила… будетъ напра—

влена по противоположному направленію, т. е. въ томъ направле

ніи, гд'Ь поверхность не д'Ълаетъ препятствія точки.

143. Зам'Ьтимъ еще, что если т'Бло находится въ равновъсіи и пол

чинено или не подчинено Н'Ькоторымъ свнзямъ, то введеніе нсвыхъ

связей, очевщно, не только не нарушитъ равновёсія, а напротивъ

сд'Ьлаетъ это равнов'Ъсіе еще бол'Ье прочнымъ, поэтому въ статик];

часто пользуются слічдующею теоремою:
Когда матеріалъная система натодится въ равновтсіщ то.

не ‚нарушая равновтсія, возможно ввести еще кат'я угодно

связи.
Таиъ какъ связи могутъ быть замёнены силамщ то, при розы-

сканіи условій равиов'Всія несвободнаго Мала, по зам'Ьн'Ь связей

неопред'Ьленными силами, т'Ъло предполагаютъ свободиымъ, но псд-

чиненнымъ не только вн'Ьшнимъ силамъ, дъйс'гвующимъ на него__

но и силамъ, полученнымъ отъ зам'Ьны связей. При построеніи же

многоугольника силъ и веревочнаго многоугольника, или при состав.

леніи уравненій, выражающихъ условія равновёсіл свобоцнаго твер

даго тёща, принимаютъ во вииманіе, какъ данныя силы, тавъ и

полученныл отъ связей.

_

144. Условія равнов’Ьсія системы точекъ, расположенныхъ
въ плоскости и им’Ьющихъ одну неподвижную точку. Пред-

положимъ, что имЪемъ нисколько силъ, расположенныхъ въ

плоскости и д'Ьйствующихъ на Мэлс, им'Бющее неподвижную

точку, находящуюся въ плоскости силъ. Система данныхъ силъ

находится въ равнов’Ьсіи, если ихъ равнодёйствующая проходитъ
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чрезъ неподвижную точку, потому что тогда равнодізйствующал
уравновізситсн съ силой ей противоположной и равной иротиводізй—
ствію точки. Чтобы провърить выполняется ли это условие, или
ніжгъ, достаточно начертить веревочвый многоугольниыъ для дан-
ныхъ силъ, какого угодно полюса, проводя первую сторону этого
многоугольника чрезъ неподвижную точку. Послъдинн его сторона
должна будетъ также проходить чрезъ ту-же неподвижную точку,
такъ какъ эта точка, принадлежитъ равнод'ізйствующей. Такимъ
образ'омъ, можемъ высказать слЪдующую теорему.

Теорема. Чтобы твердое тгьию шт нвизмюннеман (;и/стима
точенд, имгьющан нвподвидюную точку и нашоднщансн пода дт!
ствіемъ сдма, расположенныж кста угодно въ плоскости, была
въ равновюсш, необшодимо % достаточно, чтобы как…) угодно
вшевочный многоугольника, проходящій чрезд неподвижную точку,
былъ замкнутымъ.

Если это условіе выполнено, давленіе на точку равно равно-
д'Ьйствующей данныхъ силъ, получаемой непосредственно изъ много-
угольника силъ.

Чтобы выразить аналитически условія равновЪсін тч‘зла, иміъю-
щаго венедвижвую точку, отнесемъ его въ прямоугольнымъ оснМ'Ь
координатъ, начало которыхъ возьмемъ въ неподвижной точк'Ь. Про-
экціи равнод'ізйствующей всдвхъ силъ, приложенныхъ къ тЪлу на
если _координатъ, назовем'ь буквами Х‚ .У и 2 . Проэыціи сильд
заиЪннющей собою постоянство неподвижной точки на т'Ьхъ же
оспжь, назовем'ь буквами }\, р., тд. Если неподвижная точка… заы'Ь—
пена силою, то т'Ьло теперь можно разма'гривать свободным, &

потому, прикладывал къ нему условін равновізсін, выведенным въ
параграфъ 138, нужно только не забыть, что моменты силы, зам'Ь-
ННЮЩБЙ НЭПОдвижпую точку, относительно координатных'ь осей,
должны быть равны нулю, такъ какъ эта сила, проходитъ черезъ
перес'Ьченіе осей, &, потому будемъ имтзть сл'Ьдующія шесть урав—ценій: \

Х + % : 0 › Ь : 0
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А; у, 11, & остальныя три служать, слідовательно, условіями равно—

в'Бсія тёла, им'Ьющаго неподвижную точку и, между прочимъ, гово-

рятъ намъ, что длЁъ равновгьсія тгьла, имтющаи) неподвижную

точку, необшодимо % достаточно, чтобы равнодгьйствующая втжъ

сила, приложеннытъ къ тту, проходила черезъ начало координата.
ТЁБЛО, им'Ьющее одну неподвижную точку, называется рычагомъ;

разсмотримъ же ближе условіл равновйзсія рычага.

Пусть имёемъ рычагъ (чер. 106) АОВ, точка О котораге непод-

вижна; пусть на него дёйствуютъ, крови; собственнаго его візеа (},

йриложеннаго 'въ центр'Б тяжести ;, еще сшы Р и („2 расположенныя

тоже въ отвзёсной плоскости. Означимъ разстоянія точки 0 до на—

правленія силъ буквами р, ‹1 и х. Моменты данныхъ силъ относи-

тельно точки 0 будутъ: —Рр‚+(}х и+(2(1‚ такъ какъ сила Р вра—

щаетъ свое плечо въ сторону противную движение часовыхъ стрё—

локъ, & силы (Зг И @ 110 направленно этого Движенія.

Для равновізсія рычага„ очевидно, необходимо, чтобы сумма мо—

‚ментовъ относительно какой нибудь точки была равна нулю т. е.

необходимо, чтобы существовало такое равенство:

——Рр—\—О‚С1+БХ———'О. . . . . . . . . ..(1)

Если затізмъ предположимъ, что на рычагъ не д'Ьйетвуютъ ни-

какія силы, кроміэ его собственнаго візса, т. е. если предположимъ

Р=О и (3:0, то‚ слйзд. будемъ имсЪть: 6х=03 но такъ какъ ВЁЁСЪ

не можетъ быть равенъ нулю, то это послйзднее равенство можетъ

быть удовлетворено лишь при условіи Х==0. Это значитъ, что для

равновгъсія рычит, на который не дгъйствуютъ никат'я друъія

силы, промт его (тва, % имтющаъо неподвижную точку, необтодимо

% достаточно, чтобы центра тяжести % неподвижная или опор—

ная точка находились на одной отвтсной ‚тнт. Съ другой сто—

роны, если неподвижная точка и центръ тяжести рычага находятся

на отвЪсной Л_ИНіИ, т. е. если х=0 и на рычагъ дівйствуютъ силы

Р и @, лежащія въ отвсёсной плоскости, то, какъ поназываетъ урав—

неніе (1)‚' необходимо, чтобы:

__рр+(;1‹1=0 или Р:СЪ=Ч3Р‚

такимъ образомъ можемъ сказать, что для равновгъсг'я рычага, центра

тяжести котораго нашодится на одной отвгъсной лит'и съ непод-
8

ЕУРСЪ СТАТНКП.
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выжною точного % на который дгъйствуютъ двп, силы, лежащг'я
въ отвгьоноъі же плоскости, необшодимо, чтобы эти силы были
обратно пропорціоналъны разстоят'ямъ ыосъ отъ неподвижной точны.

145. Уеловія равнов'Ьеія т'Ьла, опирающегося ОДНОЮ точною на
неподвижную линію. Давленіе на эту линію. Разсмотримъ теперь
(чер. 107) неизмйзняемую систему точекъ или твердое тёло, опираю-
щееся на постоянную или неподвижную линію ВС точкой А. Еслибы
на тЪло не дізйствовала никакая сила, то оно было бы въ такомъ
же положеніи, какъ если—бы непоцвижной линіи не существовало.
Но если на тЪло дёйствуютъ силы, равнодпёйствующая которыхъ В,
направленная 110 нормальной къ линіи ВС въ точит; А, стремится
прижать тЁло къ этой линіи, то неподвижная линія, 0чевндн0, за-
мёняетъ собою нйзкоторую силу Р’, равную и противоположную В.
Итакъ, Мало, опирающееся н'Ькоторой своей точкой на, неподвижную
линію, можетъ быть разсматриваемо свободнымъ, если къ спламъ,
д'Ьйствующимъ на него, прибавить фиктивную силу, проходящую
черезъ опорную точку и соотвйзтетвующую величинЪ нормальной.
Тогда условія равновізсія тёща будутъ тЪ же, что и условія равно—
вз‘эсія свободного тёща, побуждаемаго двумя силами В и Р’ равными
и противоположными. Отьдов.‚ чтобы тгъло‚ опирающееся на дат-
ную лыныо въ данной точтъ, было въ равновюсг'ы, необосодымо ы до-
статочно, во 1-стз, чтобы равноджйствующая силе, дгьйствующитна тжло, ымтыш тоже направление, что % нормальная къ лит'и
въ точить опоры, что непосредственно провгърявтся но многоуголь—нытъ силе; во 2-503, чтобы оно ымгъло напрооленіе, стремящееся
удержать ттьло на постоянной литы, что также чрооюряетоя
но, многоуголънить сила, и, 63 3-ти, необшодимо, чтобы раонодгыі-
ствуоощая прошодчла-бы черезъ точку опоры тыла, т. в. чтобы
всяти веревочный многоугольника,
былъ зомкнутымъ многоугольникомъ.

Сила В представляетъ собою давлет'е, производимое тёломъ на' !лишю ВС, сила, Р нормальное сопротивление, или реакцію ЛИНШна тЪло. Чтобы линш, на которую опирается №310, представляласобою полное противотшствіе, необходимо И достаточно, чтобы Р’ было
равно или больше Давленія В.

чрошодящій чврезъ эту точку,

Чтобы вы азить ' 'р эти же условш анали гически, возьмемъ начало
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координатъ въ точкіз 0поры‚ за ось 2-овъ возьмемъ нормальную къ
линіи ВС, другія ДВ'Ё оси возьмемъ перпендикулярными къ оси
2-овъ. Проэкціи равнодйзйствующей данныхъ силъ на осяхъ коорди-
натъ пусть будутъ Х, У и 2. Сила, замізняющал собою связь, пред—

стявляемую линіей ВО, будучи направлена по нормальной т. 9. по
оси 2-овъ‚ Даетъ составляющую на этой оси, равную самой 09613,

т. е. это будетъ Р’; на Другихъ двухъ ослхъ, составляющія ея бу—

дутъ нули. Точно также, моменты силы Р’ будутъ нулями, такъ какъ
сила эта проходитъ черезъ начало координатъ. Поэтому аналитиче-
скія условія равновізсія тЪлщ оппрающагосл ОДНОЮ точкою на не—

подвижную линію, на основаніи пар. 138, будуть таковы:

Х=О (1) 14:0} .

У=О (2) м—_—о (4)
2+Р’:О (3) Ы=оі

Уравненіе (З) служитъ къ опредізленію сопротивленія Р’. Осталь—

ныя же пять уРавненій служатъ условіями равновізсіл данныхъ силъ.

Уравненія (1) и (2) говорятъ, что равнодізйствующая данныхъ
силъ не имйзеть составляющихъ на осяхъ Х-овъ п У-овъ, т. в. она

направлена по оси 2. Уравненіе (3) говоритъ, что направленіе рав—

нодъйствующей обратно направленію силы Р. Уравненіе (4) говорить,

что равнодізйствующая данныхъ силъ прохолитъ чрезъ начало коор-
динатъ, т. е. чрезъ опорную точку А.

Такимъ 06разомъ, для раоноогъоія тыла, ожирающозооя одною

т'ъочкои” на неподвижную лит'ю, необщодимо, чтобы равнодтйствую-
щая данныазъ сила проходило чрезъ опорную точку % направлвніе
ея было таково, чтобы она прижимала тгьло къ неподвижной ли-
ты, а не стремилась отрыватъ ого отъ неподвижной лит'и.

146. Условія равнов'Веія т'Влаъ, опирающагося двумя точкавш на

двухъ плоских'ь неп0движныхъ дшніях'ь. Давленія на эти линіи.
ТЁЛО, покоящееся двумя точками А и В на двухъ неподвижныхъ
линіяхъ, можно разсматриватъ свободнымъ, если только къ силамъ,

дёйствующимъ на него, прибавить дві; фиктивныхъ силы, направлен-
ныхъ по нормальнымъ АН И ВЫ’ къ этимъ линіямъ (чер. 107). И,
въ этомъ случай, чтобы Т’ЁЛО было въ равновізсіи, пеобХОДИМО и до-

статочно, чтобы равнодгвйствующая В, бишь, дёйствующихъ на него,
8>Х<



116

уравновіъшивалась бы съ силами, направленными по нормальнымъ
АН н ВЫ’. А для этого необходимо и достаточно, чтобы эта равно—

д’Ьйствующая проходила, черезъ точку пересЪченія О этнхъ нормаль—
ныхъ. И такъ, вое сводится къ тому случаю, когда тЪло нмЪетъ одну
неподвижную т'очку О, и слід. условія равновЪсія будуть такія же,
навін выведены въ пар. 144, т. е. можемъ высказать тащю теорему:

Теорема. Чтобы твердое ттт, опирающееся на двгь неподвиж-
нышъ линіи, было въ равновтсіи, необаюдимо и достаточно, чтобы:
1) направленіе равнодгъйствующей было обратно направленг'ямъ нор-
малъныж жративодгьйствій, % 2) всят'эё веревочныгг многоугольника
для данныгсъ сила % прошодящій черезъ перестсенг'е нормальныхъ къ
неподвижнымъ линіямъ былъ замкнутымъ.

Давленія на кривым равны составляющнмъ равнодёйствующой,
нанравленнымъ но нормальнымъ къ кривымъ. Онъ получаются нено-
средственно изъ многоугольника снлъ и должны стремиться прижи—
матъ т'Ьло къ неподвижнымъ кривымъ‚ & не удалять тёла отъ нпхъ.

147. Уоловія равнов'Ьсія тЪла, нміъющаго неподвижную точку и
опирающагоея другой точкой на неподвижную шшію. Сопротивленіе
опоръ. Когда тЪло нмЪетъ неподвижнуюточку О (чер. 109) И они-
рается другой точкой А на неподвижную `зшнію ВС, то оно будетъ
въ равновісіи, каковы бы ни были силы, дЪйствующія на него.

Дсвйствнтельно, равнодійствующую приложенныхъ къ тізлу снлъ
всегда, можно разложить на, двЪ другихъ силы: одну, направленную
но нормальной НА къ неподвижной линіи въ точит; А, другую, прО-
ходящую черезъ точку 0. Эта. носл'Ьдняя составляющая уннчтожптся
неподвижноотъю точки 0. Составляющи, направленная по нормаль-
ной, будеть уничтожаться сопротивленіемъ неподвижной лпніп. Эта
составляющая вШ'зстЪ съ тёзмъ будеть равна давленію на, кривую.Если система данныхъ силъ приводится къ парт), то всегда можно
разложить каждую изъ двухъ силъ этой пары на дві“) другихъ,—
одну по нормальной НА и другую, прОХОДящую черезъ О, зат'Ьмъ
можно сложить въ Одну дві; силы,..дйзйствующіяпо НА, И двп“) силы,
д'Ьйствующія по КО.

Итакъ‚ во всякомъ случай; можно замЪнить„ данным силы двумясилами: одном, идущем по нормальной, другой, проходящей чрезъ
точку 0. Эта нослдндняя уничтожается неподвижностью точки О‚а
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первая уничтожается оопротивленіемъ линіи ВС, если слагающая

по нормальной стремится прижимать тЪло къ этой линіи.

148. Опредгвлепіе графичеокпмъ путемъ вешшины давленій на

опоры, когда силы, діэйетвующія на тізло, даны по положенію,

по направленію и величина; на многоугольникт. еплъ. Чтобы сдчёлать

тдело евободнымъ, прибавимъ къ даннымъ силамъ дві; силы фиктив-

ныхъ, одну нормальную къ ВО въ точит) А (чер. 110) она будетъ

направленіемъ еопротивленія, представляемого линіей ВС, & ДРУГУЮ,

проходящую черезъ О. Направленіе первой изъ етихъ еилъ извъстно,

также изв'Ботна точка, принадлежащая 2-й СИЛ’Ё.

Пусть (чер. 110) 1, 2, 3 направленія еплъ, приложенныхъ къ

системі}, эти силы равны длинамъ сторонъ 1, 2, 3, многоугольника

силъ (чер. 111). Нормальное сопротивленіе линіи ВС означимъ

цифрой 4 и черезъ конецъ З многоугольника силъ проведемъ парал—

лельно АП линію 811.

Построимъ теперь веревочный многоугольникъ какого угодно

полюса С, начавъ его построеніе отъ подвижной точки 0. Такъ

какъ тЪло теперь можно разсмотривать евобщнымъ, то для его рав-

новізсія необхоцимо и достаточно, чтобы веревочный многоугольникъ

былъ замкнутымъ, также какъ и многоугольникъ силъ.

Начертивъ еоотвізтетвенныя стороны веревочнаго многоугольника

параллельно лучамъ, найдемъ, что послёдняя сторона веревочнаго

многоугольника 04, назовемъ ее цифрой 5. Эта линія будетъ направле-

ніемъ противодізйствія, производимого непоцвижной точкой 0; а если

отъ начала 0 многоугольникасилъ проведемъ параллельную этой линіп

до вотрізчи ея въ точкіз 4 съ линіей Зв., то величина противу—

дсЪйствіл линіи ВС будетъ 34°, величина же сопротивленія непод-

вижной точки 0 будетъ 04. Итакъ, правило нахожденія давленій на

опоры, когда силы Даны посредствомъ ихъ направленій дЪйствія

и многоугольника еилъ, таково: надо построитъ многоугольника

даннытъ силе; % затгьмъ веревочный мноъоуюлъникъ какого угодно

полюса, начат; его построет'е отъ неподвижной или опорной точки,

продолжить послтднюю сторону этого многоуюлънина до встртш
ея съ нормальной къ неподвижной лит'и, % соединить точку встргъчи

съ данной неподвижной, или опорной точной, это будетъ замы-

кающая сторона веревочнаго мноъоуюлъника; черезъ начало много-

уголъника сила провести лит'ю параллелъную замыкающий сторотъ
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веревоч. многоуголъника, @ черезъ конецъ многоугольника сила про-вести линг'ю параллельную нормалъной. Танпмъ образомъ получится
замкнутый многоугольникъ силъ, и послтБднія его стороны будуть
представлять собою давленія на постоянную точщ и на постоянную
кривую.

150. Уоловія равновіюія т'Ьла, покоащагося тремя точками па
неЦОДвижныхъ лпніяхъ. Пусть АП, ВЫ’, СЫ’ нормальныя къ не-
подвижнымъ линілмъ (чер. 112). Связь, представляемую одной пзъ
линій, напр. 0, можно зашёнить силою фпктпвною, направленноюпо СН”. Вромъ того, система должна будетъ опираться еще на дві;линіи А и В, или другими словами, система эта должна. ппЪть одну
неподвижную точку, находящуюся въ пересёченіп О нормальнъшъАП и БП ’

.

Такимъ образомъ тізло будетъ пмъть непоцвпжную точку 0 п
опираться на неподвижную лпнію. Но условія равнові‘эсія такоготёща, были уже разсмотрёны въ предыдущезгь параграфіз.

1 51 . Уоловіяравнов'Ьоіят'Ьла,
Неопредіълепнооть оопротпвленія
(чер. 113) дві; неподвижныхъ т
равноцъйотвующая В

Шющагодві; неподвижныхъ точки.
опоръ. Разснотрппъ тізло, пмізющее
очки О и О’; какова бы ни была.

оплъ, дёйствующпхъ на него, тёло всегда бу—детъ наход‘шться _ВЪ равновйсіи. Дъйствптедно на равнодіэйствующейможно взять произвольную точку и разложить силу Влиніямъ, прохоцящимъ чрезъ эту точку,
Очевщно, эти дві; он

по двумъ
напр. по .ШНіЯМЪ АО 11 АО’.

ЛЫ будутъ уничтожены неподвижностыо точенъО и О’. 'Вмізстъ съ тъмъ эти силы будуть слЁд. равны давленіямъ,
ПРОИЗВОДИЦЫМЪ В на неподвижныя точки. Но такъ какъ А взятапроизвольно, то полученныя давленія будутъ неопредёленны. Есличасти тЪла будут'ь расположены относительно опоръ симметрично,.то давленш на, опоры будуть равны между собою, и тогда онЪ ЖБ-лаются вполніз опредізленными.

Выведемъ тгъ же условз'яравновгъсг'я аналитически. Пусть данноет'Ьло имёетъ дві; непоцвижныя точки 0 и О’.ность каждой изъ этихъ точекъ нёкоторою силоПусть эти силы В, и Вг. Заьйэнивъ такимъ обртЪло свободнымъ. Отнесемъ тЪло къ прямоугонатъ, взявъ начало въ одной изъ неподвижн

Замінпмъ неподвиж-
ю, намъ неизвЪстною.
азомъ связи, сд'Блаеьгь
льнымъ осямъ коорди-

ыхъ точекъ, напр. въ 0, а
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ось Х—овъ проходящею чрезъ вторую точку О’. Пусть проэкціи

силъ 81 и Ни, на, осяхъ координатъ суть Х, У“ 21 и Х2‚ БД, 22.

Суммы проэкцій силъ, приложенныхъ къ тёщу на осяхъ координатъ,

пусть будутъ Х, У и 2 (чер. 114).
‘

Такъ какъ сила 81 проходитъ чрезъ начало координатъ, то мо-

менты ея проэкцій на осяхъ координатъ относительно начала 0 равны

нулямъ: координаты точки 0’ суть Х2 нуль и нуль, поэтому моменты

проэкцій силы 32 будутъ: + У2Х2 И—ИВХЗ.
Всл'Ьдствіе всего этого‚ шесть уравненій, относящихся къ силамъ

и моментамъ и выражающихъ условія равновгізсіл свободнаго твер-

даго тгЪла, въ этомъ случай, будутъ таковы:
'

Х_|_Х1+х72:о
У+У1+У2:О
24—21 + 22:10
М_—И2Х9=О
Ы+У2х220Ь=0

Первыя пять уравненій, какъ заключающія въ себ'Ъ неизвізстныя

величины Х„ Хг, У“ 862, 2… 22, послужатъ къ опред'Ьленію этихъ

величинъ, & стад. къ опредізленію ВДЛИЧИНЪ неизвізстныхъ сопротив-

леній 31 и 8.2. Послізднее уравненіе, не заключающее въ (3961; не—

извізстныхъ величинъ, есть уравненіе условное, выражающее условія

равнов'Ьсія Данныхъ силъ и говорящее, что для равновжсг'я ттт,
имтощаш двгъ неподвижныя точки или неподвижную осъ‚ необще-

дымо % достаточно, чтобы сумма моментовъ сила, джйствующитъ

на атьло, относителъно неподвижной осы была равна нулю.

Обратимся къ первымъ пяти уравненіямъ для опредгіэленія не-

извёзстныхъ величинъ, найдемъ:

 
\]

у2:_'_'і__
Х2

22: М
Х2

У1=—-У2——У=————У
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2‚=—22—2=—і‚1—2
Х2

Х1+Х2=—Х
Изъ этого видимъ, что УЗ, 22, У” 21 имЪютъ вполніз спрей;-

ленныя величины; остаются неопредЪленнымп лишь Х1 и ХЗ, & по-
тому силы В2 и В1 тоже будуть неопредЪленнымп. Это совершенно
понятно: изъ пяти уравеній шесть велпчпнъ опредізлпть нельзя.

152. Условія равновйзсія тіша, опирающимся четырьмя точками
на четырех!» непщвижныхъ лиш'ях'ь. Неопред'Ьлешюстъ величины
сопротивлеш'я.

Если тЪло (чер. 115) опирается на. четыре лпн'ш А п В, С п
1), то это все равно, что тЪло пмйетъ двъ неподвижныя точки: одну
въ пересчёченіи напр. нормальныхъ АО и ВО къ лпніямъ А п В,
другую въ пересёченіи нормальньшъ СО и ПО къ лпніямъ С п 1).
И такъ, когда №510 опирается четырьмя точками на четырехъ лп-
ніяхъ, то вопросъ сводится къ условіямъ равновізсія тёла, пмгЁющаго
два“) неподвижныхъ точки 0 и 0’.

Взявъ точку Е на равнодізйстврощей силъ, приложенныхъ къ
тЪлу, разложшгь эту равнодізйствующую по направленіямъ ЕО п
ЕО’, затЪмъ разложимъ силу ЕО на дві; силы, дЪйствующпхъ по
АО И ВО, & силу ЕО’ на дві“) силы, дёйствующпхъ по О’С п О’В;такимъ образомъ будемъ ИМЪТЬ четыре давленія на, соотвЪтствуюшіЯ
кривыя; п такъ какъ точка, Е взята произвольно, то давленія бу-
дутъ неопредъленнъшш.

Величина давленій будетъ также величиной неопредЪленной,
если опорныхъ лшній въ тсЪлЪ будетъ больше четырехъ.

Неопред’іэленностъ будеть существовать также. въ случай!; треХЪопоръ, если нормальныя къ этимъ опорамъ сходятся въ Одну точку:потому что тогда равнод'Ьйствующая силъ, дізйствующихъ на №10,
должна будетъ проходить чрезъ эту же точку, и ее можно разло-жить всевозможными способами по тремъ направленіямъ, прОХОДЯ-щимъ чрезъ точку пересізченія нормальныхъ.

153. Когда тсЬло опирается на линіяхъ, или на неподвижныхъповерхностяхъ‚ то, каково—бы ни было число опоръ‚ оно находитсявъ состоянш совершенно опред'Ьленномъ.
.
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При этомъ давленія на опоры вполнтз опредтзленны въ томъ

смысліз, что 0111; должны всегда оставаться такими же при одина—

ковыхъ обстоятельствахъ. Между этими обстоятельствами есть неиз-

візстныя, зависящія отъ формы тгЬлъ и отъ перемйнъ, происходя—

щихъ въ этихъ формахъ, влтэдотвіе упругости матеріи. Статика же

предполагаетъ тёща, твердыми, неизмізняемыми, поэтому въ статиктз

могутъ быть разсьтатриваемьт только силы, независимыя отъ формы
Мзлъ, и для того, чтобы задача опредтзленія неизвтзстныхъ силъ могла

быть разртзшена одной статикой, необхщхшо, чтобы эти силы оста-

вались ттзми же самыми, каковы бы ни были измтзненія формы ттзла,

которымъ оно можетъ подвергнуться вслтздствіе упругости ето. Чтобы

уничтожить неопредтзленностщ надо къ условіямъ равновйзсія, выве-

деннымъ въ статный, прибавить условія, доставляемыя математической

теоріей упругости и математической физикой и указывающія на отно—

шенія меЖДу силами, зависящими отъ измтзненія въ формтз Мала.

153. Напряженіе нити. Напряженіе пли давленіе полосы. Пусть
дана (чер. 116) нить аЬ', поддерживаемая на Двухъ ея концахъ

двумя силами { и і’, направленными по 211), равными и противопо-
ложными. Очевидно, подъ дтзйотвіемъ этихъ оилъ нить нахоцитоя въ

равновтзсіи.
Каждая изъ ея частей, напр. ша, также нахщится въ равновйсіи.

Въ самомъ №№, эта часть нахоцится подъ цъйствіемъ двухъ силъ:

во 1-хъ‚ подъ дтэйствіемъ силы 1“, Дтэйствующей въ &, во 2-ХЪ, подъ

дёйствіемъ, произвоцимымъ частью що на часть ша. Это послъднее

дтзйствіе называется напряженіемъ, произвщимымъ первой частью

нити на вторую. Напряженіе нити непремізнно равно и противо—

положно і, потому что она поддерживаетъ ша въ равновтзсіи. Озна—

чимъ его буквой і”.
Обратно, ‚часть ша производитъ на, ШЪ напряженіе Р”, равное

и противоположное і”, потому что 1111) находится въ равновтэсіп

подъ дтэйствіемъ оилъ 1" и Р”. Точка ш взята произвольно, поэтому

можемъ сказать, что въ каждой ТочшБ нити, натянутой Двумя силами

равными и противоположными, дЪйствующими на ея концы, можно

разоматривать два напряженія: ОДНО производимое частью нити по-

м'Ъщенной слізва т на, часть, помстзщенную справа, и другое напря—

женіе обратное первому. Эти дві; силы равны и противоположны,



опт, однтэ и тЪ же на всемъ протяженіи нити и равны по абсо—

лютной величина“: силамъ, дтзйствующимъ въ Двухъ ея концахъ.
Въ т'Ьмъ же выводамъ придемъ, если вмтзсто нити возьмемъ

твердую полосу. Въ этомъ случай. также можно разсматривать обт,

силы 1 и {’ равныя и противоположным, или сжимающими полосу,
или растягивающими ее. Сдтэлавъ стзченіе въ 111, найдемъ, что часть
1111) производитъ на ша дтзйствіе і' равное и противоположное Р, и

стремящееся растянуть или сжать эту часть полосы; также часть ша

произведетъ на 1111) растяженіе или сжатіе равное и противополож-
ное ?, или 1“. Эти дтзйствія называются не только напряженіями,
но и давленілми. Оліъдователъно, давлет'я % напряженія одина-
ковы по абсолютной величитъ на всемъ протяженіи иолосы, нашо—

дящейся въ равновтсг'и.

154. Уоловія равнов'Ьеія епотемы матеріальныхъ точекъ лежа-
щихъ въ плоскости и ооедпненныхъ между собою негибкимп поло-
сами ИЛИ стержнями.

Пусть будетъ дана плоская фигура, стороны которой предполо—
ЖИМЪ ТВЗРДЫМИ ПОЛОСЭМИ.

Пусть въ плоскости фигуры къ вершинамъ ея приложена спотема
силъ, подъ дЪйствіемъ которыхъ данная фигура остается въ равно-
втзсіи. Въ числі; силъ, д.тзйствующихъ въ вершинахъ фигуры, нахо—

дятся тяжести полосъ*7 каждую изъ этихъ послтзднихъ можно разло-
жить на дві; составляющихъ, приложенныхъ къ двумъ концамъ по—
лосы. Такъ какъ данная фигура наХОДитоя въ равновйзсіп, то каждая
изъ полооъ ее составляющихъ также находится въ равновтзсіп,
(чер. 117]. _Отнимемъ полосы А, А1 А2 прилежащія къ вершинтэ 0,
за исключешемъ одной изъ нихъ СЕ. Равновёсіе не будетъ нару-
шено,

еслм только въ точкъ С приложимъ фиктивным силы, раВНЫЯ
напряжешямъ или давленіямъ, производимымъ каждой изъ этихъ
полосъ на точку С. Точно также можно устранить полосы 131, В2-п7и каждую изъ нихъ замтёнить фактивной силой, представляющейея напряженіе или давленіе._ Сложивъ между собою вета напряженіж
приложенныя къ 0, также какъ и внтзшнія силы, Д'ЁЙСТВУЮЩіЯ на
эту точку, получимъ нтзкоторую силу 1'. Равнодтёйствующая встзхъ
силъ, приложенныхъ въ Е, будетъ н'Вкоторая сила і’. `

Мы не зна "
.

емъ величины силъ і' и 1, но такъ какъ полоса ЕО
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остается въ равновйзсіи подъ дЪйствіемъ этихъ двухъ силъ, то слід.
онъ равны между собою, направлены 0613 по линіи ЕС’ и противо-
положных'ь знаковъ. Величина каждой изъ нихъ предетавляетъ на,-

пряженіе полосы ЕС’, и ихъ знаки укажутъ, сжата или растянута
эта полоса,.

И такъ, для равнотъсз'я фигуры, составленной нешб'кими 920.20-

сами % лежащей въ плоскости, необшодимо % достаточно, чтобы

силщ дгъйствующія на фигуру, % напряжений ея полосе были тсв-

ковы, чтобы стодилисъ къ двумъ равнодействующимъ, равнымъ
% противоположнымъ % направленнымъ по одной изъ сторона фи-

гурт.
Обыкновенно говорятъ про всё; полосы, что онъ напряжены, но

разъ задача різшена, то етаповптсл извйэстнымъ, шкіл именно по-

лосы вытянуты и какія сжаты.

155. Уеловія равновтеія свобоцнашошарнирнаго многоугольника.
Возьмемъ замкнутый ътногоугольнпкъ, составленный изъ полоеъ, со—

единенныхъ между собою въ вершинахъ шарнирами. Въ каждой изъ

этихъ вершинъ пусть будетъ приложена сила. Требуется опрешізлшп)7

во 1-хъ, условія равновіэсія многоугольника подъ дізйствіемъ данныхъ

силъ; во 2—хъ, напряженіл сторонъ многоугольника, когда, равно-

вЪсіе существуетъ.
Очевидно, если многоуголъникъ состоите изъ трет; сторона

то онъ образуетъ неизмгъняемую систему, и, слтдователъно, не-

обтодимыя % достаточныя условг'я для его раеновгъеъ'я будутъ за-

ключатъсн въ тома, что мноиоузолъникъ сила, дгъйствующиазъ на

нет, и какой угодно веревочный многоуюлъликъ ттт; же сила

должны быть замкнутыми. Когда, замкнутый шарнирный много—

угольникъ содержитъ болтЁе трехъ сторонъ, то разстояніл между вер-

шинами могутъ ед'Влатьея измЪняемыми, и СЛ'ЁДОВ. высказанныя

выше условія равновйзсія, говоря вообще, перестаютъ быть достаточ—

ными. Чтобы открыть въ этомъ случай; ВС'Ё условія необходимые и

достаточныя, замётимъ, что если многоугольникъ находится въ равно-

ВСЁСіИ, то каждая изъ его вершинъ въ отдЪльности также находится

въ равновізсіи, подъ дізйствіемъ силъ къ ней приложенныхъ и на—

пряженій полосъ, прилегающихъ къ этой вершит}. И обратно, если

подъ д'Бйствіемъ силъ внёшнихъ и напряженій полосъ, сходящихся
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въ вершиніз, казкдая вершина ето находится въ равновізсіи, то и _

весь многоугольникъ также будетъ нах0дитьсл въ равновізсіи. И такъ,

вся задача оостоитъ въ отысканіп условій, при которыхъ каждая
вершина, отд'Ьльно находится въ равнов'Ъсіи.

Пусть (чер. 25) данъ замкмутый многоу-гольникъ осА1А2А3А4А5а,
на, вершины котораго дізйствуютъ силы В, Р„ Р„ РЗ, Р" и РБ, рав-
ныя сторонамъ многоугольника силъ (фит. 26).

Чтобы 1—ал вершина даннато многоугольника была, въ равно—

вЪсіи на основаніи предыдущего параграфа, необходимо чтобы равно-

дъііствуюшая напряженій двухъ сторонъ АА2 и А1а была бы силой

равной и противоположной силЪ, приложенной по направленію линіи
дізйствія А1Р1, поэтому линіп СО и 01, проведенныл черезъ концы
линіи 01 многоугольника, сплъ, параллельно сторонамъ А,А2 и

Аіог даннато замкнутаго многоугольника, дадутъ величины напряженій
сторонъ А1А2 п 0110! этого многоугольника. Первая будетъ направ—
лена отъ С къ 0, вторая отъ С къ ]. Сліздовательно эти силы

противоположныхъ направленій п вмізстіз съ ТЪМЪ равны составляю-
щимъ силы Р, направленнымъ по еторонамъ «,А п А1А2. Давленія,
произведимыя силою Р1 на эти стороны,
ляющимъ.

Перейдемъ теперь къ вершиніз А2. Она будетъ въ равновіэсіп,
если равнодізйствующія напряженій сторонъ А1А2 п А2АЗ будетъ
равна и противоположна спит„ направленной по линіи А2Р2 И равна
стороні} 12 многоугольника силъ. Составляющія этой силы выра-
жаются линшми 01 и 02 и идутъ 1—я отъ С къ 1, & 2—я ОТ'Ь °

р&ВНЫ ЭТИМЪ веста.В-

Ы

къ С. Напряженіе стороны А1А2 извЪстно, оно равно и параллельно
лучу 01°, направленіе силы Р:, параллельно силт, 12. Поэтому на-
правленіе стороны А„А3 должно опредізляться длиною лпніи 02 и
должно быть направлено отъ 2 къ С, а для этого необх0димо, чтобы
сторона А2А3 была параллельна линіи 02. Точно также найдемъ,
что всі; слЪдующія стороны даннаго многоугольника, должны быть

пароаллельны
лучамъ, проходящимъ чрезъ полюсъ 0, т. е. что дан-

ныи многоугольникъ долженъ бытъ однимъ изъ веревочныхъ много-
}ГОЛЪНИКОВЪ СИЛЪ‚д”1‘›йствующихъ на, его вершины. Всё вершины],
2, 3,4, 5 даннато многоугольника. находятся въ равновЪсіи, & лучи,
выходящіе изъ полюса С, измЪряютъ напряженія ПОСЛСЁДОВЁЪТЗЛЬНЫХЪ
сторонъ даннаго многоугольника. Такимъ образомъ дойдемъ ДО ПО
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слізднй вершины и, и также какъ напряженія двухъ сторонъ Аіо: ]:

Аза, чрезъ нее прохолшщихъ, извЪстны, & величина ихъ изобра-

жается въ многоугольнпкіз силъ лучами СО п 05, то поэтому сила В,

дЪйствующая въ вершит; ос, должна быть равна сила!}, замыкающей

многоугольникъ пяти другихъ данныхъ силъ.

И такъ, чтобы система сила маша удержать въ равновгъсш

замкнутый многоугольника, 0 часть сторона, божье тредов, состав-

ленный изъ полоса, соединеннытъ шарниралш, нвобшодимо идоста—

точно, во 1—ж, чтобы многоуголъникъ этаж сила былъ замкнута,

во 2—тъ, чтобы данный замкнутый ищрнирныгі многоугольника

была бы однимъ изъ ввревочныт многоуголъншсовъ сила, дтгствую—

щишъ за его вершиншсъ. Если эти условія выполнены, то лучи,

вътодящіе изъ полюса этою веревочншо многоуголъника, представ-

ляютъ напряженг'я ею различнышъ сторона. Другими словами,

напряжений полоса фигуры, нашодящвйся въ равновтьсш, ожредгъ-

ляются лит'ями взаимной фигуры.

156. Уеловія равнов'іюія висячаго шарнирншто шногоуголышка.

Разсмотримъ теперь (чер. 24) многоугольникъ незамкнутый

0С1А1А2А3А1А5015

и висящій двумя своими концами въ двухъ неподвижныхъ точках;

аі И ад. Приложимъ къ его вершинамъ какія угодно силы Р, Е,
РЗ, Р47 РБ, и во 1-хъ, опредЪлпмъ условіл, при которыхъ эти силы

удерживаютъ данный незамкнутьп‘і многоугольникъ въ равновЪсіи;

чво 2-хъ, опред'Ълимъ напряженія всЪхъ его сторонъ, и, въ 8—хъ,

опред'Блимъ давленія, производимыя на неподвижныя точки 3,1 и ад,.

Данный многоугольникъ можно сдЪлать свободнымъ, если при-

ложить дві; силы: одну, направленную по стороні; ос2А1 равную

напряженію, происходящему отъ неПОДвижной точки он и другую,

направленную по стороні; а5А5‚ равную напряженно, происходя—

щему отъ неподвижной точки осб. Этп новыя силы, дізйствующія по

сторонамъ оцА1 и а5А5‚ могутъ быть разсматриваемы приложенными

къ точкъ пересізченія этихъ сторонъ, равнодтзйствующая ихъ выра,—

зится силою В. Такимъ образомъ задача сведется къ нахожценію

условій равновізсіл свободнаго замкнутаго многоугольника 011А1А2А3
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А4А5а5‚подверженнагод'Бйствію силъ В‚_Р1‚ РЭ, РЗ, Р4 и РБ, изъ ко—

торыхъ первая неизв'Ьстна. Но изъ предыдущаго параграфа знаемъ,
что замкнутый многоугольникъ, на вершины которого д'Ьйствуютъ
эти силы, долженъ быть однимъ изъ веревочныхъ ьтнотоугольниковъ,
и, слёдовательно, какая уг0дно часть этого замкнутого многоуголь—
ника должна принадлежать этому веревочному многоугольнпку силъ,

приложенныхъ къ его вершинамъ. И такъ, часть 0:1 А1 ‚А2 А3 А4 А5 0:5

будетъ веревочнымъ многоугольникомъ пяти данныхъ силъ; лучи,
выколцящіе изъ полюса этого веревочнаго многоугольника и прохо—
дящіе чрезъ вершины многоугольника данныхъ оилъ, на основаніи
предыдущаго параграфа, будутъ равны напряжонілмъ различныхъ
сторонъ даннаго веревочнаго многоугольника; крайніе лучи СО и 05
будуть выражать напряжены крайнихъ сторонъ 0.1 А1 п % А5 ИЛИ

давленія, производимыя на постоянныя точки 0:1 и осб. Итакъ, всят'й
шарнирнъай многоуголънинъ будетъ въ равновгъсг'и пода дгъгіствіемъ
манит угодно сила, если этотъ многоугольника, закрттлвнный двумя
своими концами _въ неподвижнышъ точкатъ, представляетъ собою
одинъ изъ веревочнытъ многоугольниковъ сила, дтйствующиж на его

вершины. Напряженія полосъ данного многоугольника, находящагооя
въ равновЪсіи, опредізляются величинами лучей многоугольникасилъ,
т. е. опредгъляются лит'ями фигуры, взаимной фтурть данной.

Никакой другой многоугольнш-съ не владгветъ указаннымъ выше
своиотвомъ, поэтому это свойство веревочныхъ многоугольниковъ
И ПОСЛУЖИЛО ПОВОЛОМЪ КЪ названію ИХЪ шарнирными или веревоч—
ными.

157. Стороны шарнирныхъ многоугольниковъ могутъ быть состав-
ленными не только изъ твердыхъ полосъ‚ но также изъ тибкихъ И

норастяжимыхъ нитей. Для того, чтобы можно было заміэнить НИТИ
полосами, необходимо, чтобы всё стороны многоугольника были вы-
тянуты, и чтобы ни одна изъ нихъ не была сжата.

ЧСЬМЪ больше число силъ, тймъ больше число сторонъ веревоч-
нато многоугольника; когда разстояніл межлу силами неопредтэлеННО
уменьшаются, то стороны веревочнаго многоугольника дёлаются все
меньше и меньше, и въ предтзлтз многоульникъпреобразуется въ кри-
вую, которую называютъ, смотря по обстоятелььтвамъ, шьпноюлиніей
или кривого давленін.



127

Общая теорія взаимныхъ діаграммъ.

158. ИЗЪ вышеизложеннато мы впдимъ, что напряжены частей—

многоугольника, нахотщящагосл въ равновтэсіи подъ дЪйствіемъ вийш-

нихъ силъ, могутъ быть найдены графически, при помощи взаим—

НЫХЪ фигуръ или взаимныхъ Діаграммъ. Это обязываетъ насъ войти

въ разсмотр'ішіе механическихъ свойствъ взапмныхъ фптуръ. Но прежде

всего вспомнимъ, что ДЛЯ равновіъсія сттлъ, расположенныхъ какъ

угодно въ плоскости, необходимо7 чтобы не только былъ замкнутымъ

миогоугольникъ силъ, но также и веревочныіі многоугольникъ; если-

бы веревочный многоугольникъ не былъ замтснутъ, то силы приве-

лись бы къ парта. Но если данныя силы, лежащз'я въ плоскости,

протодятъ чрева одну точку, то для равновжг'я тов доставаточно,

чтобы толъко одинъ мноъоут. сил?; былъ замкнута, такъ какъ въ

этомъ случай; СИЛЫ никоимъ Образомъ но могутъ преобразоваться въ

пару, потому что р&ВНОД'ЁЁСТВУЮЩЭЪЯ всізхъ силъ, безъ одной какой

нибудь, будетъ равна и противоположна этой одной въ случай; равно

в'Ьсія силъ.
Пусть будетъ данъ шарнирный многоугольникъ. Црвдположимъ,

что онъ находится въ равновёсіп ПОДЪ дъйствіемъ силъ, приложен-
ныхъ къ его вершинамъ. На двухъ концахъ каждой изъ лпній, или

полосъ его составляющихъ, и по направленію осей этихъ полосъ

будуть дёйствовать, кроміз того, напряженія этпхъ полосъ, какъ силы

равныл и противоположныя. Эти попарно равпыя и противополож-
ныя силы, какова бы ни была величина каждой изъ нпхъ, вмЪстЪ

съ силами вніэшними, дёйствующпмп на, многоугольникъ‚ образуютъ

систему силъ, находящихся въ равновтзсіи.
Постараемся опредтзлить величины этпхъ силъ. Чтобы каждая

вершина фигуры находилась въ равновгізсіи под'ь дізйствіемъ вс'ЬХЪ

силъ, проходящихъ чрезъ эту вершину, необходимо И достаточно,

чтобы силы, проходящія чрезъ каждую вершину, составляли бы со-

бою замкнутый многоугольникъ.
Итакъ, если возможно отыскать величину напряженій полосъ

данной фигуры, то всегда возможно построить новую фигуру, состав—

ленную изъ такого числа замкнутыхъ многоугольниковъ, сколько Вер-

шинъ или узловъ въ данной фигуртэ. Стороны этихъ многоугольни—
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ковъ должны быть параллельны лпніямъ данной фигуры, взятой выта—

стсБ съ направленіями силъ, дЪйствующпхъ на вершины этой фигуры.
Каждый изъ замкнутых'ь многоугольниковъ новой фигуры будетъ 0

такомъ числі; сторонъ, сколько сходящихся силъ въ соотвЪтствую-
щемъ узл'Ь. Н*Ькоторыя стороны этихъ замкнутыхъ многоугольниковъ
будутъ принадлежать двумъ многоугольникамъ. Такимъ образомъ вновь

построенная фигура будетъ фигурой взаимной фигуріз, составленной
изъ сторонъ даннаго шарнирнаго многоугольника и силъ дЪйствую-
ЩИХЪ, проходящихъ черезъ его вершины.

Итакъ, когда возможно онредгълитъ величину наиряженій по—

лоса данной фигуры, то всегда возможно построить фигуру вза-

имную данной.
И обратно, когда данная фигура допускаетъ дішрамму взаим-

ную, то всегда возможно найти напряженг'я линий, или полоса
данной фигуры, нашодящейся въ равновжсіи. _

Дёйствительно, предположивъ напряженія линій, или полосъ
данной фигуры пропорціОнальными соотвётствующимъ сторонамъ
взаимной діаграммы, найдемъ, чго силы проходящія чрезъ каждую
вершину данной фигуры, будутъ составлять замкнутый многоуголь—
никъ, т. @. эти силы будутъ въ равновізсіи.

159. Изелп‘эдуемъ же, въ какихъ случаяхъ и какія фигуры ДОПУ-
скаютъ существованіе діаграммъ взаимныхъ. Но для этого необхо-
димо войти въ чисто геометрическія разсмотрёнія.

ЗамЪтимъ, что мы будемъ разсматривать фигуры, состоящія изъ
нЪкотораго числа. многоугольниковъ такихъ, чтобы, во 1-ХЪ каждая
сторона принадлежала бы двумъ изъ этихъ многоугольниковъ и только
дВУМЪЗ ВО 2'Х'Ь› ЧТОбЫ .ИЗЪ кансдой вершины многоугольника, выхо—
дИЛО бЫ покрайней М'ЁРЁ ТРИ ЛИШН, или чтобы каждый узелъ со—
ставлялся по меньшей мЪр'Ь изъ трехъ сторонъ и въ 3-хъ, чтобы
каждая сторона проходила по крайней мъръ черезъ двъ вершины.

Затйъмъ, во всемъ остальномъ форма фигуры можетъ быть совер—шенно произвольная.
Эти фигуры будемъ называ

взаимности.
Теорема. Въ каждой фигурщ Обладающей свойствами взаим-ности, сумма числа узловъ % числа замкнутышъ многоуголъниковъбольше числа сторона на величину постоянную % равную числу 2

ть фигурами, обладающими свойствами
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Пусть 111 число сторонъ фигуры; и число узловъ, или, что то же

самое, число вершинъ; р число замннутыхъ многоугольниковъ. До-
нажемъ сначала, что, какова бы ни была фигура, всегда р+п—ш
равна величиндв постоянной, независимой отъ числа вершинъ‚ ето-

рОнъ и замннутыхъ многоугольниковъ фигуры.
Дёйетвителъно, возьмемъ какую угодно фигуру: начертнмъ въ ней

новую лпнію, такъ чтобы число Ш сторонъ увеличилось на единицу.
Если линія вновь начертаннан будетъ соединять вершину данной

фигуры съ нсТзкоторою новою точною, не соединенною ни съ одною

вершиною данной фигуры, то число замннутыхъ многоугольниковъ
въ данной фигуръ послсБ прибавленія одной линіп останется прежнее,

но число вершинъ увеличится на единицу.
Если новая лпнін соединитъ дві; вершины‚ уже нрпнадлежащія

данной фигур'Ъ, то эта линія нлп замннетъ еще незамкнутый мно—

гоугольникъ, или раздълитъ замкнутый многоугольнинъ на Два. Въ

обонхъ этихъ случаяхъ вновь введенная въ фигуру лннія увеличитъ
на единицу чис’ло р замкнутыхъ многоугольниковъ, тогда какъ число

11 вершинъ не измйзннетсн. Итанъ, если 111, или число сторонъ, уве-
личивается на единицу, то сумма р+п‚ или сумма узловъ и отдіэль—

ныхъ многоугольниковъ, тоже увеличивается лишь на одну единицу,

а потощ7 можно сказать: величина р+п — 111 не изміъннется отъ до-

бавленін одной или нйснолышхъ новыхъ линій.
По той же причинён величина эта не можетъ измізнитьоя и отъ

сонращенія линій, если это сонращеніе не нарушаетъ условій взаим—

ности или двойственности.
Но прибавленіемъ или сокращеніемъ соотвізтствующаго числа ли—

ній всегда можно перейти отъ одной фигуры, имёзющей п вершинъ,

р замннутыхъ многоугольниковъ и Ш сторонъ, нъ другой фигуріз, для

которой эти числа перейдутъ ВЪ н'Бноторыя дРУгін, напр. въ такія:

111 р1 1111; и для этой новой фигуры отношеніе р1+П1—Ш1 будетъ,

очевидно, равно величина“) р+н —— 111, т. е. можно написать:

р—і—п——т=:р1+111 —- т1 :сопз’ъ.

Чтобы найти величину этой постоянной, достаточно вычислить ее

для накихъ нибудь двухъ взаимныхъ между собою фигуръ.
Наиболізе простыл фигуры, удовлетворяющія условіямъ взаимно—

9
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сти, изображены на чер. 26 и 27 и составленны шестью линіямщ
соединяющими четыре точки, лежащія въ плоскости. И такъ какъ
Для этихъ фигуръ имёемъ:

11:4, т=6‚ р=4‚ то

р + 11 — т: 2.

Такимъ образомъ теорема доказана сполна.

160. Разд'Ьленіе фигур'ь на фигуры неправильныя, строго пра-вильньш и фигуры съ излишними линіяпш. Неправильными фигу—
рами называются такія, у которыхъ стороны остаются постоянными,
неизмйняемыми, & углы могутъ измйзнятьсл до безконечности; правиль—ными фигурами будемъ называть такія, у которыхъ углы имёют'ь
вполнъ опредйзленную величину, разъ длина сторонъ дана. Идля по-
строенія такой фигуры достаточно знать _слізд. толъко длину сторОНЪея. Фигуры правильныя дйзлятся на два разряда: едит; изъ нпхъ пере—стаютъ бытъ правильными, когда число ихъ сторонъ уменьшаетсяна одну
сторону; такія фигуры будемъ называть строго правилънъгми, ИЛИ
просто правильными; другія изъ нихъ остаются правильнымиИ посліз того, какъ число сторонъ ихъ уменьшено на одну, или ні;-
сколъко сторонъ. Эти послдеднія фигуры будемъ называть фигурамиправильными съ излишними линіями.

Теорема. Если т обозначаетъ число сторона, и число вершинафигуры, то всегда будетъ существовать отношенг'е

ш: 211— 3 + 1<‚ причемъ:
для неправильныж фигура. . к \ 0
для фигура строго правилъныазъ. . . . 1; :о
для _ф'шуръ съ излишними лит'ями . . 1; > 0.

Фигура строго правильная содержитъ столько сторонъ, что поданной длин'В ихъ возможно построить самую фигуру. Чтобы начер-тить ее, отложимъ на, какой угодно линіи длину равную одной изъданныхъ сторонъ, напр. АВ. Концы этой длины будутъ двумя вер-шинами фигуры, всі; другіл вершины будутъ непремсБнно опредЁ-
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лены пересЪченіемъ каЖДыхъ двухъ ДруГихъ сторонъ и только двухъ.
Итакъ, дждой изъ 11—2 дРУгихъ вершинъ будутъ соотвЪтствовать

по дві} стороны, такъ что число остальныхъ сторонъ фигуры, за исклю-
ченіемъ первой стороны АВ, будетъ равно двойному числу всізхъ

остальныхъ вершинъ, за исключеніемъ двухъ первыхъ вершинъ,

т. 9. число это будетъ таково:

2(п—-— 2).

А полное число 111 сторонъ, включая и первую сторону, будетъ:

ш=2(п—2)+1:2п—3.

Итакъ, для фигуръ строго правильныхъ, предложенная теорема

доказана.
'

„_

Пусть дана фигура строго правильная; начертимъ въ ней 1< но—

выхъ сторонъ. Ясно, что эти 1< линій будутъ излишнимщ и ихъ

длины могутъ быть выражены посредствомъ ш первыхъ сторонъ

фигуры, потому что этихъ ш сторонъ Достаточно для построенія

фигуры.
Итакъ, число сторонъ фигуры, иміъющей 1< лишнихъ линій, выра—

жается формулой:

т=2п—З+1‹.

И между сторонами фигуры съ 1< излишнихъ линій существуетъ

вообще 1; геометрическихъ отношеній.
Если въ фигуръ строго правильной, и для которой слтзд. суще—

ствуеть отношеніе Ш:: 211 — З, отнимемъ 1< линій, тогда задача

построенія остальной фигуры 110 извЪстнымъ ш ——1‹ ея сторонамъ

будеть неопредйлена, т. е. будетъ существовать множество фигУръ,

имЪющихъ своими сторонами данныя стороны и различные углы;

другими словами, новая фигура будетъ неправильна и, чтобы ее

сд'Ьлать правильною, нужно педчинить 1< новымъ условіямъ напр.

начертить въ ней 1; новыхъ сторонъ, образующихъ новыя связи

межцу ея разными вершинами; т. е. для фигуры неправильной число

сторонъ будеть таково:

ш : 211 —- 3 —— 1‹.
9і<
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Всё; эти разсужденія можно выразить такъ: если ш число сто—
ронъ, 11 число узловъ фигуры и И какое угоцно цтзлое число, поло-
жительное или отрицательное, то всегда еуществуетъ отношеніе:

1п=2п—8+1‹‚

шт, 1‹ равно нулю, когда фигура строго правильная, шт; 1; положи-
тельное, когда фигура, правильная, но седержитъ 1< лишнихъ линій
т. е. когда между длинами ея сторонъ существуетъ 1‹ геометриче-
екихъ отношеній‚ и наконецъ 1; отрицательное, когда фигура непра—
вильная, хи, для того, чтобы она сд'ізлалась строго правильного,
нужно подчинить длины ея сторонъ 1; условілмъ.

161. Постараемся опредЪлить теперь общіе признаки, по которымъ
можно было бы узнать допускаетъ ли данная фигура одну взаимную
діаграмму, или допускаеть ихъ безконечное множество, или же совстэмъ
не Допускаетъ взаимныхъ діаграммъ.

Для тото‚ чтобы фигура была взаимной данной, нужно во 1—ХЪ:чтобы она, содержала такое же число сторонъ, какъ и данная фигура,
въ 2-хъ, чтобы каждому изъ узловъ Данной фигуры соотвЪтствовалъ бы7
во взаимной діаграммйз, замкнутый многоугольникъ и въ З-ХЪ, чтобы
каждому изъ замкнутыхъ многоугольниковъ данной фигуры соотвът-
ствовалъ бы узелъ въ діаграммт, взаимной. ПослЪднее услооіе, какъ
обратное 2-му, можетъ бытъ разсматриваемо елйдетвіемъ дВуХЪ
первыхъ.

Такимъ образомъ, чтобы фигура, состоящая изъ п многоугольни—
КОВЪ7 дОПускала взаимную діаграмму, она должна, удовлетворять 211
условіямъ. И слтздовательно, чтобы построить вз
данной фигуры достаточно опред'Ьлить ш стороітъ взаимной ДіаграММЫизъ условія, что стороны отвгЬчаютъ 211 условіямъ. Но легко пока—зать, что эти 211 условій приведятся къ 2п—З условіямъ.Д'Ьйетвительно, отстранимъ наминуту дві; вершины данной фигурЫ,соединенныя какой нибудь линіей АВ. Построимъ сначала {1—2
многоугольниковъ взаимной діатраммы, отвёчающихъ 11—2 00нымъ вершинамъ данной фигуры,
граммы, соотвізтствующал линіи АВ
литсн начерченными 11—2

аимную діаграмму

таль—
тогда .линія аЬ взаимной діа-
данной фигуры, вполнгіз опреДСЁ-

многоугольниками. И для того, чтобы
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діаграмма дтзйствительно была взаимной данной фигурй, необходимо,

чтобы линія 31) была параллельна линіи ‘АВ данной фигуры т. 6.

необходимо, чтобы выполнено было одно условіе. Кромтэ того7 для

построенія 11—2 многоугольниковъ взаимной Діаграммы необходимо

должны выполняться 2(п—2) условія. Итакъ‚ полное число усло—

вій, для того чтобы данная діатрамма допускала, "взаимную фигуру,

равно:
.

2(п—2)+1:2п—З.

Эти условія, выраженныя аналитичешсщ дадутъ 211—3 уравне—

нія, заключающихъ ш неизвтзстныхъ ‚тлинъ сторонъ искомой взаим-

ной Діатраммы. А такъ какъ, абсолютную Длину сторонъ взаимной

діатраммы обыкновенно не опредтэляюты а только опреД'ЬляютЪ отно-

шенія ВСЪХЪ сторонъ къ одной изъ нихъ, то, сліздовательно, будемъ

им'Ьть 2п—З уравненій‚ заключающихъ въ собі; ш—1 неизвгЬстныхъ.

Если число этихъ неизвізстныхъ равно числу уравненій или

условій, то, очевщно, задача опред'Бленія ВСЁЁХЪ длинъ взаимной

діатраммы возможна и Биолит; опредізлонна, т. в. она будеть воз—

можна, когда существуетъ такое равенство:

т—-1=2п——8‚ или т='2п—З+1.

Послтзднее отношеніе, на основаніи параграфа 160, означаеть, что

фигура правильная, но содержитъ одну лишнюю линію, такимъ

образомъ мы можемъ утверждать, что всякая фигура правилъная съ

одною излишнего линіей дожускаетъ взаимную діаърамму.
Если въ уравненіе

р+п——ш==2

внесемъ выраженіе для 111, имтзющее мтзсто' въ разсмотртэнномъ нами

случатд т. @. ш=2п——2‚ то получимъ

р+п—2п+2=2 или р::п.

т. в. если данная фигура имгьетъ столько же узловъ сколько и

многоугольниковъ, то она допускаетъ дішрамму взаимную.
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Если данная фигура строго правильная т. е. если

ш=2п—З‚ или ш—1=‘>п—4.1
то мы будемъ имтЬть 211—3 уравненій, & число неизвізстныхъ длинъ211—4, т. е. неизвізстныхъ однимъ больше чймъ уравненій и слЪд.задача, будетъ неопредйленна, пска ОДНО изъ этихъ уравненій несдйзлается тождествомъ.

Итакъ, если фигура строго правильная, то, вообще говоря, онане допускаетъ взаимной дг'аграммы % для того, чтобы она моглаимгътъ одну взаимную диаграмму, необя'одимо, чтобы она удовле-творяла одному нтсоторому условг'ю.Если въ уравненіи

р+п—ш=2
внесемъ вм'Ьсто ш его величину, какую она, импёетъ въ разсмотрйн-номъ случай, то найдемъ: р—Ьп—2п+3=2, откуда р+1=11›т. е. когда число многоуголъниковъ на единицу больше числа 31.3.4083,то фигура не допускаетъ взаимной дг'съ-драммы.Если фигура неправильная, т. е. если ш=2п— 3 ——1‹‚гд'Ь 1; число положительное, то ш—1=2п —— 3—(1і—і— 1),слЪд. неизвйстныхъ 211—8 —— (1: +1), & условій, или уравненій211—3 т. е. будемъ имсЬть 1<+1 уравненій больше чёмъ неизвЪст'-ныхъ. Итакъ, фигура неправильная допуститъ взаимную диаграммутолько тогда, когда она удовлетворяетъ Й—і— 1 условг'ямъ.Если въ уравненіе

нова на (%+ 1), тогда толъко допускаетзоднукогда она удовлетворяетъ (16+ 1) условг'ямз.
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Если фигура содержитъ 1‹ лишнихъ линій, т. е. если

т=2п—З+1<, или т——1=2п—3+1‹——1 ,

то неизвізстныхъ сл'Ьд. будетъ 211 _— 3+1< —— 1, & уравненій по

прежнему 211—3 т. е. число неизвізстныхъ больше числа уравненій

на К—1, & поэтому 1<——1 изъ этихъ неизвтзстныхъ могутъ быть взяты

произвольно, т. е. въ этомъ случай будетъ (\{—1) неопредйэленныхъ

різшеній.
Итакъ, если фтура содержитъ !; .жттгшъ линда, то она до-

дускаетъ 75 ——1 взаимныж діазраммъ.
,

Если въ уравненіе

р—ідп—т22

подставимъ ВМ’ЁСТО 111 его выраженіе‚ ппгізющее МСЪСТО въ настол-

Щемъ случай, то получимъ:

р+п——2п—+З——1‹=2

р=п ч—К——1‚

Другими словами: когда фигура имтетъ число узловъ больше

числа мношуэолъниковъ на величину 75 +1, то она допускаете

‚16—— 1 взаимныазъ діаъраммъ.
Такимъ06разомъ, безусловно, плоская фигура допускаетъ взаимную

діаграмму, когда она имйзетъ столько же вершинъ‚ сколько и много-

угольниковъ.
Всякій сомкнутый многогранникъ всегда обладаетъ тоже тЪмъ

свойствомъ, что числе его вершинъ или узловъ равно числу граней.

Поэтому всякая проекція такого многогранника на плоскость также

обладаетъ этимъ свойствомъ, & потому мы можемъ высказать такую

теорему.

Теорема.. Плоская фигура, моэущая бытъ разсматриваемой,

какъ проекта соматутазо многогранники, всегда допускаете дг'аърамму

взаимную.
Въ послЪдующемъ МЫ будемъ разсматриватъ фигуры, допускающія
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лишь одну взаимную діаграмму. Въ числу такихъ фигуръ можно от`нести фигуры, составленныя осями частей стропильныхъ кружаль—
ныхъ и мостовыхъ фермъ.

162. Стропильныя фермы. Кровли зданій покоятся обыкновеннона такъ называемыхъ стропильныхъ фермахъ. Поэтому на стропиль—ныя фермы, крема“) ихъ собственного в.”!зса, дёйствуюТъ еще втзсъкровли, вЪсъ снёга, могущаго лежать на, кроВЛЁ‚ И наконецъ давле—
ніе Вйтра.

ВЪсъ погонной сажени деревянной стропильной фермы, смотря
по конструкціи, выходитъ обыкновенно равнымъ отъ 4 до 16 пудовъ‚среднимъ числомъ въ 12 пудовъ. ВЁСЪ погонной Саженп желйзнойстропильной фермы выходитъ отъ 6 ДО 12 пудовъ.Вёсъ снтзга, лежащаго на пологихъ крышахъ толщиною не болйеаршина на квадратную саженъ кровли, выходитъ равнымъ около

Нагрузку на каждую ферму можно сгштатраспредіёленною на всю ферму, или же сосредоточточкахъ фермы.
Способы опредізленія нагрузокъ на @

Ь ИЛИ равномйрно
енною въ узловыхъ

тропильныя фермы изла—°
механики, поэтому въ дальнгЬйшемъ

фермы или внЁшнія верти—
кальныя силы, но правиламъ, изложеннымъ въ параграфй 143, най—
демъ противудтъйствіе опоръ, и затз‘змъ останется только опред'Ьлитьвнутреннія силы т. е. напряженія разлиЧныхъ частей фермы,
что достигается построеніемъ діаграммы взаимной, соотвйтствующіл
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Пусть линіи 1,2‚3 представляютъ равныя между собою нагрузки,

распредйзленныя на узлы фермы и д'Бйствующія сверху внизъ; пред-

положимъ, что ферма, опираясь конечными своими точками на дві;

опоры, находится въ равновЪеіи, и что для этого равновЪеія ферма

вызываетъ со стороны опоръ противуцтэйствія7 направленныя слёд.

снизу вверхъ. Означимъ эти противуд'Ьйствія линіями 4 и 5. Цифрами

6‚ 7, 8, 9, 10, 117 12 и 13 означпмъ части фермы. Построимъ

многоугольникъ данныхъ сплъ, въ какомъ либо опредйэленпомъ мас—

штаб'Ь выбраннымъдля силъ; въ нашемъ случай онъ, очевидно, будетъ

прямая линія напр. 03 (черт. 119), п замыкающал его сторона

30 должна, представлять собою силу, уравневйзшпвающеюся съ дан—

ными силами; аъ такъ какъ съ ными уравневчёшиваетсл еопротивленіе

0поръ, то, слйзд. линія ЗО представляетъ собою сумму сопротивленій

опоръ. Ферма и нагрузки, ДЪйетвующія на нее‚ расположены симме-

трично относительно 0поръ, поэтому для нахожденіл сепротивленія

каждой изъ опоръ нЪтъ надобности чертить веревочнаго многоуголь—

ника, & достаточно линію ЗО раздтзлить пополамъ въ точк'Ь &, и тогда

За будетъ равно сопротивление правой опоры т. е. 4‚ п ао равне

сопротивленію л'тзвой оперы т. е. 5.

Чтобы найти, графически, величины напряженій частей данной

фермы, надо построить взаимную діаграмму. Начнемъ построеніе ея съ

узла (5, 67 7). Во взаимной'діаграміз этому узлу долженъ соотвізтство-

вать замкнутый треугольникъ, одна, сторона котораго 5 :ао уже

извйзстна. Чтобы найти ДВ'Ё другія стороны, надо отъ концевъ линіп

ао провести линіи параллельныя линіямъ 6 и 7 данной фигуры.

Но зд'Бсь является вопросъ: отъ какой же точки сліэдуетъ вести

линію параллельную 6, & отъ какой линію параллельную 7. Лпнія

6 проходитъ чрезъ два узле (6, 7, 5) и (6, 1, 8, 8) слтзд. ВО

взаимной фигура“) линія ей параллельная должна начинаться не только

отъ конца линіи еа, но также отъ конЦа линіи 1, т. @. она должна

начинаться отъ точки общей этимъ двумъ линіямъ т. е. отъ @.

Построивъ такимъ образомъ треугольникъ оаЬ, найдемъ грам ически

напряженія полосъ 6 и 7. Напряженія эти будутъ 01) и 310, озна—

чимъ ихъ тоже цифрами 6 и 7.

Узлу (6, 1, 8, 9) данной фигуры долженъ соотвтзтствовать во

взаимной діаграммёз замкнутый ГЮТЫРЭУГОЛЬНИКЬ, дві; стороны кото-

раго 1 и 6 уже извізстны и начерчены (черт. 119); остается по-
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строить напряженіе полосъ 9 и 8. Такъ какъ 9 проходитъ не только
чрезъ узелъ, въ которомъ она пересйкается съ 1, но также чрезъ
узелъ, въ которомъ она пересёкается съ 2, то, СЛ'БД. во взаимной
діаграммйз, линія соотвйтствующая 9 должна проходить чрезъ точку
общую и 1 и 2, т. е. она должна начинаться отъ конца, силы 1.
[[инія взаимной діаграммы, соотвізтствующая 8 должна слід. начи—
наться отъ точки Ъ. Проводя эти линіи, какъ сказано, до взаимнаго
ихъ пересёченія въ точкіэ @, найдемъ графически искомыя напря—
женія ВЪ полосахъ 8 и 9.

Узлу (7, 8, 14, 11 и 12) данной фигуры делженъ соотвіэтство—
вать во взаимной діаграммп‘) замкнутый пятиугольникъ, дві; стороны
котораго 7 и 8 уже извізстны. Если бы мы провели отъ концовъ
этихъ линій параллельныя двумъ другимъ линіямъ узла, то мы не
знали бы на какое разстояніе эти линіи надо продолжать, чтобъ,
соединивъ концы ихъ, получить линію, соотвйётствующую 5—й линіи
узла т. е. здёзсь явилась бы неопредйленность. Чтобы этой неопре—
дізленности изб'Ьжать, надо предварительно опредсёлить величину ли-
ніи взаимной діаграммы, соотвіътствующую одной изъ этихъ трехъ
Неизвёстныхъ, ДЛЯ чего надо обратиться къ смежному узлу (9, 2,
10, 14), для котораго во взаимной ліаграмміз слъдуетъ построить
только два“) линіи, такъ какъ дві; другія 9 и 2 уже извпёстны. По—
строивъ четыреугольникъ 1250, найдемъ, что 21° ‚ будетъ представлять
напряженіе въ полосйз 10, & линіи Тс напряженіе ВЪ полос]; 14.
ПоелйЪ чего уже легко построить замкнутый плтиугольникъ, соотвіат-
СТВУЮЩіЁ узлу (7, 8, 14, 11 и 12); онъ будетъ аЬСЮа.

Узлу (10, 3, 18 и 11) соотвйтствуетъ четыреугольншсъ, стороны
которего 10, 3 и 11 уже извізстны, поэтому, соединяя точки & и 8,
найдемъ эту 4-ю сторону, она
въ полос}; 13 данной фермы,
этой полос'Ь. Если она

должна выражать собою напряженіе
и слізд. должна быть параллельна

дсЪйствительно окажется параллельной этой
полоссв, то взаимная діаграмма построена вёрно. Такимъ образами.что обстоятельство даетъ возможность всегда знать всёрно ли опредъ'лено, графически, напряженіе всЪхъ полосъ.

_

,Цо сихъ поръ мы опредстзляли напряжены полосъ, не обращая ВНП“маны на то, какія же изъ этихъ полосъ сжаты, какія вытянуты. Во—
просъ этотъ: ка…кія части фермы вытянуты, & какія сжаты, різшаетсяслЪдующимъ образомъ: послъ того какъ построенъ во взаимной
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фигур'Ь замкнутый многоугольникъ, соотвізтствующій 1—му узлу данной
фигуры, надо на встзхъ его сторонахъ поставить стрёлки, такъ чтобы
всё они шли по одному направленію, начиная обХОДъ замкнутаге
многоугольника отъ данной силы, направленіе которОй уже извізстне
на многоугольникйз силъ. Затйзмъ, эти стрізлки надо перенести соот—

всЁтственнымъ образемъ на стороны соотв'ізтствующаго узла. ЗД'БСЬ

ОДНСЁ изъ этихъ стрсБлокъ будутъ направлены естрілми къ узлу, другія
отъ узла. Стороны, у котерыхъ стріэлкп окажутся направленными
остріями къ узлу, будутъ сжаты, & стороны, )* которыхъ острія
стрёлокъ’ будутъ направлены въ пре'швуположную сторону отъ
узла, будутъ вытянуты. Дъйетвительне, такъ какъ ферма находится
въ равновйсіи, то узлы представляютъ собою точки неподёижныл, &

слгЁД. усилія, направленныл къ узламъ, будуть сжимать часть фермы7

заключенную менсду этими узлами.
При обхедгЬ сліздующихъ замкнутыхъ многоугольниковъ взаимной

Діаграммы окажется, что каждая сторона будетъ пмгЪть по дві; стрёлки,
& потому и стороны данной фигуры булутъ пмъ'гъ тоже по ДВ'Ё стрйлки;
не два“) стрСБлки каждой изъ ЭТИХЪ поелйзднихъ линій всегда будутъ,
такъ сказать, противуположныя, т. е. или 061; будутъ направлены
другъ къ другу остріямщ ил: же 06%; будутъ направлены другъ къ

другу 0Тверстіями, и такъ какъ каждая сторона проходитъ чрезъ два
узла, то можно еще сказать, что 0613 стр'Ьлки каждой полосы будуть
направлены остріями къ узламъ, или 0613 стрізлкп каждой полосы

будуть направлены отъ узловъ; въ первомъ случай; полоса фермы бу-
Детъ сжата, во 2—МЪ случай)“) она будетъ вытянута.

Опредйленіе—какая часть сжата и какая вытянута, лучше всего

д'Ьлать постепенно, 110 мйзрй построенія замкнутыхъ многоугольни—
ковъ взаимной діаграммы. На всъхъ посліздующихъ чертежахъ сто-

роны вытянутыя означены тонкими линіямп, 8, стороны сжатыя тол—

стыми.
Чер. 120 представляетъ собою стропильную ферму‚ употребляемую

во Франціи и Англіи. Напряженія частей ея получаются совершенно
также какъ въ предъидущемъ случай; на взаимной діаграммъ чер. 121.

Ферма эта носитъ названіе простой фермы Полонсо.

Черт. 122 представляетъ собою такъ называемую нізмецкую или

'швейцарскую стропильную ферму. Черт. 123 взаимная діаграмма къ

этой фермгБ.
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Черт. 124 представляетъ английскую стропплъную ферму. На
черт. 125 діаграмма напряженій частей этой фермы.

Черт. 126 и 128 представляютъ фермы, употребляемыя для кро-
вель и кружалъ. Черт. 127 п 129 діаграммы силъ для этихъ фермъ.
ЗДЪСЬ та особенность, что нагрузка распредйзлена на всё; узлы, не
исключая узловъ, въ которыхъ дёйствуютъ опорныл давленія.

Черт. 130 представляетъ собою ферму для кружала арочнаго своца.
Черт. 131 ея взаимная діаграмма.
Черт. 132 представляетъ форму кружала арочнаго очень понижен—

наго свода,. Черт. 133 діаграмму усилій для нея.
163. Обратимся къ чертежу 124 и разсйзчемъ ферму такъ, чтобы

стзченіе проходило чрезъ три какихъ нибудь'части. Напр. если возь—
мемъ съченіе Ьс, разсйзкающее части 21, 20 и 19, и обратимся къ
напряженіямъ этихъ частей, ИМ'ЁЮЩИХСЯ на Діаграммгіз усплій, то уви-
димъ, что напряжены 21, 20 п 19 не составляютъ сомкнутаго МНО-
гоугольника, & замыкающая ихъ есть За, т. 9. За, уравновтэшиваетъ
эти три усилія. Но, съ другой стороны, За есть равнод'ізйствующая
сплъ 1, 2, 3 п 9 т.е. равнодтзйствующая силъ, находящихся слізва
отъ сёченія фермы. Изъ этого МЫ заключаемъ, что если сдёлаемъ въ
ферміз сізченіе,разсйзкающее три ея части, то напряженіл этпхъ ча-
стей уравНовЁсятся силами, дгЬйствующимп слёва отъ сдгЬланнаго
сйченія. Тоже самое относится и къ сізченію (11°, разсізкающему часты
фермы 21, 20, 18, 16 п 15. Нацряженія этихъ полосъ вмізст'в съ
равноцізйствующею силъ, д'Ьйствующихъ сліва отъ ссЁченія, состав—
ляють замкнутый многоугольникъ, т. @. уравнов'ізшиваются.

Черт. 134 представляетъ сложную ферму Палонсо. При построе-ніи діаграммы усилій для этой фермы приходится нёсколыю отсту—пить отъ того порядка построенія, какой былъ изложенъ въ преды—
дущнхъ случаяхъ. Здйзсь, построивъ многоугольнинп,соотвгЬтствующіе
УЗЛЗМЪ (9‚ 107 11), (10, 1‚ 12, 13) и (11, 12, 13, 14., нельзя
будетъ перейти ни къ узлу (13, 14, 16, 18, 17, 2) ни къ узлу(15,16, 19, 23), и въ томъ и другомъ надо будетъ найти 3 вели-
чины. Поэтому здізсь поступаютътакъ: дЪлаютъ съченіе по 100, не—
ресізкающее три части 20, 22 п 23; напряжены этихъ частей должно
уравновгвшиватьсл, на, основаніи предыдущаго, съ равнщізйствующеюСИЛЪ, дЪйСтвующихъ слйва отъ (:'Ьченія т. @. съ За, слтзд. чтобъ по-
лучитъ напряженія частей 20,22 и 23, надо силу За разложить на
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три направлены, параллельныялиніямъ 20, 22 и 23 (черт. 134), что,

какъ знаемъ, представляется возмоэкнымъ (параграфъ 41). Сдіэлавъ это

разложеніе И найдя напряженіл, проведемъ изъ точекъ & и 3 линіи
параллельныл 20 И 23 п отложимъ на нихъ найденныя составляющія;
линія, соединяющая концы ихъ (Н, будетъ напряженіемъ стороны 22.
“Послсё этого для дальнгіэйшаго‚вычерчиванілдіаграммы взаимной надо

будетъ перейдти къ узлу (20, 21, 3, 1,7 ), которому во взаимнойдіаграмміз
долженъ соотв'Ьтствовать четыреугольнпкъ,дві; стороны которого 3 и
20 уже извйстны. Затгъмъ надо перейти къ узлу (22, 21, 18, 19);
найдутся напряженія сторонъ 18 п 16, 1100314; чего можно уже по—

рейти къ узлу (2, 13, 14, 16, 18, 17), въ которомъ неизвйстны
напряженія лишь сторонъ 16 и 17. Другая половина Діаграммы, какъ
симетричная 1-ой, получается точно такая же.

164. Бшючнын фермы одинаковой и ноолинаыовой высоты, на-
ходящіяея под'ь д'Ьйетвіем'Ь однообразнымъ или какихъ угодно на-
грузокъ, направленных'ь вертикально.

Черт. 136 представляетъ собою раскосную ферму, нахщящуюся
подъ Д'ЁЙСТВіеМЪ нагрузокъ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Поотроивъ мно—

гоугольникъ силъ, соторый будетъ въ настоящемъ случай; прямой лп—

ніей, и веревочный многоугольникъ и проведя затізмъ на многоуголь—
никіа силъ линію За, параллельную замыкающей стороні; веревочнаго
многоугольника, раздізлимъ равнодізйотвующую ВН’ЁШНИХЪ силъ въ

точит» & на, ДВЁЁ части. Эти части и будутъ противодізйствіями опоръ.
Въ частномъ случай, когда, всё; нагрузки равны, каждое противод'Бй-
ствіе будетъ равно полусуммсЁ ВС'ЁХЪ нагрузокъ или половині; равно—

дЪйотвующей и, въ этомъ случай, нйзтъ надобности чертить лучей
и веревочнаго многоугольника. Означимъ противодіэйствія опоръ циф—

рами 9 и 10. Чтобы найти напряженія всйхъ частей формы, по-
строимъ взаимную діаграмму (Черт. 137) по правиламъ, извтзстнымъ
изъ предъидущаго.

Поставивъ стрізлки на чертежъ 136 и 137, найдемъ, что части
верхняго пояса (верхнія горизонтальныя полосы) 130113 сжаты, части
нижняго пояса, всі; вытянуты. Рэскосы, поперемізнно, то вытянуты,
тосжаты, исключая раскосовъ 23 и 25, которые оба вытянуты.
МеЖДу ними проходитъравноцізйствующая нагрузокъ, приложенныхъ
къ башней}. Напряженія увеличиваются, начиная съ концовъ фермы до
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точки приложенія равнодйъйствующей нагрузокъ. Сжатія И вытяш—
ванія раскосовъ, наоборотъ, уменьшаются, начиная отъ концовъ фермы
до точки приложеніл равнодёйствующей.

Черт. 138 представляетъ эпюру балки, симметричные узлы кото—
рой одинаково нагружены. Черт. 139, діаграмму напряженій. ИЗЪ
нея видимъ, что сжатія и вытягиванія частей верхняго и нижняго
пояса увеличиваются, и напряжены раскосовъ уменьшаются отъ кон—
цовъ къ серединіэ. Дві; средніл полосы совершенно не напряжены
т. @. другими словами, напряжены ихъ равны нулю.

Чертежъ 140 представляетъ собою раскосную ферму постоянной
высоты, находящуюся подъ Дъйствіемъ сосредоточенной нагрузки въ
одномъ какомъ угодно , узлсЪ ея нижняго пояса. Пр0'1'пвод13йствія
опоръ здізсь получены при помощи веревочнаго многоугольника.

Разсматриваніе діаграммы силъ (черт. 141) приводить къ сліз—
дующимъ заключеніямъ: всі; части верхняго пояса сжаты, 13015 части
нижняго пояса вытянуты. Напряженія этихъ частей увеличиваются,
начиная съ КОНЦОВЪ фермы до точки приложенія нагрузки. Раскосы
поочередно вытянуты и сжаты, исключая двухъ смежныхъ нагрузокь,
которыя 0613 вытянуты.

Напряженія раскосо'въ уменьшаются, начиная отъ концовъ фермы,
до точки приложены нагрузки.

Взаимныя діаграммы также просто строятся, когда нагрузки при—ложены къ узламъ верхняго пояса.
Черт. 142 представляетъ ферму неодинаковой высоты по всей

длин'Ь, покоющуюся на двухъ опорахъ, п составленную изъ верти-кальныхъ стоекъ и раскосовъ, симметрично помЪщенныхъ относи-
тельно середины, И находящуюся въ равновЪсіи подъ дЪйствіемъ вер—тикальныхъ силъ 2,3, 4, б, 6, 7, 8; 10, 11, 12, 18, 14, 15,16-

Построимъ противодіэйствія опоръ 1 И 9, какъ это было объяс-нено уже раньше. Такимъ образомъ получимъ замкнутый многоуголь-нпкъ силъ и построимъ зачтмъ взаимную діаграмму (Чер. 143).

165. Виелчіе мосты. Чер. 144 представляетъ собой ЦЁШЬ вися-чаго моста, соединенную съ поясомъ посредствомъ раскосовъ.Вертикальныя силы, дёйствующія на Ц'ЬЦЬ, пусчъ будутъ 1, 2, 3,4, 5, 6, '7, 8, & силы, д’Ьйствующія на нижній поясъ, —— 10, 11,12, 13, 14, 15, 16.
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Чтобы опред'іэлить направленія крайнихъ звеньевъ цйпп, по-
строимъ сначала (чер. 145) всі; силы но Одной прямой, & затізмъ
проведемъ, 'изъ концовъ ея, линіи параллельныя крайнимъ звеньямъ
цгЪпи. Эти линіи представить собою графическія напряженія край-
нихъ звеньевъ ц'Ьпи. Эти напряженіл, вмгЪстЪ съ тЪмъ, будутъ равны
противодп‘зйствілмъ опоръ, и такъ какъ она“) не отвйсныя, то много-
угольникъ силъ не будетъ прямою лпніей, онъ изобразится четыре-
угольникомъ,—О, 8, 9, 10, О на чер. 146. Именно: проведя прямую,
равную восьми первымъ силамъ отъ конца силы 8, проведемъ линію
параллельную и равную сопротивленію 9, & отъ конца, 9 проведемъ
линію вертикальную, на которой назначшгь длину остальныхъ 7 силъ.
А затЪмъ построимъ діаграмму взаимную фигуръ 145, по общимъ
правиламъ.

Чер. 147 представляетъ ферму обыкновеннаго висячаго моста,
нижній поясъ котораго прикрЪпленъ къ цЪпп, при помощи верти—
кальныхъ тяжей. Поступая совершенно также, какъ и въ предъ-
идущемъ случай, получимъ, на чер. 148, Діаграмму напряженій час-
тей Ц’ЁПИ.

Чер. 149 представляетъ собою ферму арочнаго моста„ поцвержен-
ную вертикальнымъ силамъ 1, 2, 3, ..... 12, дівйствующимъ на верх-
ній поясъ, и силамъ 14, 15, 16 ..... 26 дЪйствующимъ на арку,
противод'Ьйствія опоръ означены цифрами 27 И 13.

Опредізливъ величину противодізйствія опоръ, какъ въ цъпномъ
мостіё, построимъ четыреугольникъ силъ, & зэдтізмъ діаграмму напря—
женій (чер. 150).

Изъ этой діаграммы ВИДИМЪ, что въ арочной фермъ верхній п
нижній поясы сжаты, & раскосы, поперемтзнно, то вытянуты, то
сжаты.

166. Станина крана. Ферма, составленная изъ треугольниковъ
(черт. 151), вращается вокругъ вертикальной оси, означенной циф—

рою 12 и педпертой подкосомъ, означеннымъ цифрою 11. Означим'ь
силы, дпёйствующія на углу крана, цифрами ], 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9. Величина этихъ силъ начерчена на многоугольникйё силъ
(черт. 152). Пусть силы эти находятся въ равновізсіи съ напряже-
ніями частей крана и В—равнодіъйствующая этихъ ВН’ЁШНИХЪ сил'ь,
величина которой и положеніе найдены при помощи многоугольника
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силъ и веревочнаго многоугольника. Разложимъ силу В на три: по
направленіямъ осей частей фермы 10, 11 и 12. Для этого, сначала
разложимъ ее по направленіямъ 10 и АВ‚ съ какою цЪлію прове—
демъ изъ начала 0 многогранника силъ линію параллельную АВ‚ &

изъ точки 9 линію параллельную 107 до взаимнаго пересёченія въ
точкйэ Ь, силу 01) вновь разложимъ на два направленія параллель-
ныя 11 И 12. Такимъ образомъ ровна, дёйствующая 90 будетъ урав—
новйзшиваться СЪ силами 00, (31) и 109 (черт. 152) т. @. съ напря—
женіями частей 10, 11 и 12. Опредёленіе напряженій остальныхъ
частей найдется построеніемъ взаимной діаграммы, по правиламъ уже
извсЁстнымъ.

конвцъ 1—ой ЧАСТИ.
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то найдемъ. что

реугольнику АОР, сл'Ьдоват. моментъ силы АР
дВ'Ь силы АРИ АР1(чер. 68), сходящіяся въ
ментъ равнод'Ьйствующей, относительно точки

щадью треугольника АОН, или на основаиін пре‘цЫдУ'На тоыъ же основанін моментъ силы
ю площадью треугольника АПВ, & мо—

выражается двойного площадью треуголь-

АОН’ = АОС + ОСВ'
равны между собою, какъ проекціи о, составляющей съ силами Р и Ртреугольннкъ ОСВ’ можетъ быть зам'Ьненъ т

дной и той же силы Р на.
одинаковые углы, поэтому

реугольникомъ АОВ, н сл'Ьд. можно2АОВ’ = 2АОС + 2АОВ

рав

поэтому теорему моменто
относительно точки,
уммть момент00Ъ эти`ляющая можетъ п

амп такъ: моментъ равнодтьйствующей двуагъ сшодящижл сим,енъ сумть моментовъ составляющиагъ относительно той же
Но такъ какъ нажцая составщую двухъ другихъ силъ, то высказаннаячетырехъ снлъ и 011131. сп '

щной плоскости,
нодпйствующей,
скости, равеиъ с

редставлять собою равнод'Ьйствую—
теорема справедлива также и для трехъ,какого угодно числа силъ, лежащихъ въвъ можно выразить такъ:

какиасъ угодно силъ, расположеннышъ въ пло—тъ данныгсъ сцлъ, относительно той же точки.

момеитъ рав—
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