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ИЗГИБ ТРЕХСЛОЙНОГО СТЕРЖНЯ  
СО СЖИМАЕМЫМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ 

 

Рассмотрен изгиб упругого трехслойного стержня со сжимаемым по толщине заполнителем. Для описания кинематики паке-

та принята гипотеза ломаной линии. Получена система уравнений равновесия и ее решение в перемещениях. Проведен числен-

ный анализ. 

езультаты исследования трехслойных стерж-

ней с несжимаемым по толщине заполните-

лем, в том числе и вязкоупругопластических, гео-

метрия которых описывается с помощью тех или 
иных гипотез, приведены в работах [1–3]. Здесь рас-

сматривается несимметричный по толщине трех-

слойный стержень, для изотропных несущих слоёв 
которого приняты гипотезы Кирхгофа–Лява, в жёст-

ком сжимаемом заполнителе справедливы точные 
соотношения теории упругости с линейной аппрок-

симацией перемещений его точек от поперечной ко-

ординаты. На границах контакта используются усло-

вия непрерывности перемещений.  

Система координат x, y, z связывается со сре-

динной плоскостью заполнителя, в которой дейст-

вует распределенная по площади силовая нагрузка 
p(x), q(x). Через wk(x) и uk(x) обозначены прогибы и 
продольные перемещения срединных поверхно-

стей несущих слоёв; hk – толщина k-го слоя, h3 = 2с 
(k = 1, 2, 3 – номер слоя); b – ширина стержня. Все 
перемещения и линейные размеры стержня отне-

сены к его длине l.  
Продольные и поперечные перемещения в сло-

ях u(k)
(x, z) и w(k)

(x, z) можно выразить через четыре 
искомые функции w1(x), u1(x), w2(x) и u2(x). В не-

сущих слоях 
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где z – расстояние от рассматриваемого волокна до срединной линии заполнителя. Запятая в нижнем ин-

дексе обозначает операцию дифференцирования по следующей за ней координате. 
Компоненты тензора деформаций в слоях получим из (1), используя соотношения Коши: 
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Шаровая и девиаторная части тензора деформа-

ций в рассматриваемом случае будут следующими 

( ijijijэ εδ−ε= ; i, j = x, y, z):  
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Введем внутренние усилия и моменты: 
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где )( k

x
σ , )3(

xz
σ , )3(

z
σ  – компоненты тензора напря-

жений. Интегралы берутся по толщине k-го слоя. 
Уравнения равновесия получим, используя ва-

риационный принцип Лагранжа [4]: 

 δАe – δАi = 0, (5) 

где δАe – вариация работы внешних сил; δАi – ва-

риация работы внутренних сил упругости. При 
определении работы внешних сил считаем, что к 
внешней поверхности первого несущего слоя при-

ложены произвольные распределенные нагрузки, а 
к торцам стержня – усилия и моменты. 

Вариация работы внешней поверхностной нагрузки представима в виде 
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Вариация работы сил упругости 
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Так как вариации перемещений  
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Рассмотрим интегралы по толщине слоев, входящие в выражение (7). Для слоя 1 с учетом (4), (8) по-

лучаем 
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Аналогично для слоев 2 и 3 
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С учетом (9) вариация работы сил упругости будет следующей: 
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 ( ) ( ) kxxkxkxkxxkkxxkk wSwSwSwS δ+δ−δ=δ ,,,,,,  (k = 1,2). 

Подставив выражения (6) и (10) в (5), получим систему уравнений равновесия в усилиях:  
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В слоях трехслойного упругого стержня для связи напряжений и деформаций используются следую-

щие соотношения: 
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Компоненты тензора напряжений с учетом (3)  
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Используя соотношения (2), (4), выразим внутренние усилия и моменты через искомые функции u1, 
w1, u2, w2: 
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Подставив выражения (11) в (12), получим 
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где ai (i =1, …, 19) – коэффициенты, характеризую-

щие механические свойства и геометрию слоев 
стержня. 

Численно исследуется поперечный изгиб свободно 

опертого трёхслойного несимметричного по тол-

щине стержня. Для этого продольную нагрузку p 
примем равной нулю. Тогда получим следующую 
систему уравнений: 
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Решение ищем в виде  
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Нагрузку q также разлагаем в ряд синусов: 
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После подстановки перемещений (14) и нагруз-

ки (15) в (13), получим следующую систему ли-

нейных алгебраических уравнений: 
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Коэффициенты bi выражаются через ai следую-

щим образом: 

 ;

2

411 






 π
+=

l

m
aab ;

2

512 






 π
+−=

l

m
aab  

 ;2

3

623 






 π
+

π
=

l

m
a

l

m
ab ;

3

734 






 π
−

π
=

l

m
a

l

m
ab  

 ;

2

915 






 π
+=

l

m
aab ;

3

636 






 π
+

π
−=

l

m
a

l

m
ab  

 ;2

3

727 






 π
+

π
=

l

m
a

l

m
ab ;2

3

6108 






 π
+

π
−=

l

m
a

l

m
ab  

 ;

3

6179 






 π
+

π
=

l

m
a

l

m
ab  

 ;
8

4

15

2

1110
a

l

m
a

l

m
ab +







 π
+







 π
−=  

 ;
8

4

16

2

1211
a

l

m
a

l

m
ab −







 π
−







 π
=  

 ;

3

71812 






 π
−

π
=

l

m
a

l

m
ab  

 

3

71913 2 






 π
+

π
=

l

m
a

l

m
ab ;  

 8

4

13

2

1414 a
l

m
a

l

m
ab +







 π
+







 π
−= . 

Решая систему (16) любым из стандартных ме-

тодов, получим коэффициенты разложения иско-

мых перемещений в ряд.  
Численный счет производился для пакета Д16Т 

– фторопласт – Д16Т. Толщины слоев h1 = 0,02, 
h2 = 0,04, c = 0,09. Нагрузка принималась распре-

деленной по всей длине стержня. Ее интенсив-

ность q = 1,5 МПа. На рисунке 1 показана сходи-

мость рядов (14). Как видно из графика, для вы-

числения перемещений можно ограничиться пер-

выми 10 членами ряда. Добавление к их сумме еще 
90 слагаемых изменяет результат на 0,07 %. Рису-

нок 2 показывает изменение прогиба в несущих 
слоях вдоль оси стержня. Разность прогибов соот-

ветствует величине обжатия заполнителя, которая 
не превышает 0,6 %.  
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Рисунок 3 

Кривые 1 и 2 на рисунке 3 показывают измене-

ние горизонтальных перемещений в слоях 1 и 2 
соответственно. Как видно, по середине стержня 
перемещения равны нулю, а у торцов – принимают 
максимальные значения. 
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Gu Yu. The bending of a sandwich beam with compressible filler. 
The bending of an elastic sandwich beam with the filler compressible in thickness is considered. The hypothesis of the broken line is 

accepted to describe the packet. The equilibrium equations system and its solutions in displacements is obtained. The numerical analysis 
is carried out. 
 


