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Математическая модель состоит из связанной системы уравнений динамики оболочек, урав-
нений динамики вязких несжимаемых жидкостей и соответствующих граничных условий. Задача 
решается комбинацией аналитических и численных методов, а именно, решение уравнений гид-
родинамики решается аналитическими методами, а получившиеся в дальнейшем уравнения ди-
намики упругих соосных оболочек – численными. Уравнения динамики вязкой несжимаемой 
жидкости линеаризуются методом возмущений, а далее решаются аналитически при условии 
неизвестности прогибов оболочек. Для решения уравнений динамики оболочек применяется ме-
тод Бубнова – Галеркина. Даже применение такой комбинации методов оставляют высокую вы-
числительную сложность решаемой задачи. Так, например, для задачи с перепадом давления на 
концах механической системы получающаяся после применения метода Бубнова – Галеркина [3, 
4] система линейных алгебраических уравнений состоит из 36 уравнений, а если задача с вибра-
цией, то система из 42 уравнений. Конечно, такие системы уравнений достаточно тяжело реша-
ются аналитически. Поэтому можно решать их с помощью параллельных вычислений [5, 6]. 
Применение современных языков программирования в значительной степени упрощает распа-
раллеливание. Так, например, язык Python позволяет достаточно хорошо распараллелить вычис-
ления. Кроме того, так как основные аналитические вычисления проводились в Maple, то акту-
альным вопросом становится применение внутренних инструментов Maple для распарал-
леливания вычислений.  

Предварительные вычислительные эксперименты показали, что применение Python позволя-
ет рассчитать в 1,5–2 раза быстрее, чем Maple. Тестирование производили на одном и том же 
компьютере без учета времени загрузки программного обеспечения. Однако формирование еди-
ного вычислительного комплекса в Maple в значительной степени дает более широкие возмож-
ности в дальнейшей применимости модели для научных исследований. Для инженерной практи-
ки лучше делать только закрытый комплекс для расчетов с использованием Python или других 
языков программирования. Исследование математической модели позволяет вычислить прогибы 
каждой из трех упругих оболочек. 
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Рассматривается задача о деформировании оболочки, выполненной из сплава с эффектом памя-

ти. Постановка и решение задач как статики, так и потери устойчивости тривиальной формы равно-

весного состояния тонкостенных элементов конструкций с памятью [1, 2] в обобщенных переме-
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щениях приводит к необходимости обращения инкрементальных определяющих уравнений, описы-

вающих термоупругие фазово-структурные переходы, в каждой точке диаграммы деформирования 

[2]. Альтернативным вариантом постановки задачи, не требующем обращения определяющих урав-

нений и вычисления матрицы касательной жесткости в точке диаграммы [2], является постановка 

задачи в напряжениях [3] или в обобщенных усилиях, требующая введения в рассмотрение инкре-

ментальных уравнений совместности деформаций [4]. Уравнения совместности для компонентов 

малого приращения девиатора напряжения и приращения объемного напряжения, соответствующие 

постановке трехмерной задачи статики для сплава с памятью, получены в [3], а в работе [4] – урав-

нения совместности в форме записи, аналогичной уравнениям Бельтрами теории упругости, и урав-

нения совместности относительно тензор-функции напряжения. 

В случае нетонкой оболочки произвольной формы с эффектом памяти, претерпевающей фазо-

вое превращение, формулируются приближенные уравнения совместности, вытекающие из общего 

условия равенства нулю компонентов тензора кривизны [5] при проекции компонентов тензора 

приращения деформации, заданного в базисе, нормально связанном с реперной поверхностью обо-

лочки, на конечномерное подпространство, натянутое на 1N   базисную функцию 
( )p ( )k   безраз-

мерной нормальной координаты [ 1,1]   в соответствии с подходом [6–9], т. е. 

1 2 ( ) 1 2

( )( , , ) ( , )p ( )k

ij ij ke e         , при аддитивном разложении приращения деформации на упру-

гую, температурную и фазовую составляющие в виде 
E T

ij ij ij ije e e e       , аналогично [1, 2].

Уравнения совместности деформаций, соответствующие теории оболочек N-го порядка [8, 9], полу-

чены проекционным методом Галеркина. В рамках однократно связной модели термоупругих фазо-

вых превращений в сплавах с памятью поле температуры предполагается известным и задается 

1N   полями моментов 
( ) 1 2( , )kT    относительно той же базисной системе функций 

( )p ( )k  . По-

строены инкрементальные определяющие уравнения теории оболочек N -го порядка для прираще-

ний моментов компонентов тензора деформаций 
( )k

ije , линейные относительно приращений мо-

ментов компонентов тензора напряжения ( )

ij

k  и температуры δТ
(k
) и нелинейные относительно 

накопленной величины объемной доли мартенситной фазы q , напряжения 
0

ij  и накопленной фа-

зовой деформации [3, 4]. Рассмотрен частный случай теории оболочек первого порядка [5], учиты-

вающей трансверсальные сдвиговые и нормальные деформации, и соответствующие ему различные 

варианты переменных поля – моментов компонентов приращения тензора суммарной деформации 

и соответствующих им моментов приращения компонентов тензора напряжения [11]. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-

ваний (проект № 19-01-00695-а). 
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Рассмотрена линейная задача динамики нетонкой оболочки, описываемой общей теорией неод-

нородных анизотропных оболочек N-го порядка [1–3]. Модель оболочки [2, 3] как двумерной кон-

тинуальной системы определена на касательном расслоении двумерного многообразия, соответ-

ствующего реперной поверхности оболочки, множеством переменных поля первого рода 
( )k

iu , 

порождаемых разложением вектора перемещения по базисной системе функций р(k)(ζ) безразмерной 

нормальной координаты [ 1,1]  , поверхностной S  и контурной   плотностями функционала 

Лагранжа, зависящими от переменных поля 
( ) ( ),k ku u   и их производных. Уравнения движения обо-

лочки являются уравнениями Лагранжа второго рода двумерной континуальной системы [2, 3] и 

имеют второй порядок как по времени, так и по пространственным переменным 
 . С другой сто-

роны, в работе [4] получены уравнения в производных первого порядка, являющиеся квазиканони-

ческими уравнениями Гамильтона континуальной системы в соответствии с терминологией [5] и 

вытекающие из уравнений [3] в результате преобразования Лежандра плотностей функционала Ла-

гранжа ,S   по всем производным [4, 5] всех переменных поля первого рода 
( )ku

. Ниже рассмот-

рен частный случай, заключающийся в преобразовании Лежандра плотности функционала Лагран-

жа только по производным переменных поля 
( )ku

 по одной из криволинейных координат
 ,

α = 1,2, которым ставятся в соответствие обобщенные усилия ( )

i

ks  аналогично [4]. Полученная си-

стема уравнений движения разрешена относительной производных первого порядка обобщенных 

перемещений и обобщенных усилий по одной из криволинейных координат ξ
1
 (аналогично методу 

[6], где, однако, преобразование задачи к уравнениям первого порядка осуществлено в трехмерной 

постановке, и система разрешена относительно производных компонентов перемещения иj по нор-

мальной координате ζ). В отличие от [6] предложенные уравнения теории оболочек порождаются 

некоторой скалярной функцией – поверхностной плотностью функционала Rs, зависящей от обоб-

щенных перемещений 
( )ku

 и обобщенных усилий ( )

i

ks  и в определенном смысле аналогичной

функции Рауса в аналитической динамике дискретных систем, а уравнения движения представляют 

собой обобщенные уравнения Рауса. Рассмотрено приложение полученных уравнений к решению 

задач о дисперсии нормальных волн в плоском слое [7–10]. Предполагается, что волновой вектор   

сонаправлен координате ξ
1
. Полученные уравнения движения на плоскости «частота – волновое чис-

ло» приводят к линейной относительно волнового числа задаче о собственных значениях, что суще-

ственно при исследовании как распространяющихся, так и затухающих мод нормальных волн [6, 11]. 

При этом в отличие от подхода [6, 11] уравнения движения следуют из принципов аналитической ди-

намики, обобщенной на континуальные системы [5]. Рассмотрены примеры задач для градиентно-

неоднородных упругих слоев симметричной и несимметричной структуры, построены дисперсион-


