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A. A. Kebikov. The energetic theory of a limiting condition of active systems with reference to rolling contact fatigue of 

rails. 
The variant of the energetic theory of limiting condition of active systems with reference to a case of rolling contact fatigue of a rail 

steel which is founded on introducing that the condition of the damages of rails is while in service is determined by the effective energy 

stipulated by cumulative action of contact and bending stresses. The criteria equation is obtained from which the formula for a settlement- 

experimental estimation of a limit stress pfσ follows, describing a back effect at rolling contact fatigue (influence of contact stresses on 

change of an fatigue limit). 
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ИССЛЕДОВАНИЯ МЕХАНИЧЕСКИХ СОСТОЯНИЙ СИЛОВЫХ СИСТЕМ 
 

Дана систематизация исследований в области трибофатики по оценке механического состояния силовых систем ма-

шин и оборудования. Обсуждаются три круга основных задач: напряженно-деформированное состояние; состояние по-

врежденности; предельное состояние. Дается краткий анализ всех трех задач применительно к типичным силовым систе-

мам, которые работают в характерных условиях нагружения. Показано, что механические состояния силовой системы 

исчерпывающим образом характеризуются и описываются этими тремя задачами. Выполнено численное решение постав-

ленных задач применительно к системе типа «ролик / вал», которая по условиям нагруженности и характеру повреждения 

имитирует работу реальной системы «колесо / рельс». Приведены результаты экспериментальной проверки некоторых 

решений. 

 

азвитие исследований в области трибо-

фатики [1–4] привело к необходимости 

постановки и решения задач по оценке механи-

ческого состояния силовых систем машин и обо-

рудования [5]. Ниже дается некоторая системати-

зация и обобщение выполненных работ. 

Основные типы силовых систем и задачи 

их исследования. При испытании или эксплуа-

тации силовых систем возникает комплексное 

(износоусталостное) повреждение; оно обуслов-

лено кинетическим взаимодействием явлений 

механической усталости, трения, изнашивания, 

коррозии и (или) эрозии [3]. Классификация ос-

новных видов таких повреждений дана (по 

ГОСТ 30638–99) на рисунке 1. 

Ниже рассматриваются лишь системы «твер-

дое тело / твердое тело», типичные схемы которых 

даны на рисунках 2 и 3. 

На рисунке 2 представлена система типа «ро-

лик / вал». 

 
Рисунок 1 – Основные виды износоусталостного 

повреждения 

Р 
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Рисунок 2 – Расчетная схема силовой системы при действии 

контактной (FN) и внеконтактных (М, MК, Q) нагрузок 

 

Здесь контактная (FN) и внеконтактные 

(M, MK, Q) нагрузки приложены раздельно. Ха-

рактерная особенность нагружения состоит в том, 

что поля напряжений, обусловленные контактной 

и внеконтактными нагрузками, одновременно со-

вмещаются (или накладываются друг на друга) в 

единой области одного из элементов системы (ва-

ла); эта область, как правило, оказывается опас-

ной: именно в ней реализуется износоусталостное 

повреждение, развитие которого ведет к достиже-

нию предельного состояния по соответствующему 

признаку (критерию) – разрушению (разделению 

на две части) и (или) критическому износу. В сис-

темах типа «ролик / кольцо» и «кольцо / кольцо» 

(см. рисунок 3, схемы В, С), в отличие от систем 

типа «ролик / вал» (см. рисунок 2), приложенная 

нагрузка (FN) является одновременно и контакт-

ной, и изгибающей. 

 

Рисунок 3 – Классификация контактных задач 

для тел вращения по двум признакам: характеру нагружения 

и условиям деформации 

 

Характерная особенность нагружения состоит 

в том, что локальное и объемное поля напряжений 

возбуждаются одновременно и в единой области 

кольца; совмещенное поле напряжений и обуслов-

ливает как накопление износоусталостного по-

вреждения, так и последующее его разрушение. 

Напряженное состояние другого элемента систе-

мы – ролика во всех схемах испытания (см. рисун-

ки 2 и 3) остается чисто контактным. В работе [6] 

показано, что схемы нагружения на рисунках 2 и 3 

в известной мере отражают основные условия ра-

боты системы «колесо / рельс». 
Таким образом и возникает необходимость 

анализа (в рамках механики износоусталостного 
повреждения) трех основных задач: 

1 Исследование напряженно-деформированного 
состояния. С одной стороны, можно интересо-
ваться, как поле напряжений (деформаций), обу-
словленных объемным деформированием, возму-
щается в локальной области, в которой одновре-
менно возбуждается поле контактных напряжений 
(деформаций). По существу, это ведет к постанов-
ке и решению особого класса задач в теории упру-
гости [5, 7]. С другой стороны, можно интересо-
ваться, как изменяется поле локальных напряже-
ний (деформаций), когда на него накладывается 
поле напряжений (деформаций), обусловленных 
объемным деформированием. По существу, это 
новый класс задач в механике контактного взаи-
модействия [8–10]. 

2 Исследование состояния поврежденности. 
Как нетрудно видеть, оба класса указанных в п. 1 
задач смыкаются, если исходить из традиционного 
представления о главной функции теории упруго-
сти: в деформируемом твердом теле установить 
распределение напряжений и найти наиболее на-
груженную «точку» в нем. Однако применительно 
к условиям работы силовых систем решение такой 
задачи недостаточно в принципе [2, 11, 12]: требу-
ется исследовать состояние поврежденности мате-
риала в опасной области обоих элементов, по-
скольку именно оно (состояние поврежденности) 
обусловливает, в конечном счете, предельное со-
стояние системы. В этой связи задачам теории уп-
ругости следует придать дополнительную функ-
цию: оценивать, на основе известного напряжен-
ного состояния, состояние поврежденности эле-
ментов силовой системы [5]. 

Поскольку критерии повреждаемости при кон-
тактном взаимодействии и при объемном дефор-
мировании существенно различны [13, 14], то за-
дачи, указанные в п. 1, далеко не всегда «смыка-
ются», и тогда требуется их раздельное рассмот-
рение (и решение). 

3 Исследование предельного состояния. Такое 
исследование представляется наиболее важным с 
практической точки зрения. 

Предельное состояние силовой системы может 
быть достигнуто либо по критерию объемного раз-
рушения, либо по критерию поверхностного (крити-
ческой величины) повреждения, либо по некоторой 
их совокупности [3, 12]. Поэтому требуется рас-
смотрение двух эффектов. (а) Прямой эффект: 
влияние процессов трения и изнашивания на из-
менение характеристик сопротивления механиче-
ской усталости. (б) Обратный эффект: влияние 
процессов механической усталости на изменение 
характеристик износостойкости. Оба эффекта ус-
тановлены и анализируются в трибофатике [3, 5, 

R11 > 0 

R12 > 0 

R21 > 0 

R22 > 0 
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15]. Для исследования этих эффектов необходимо 
рассмотрение обеих задач, указанных в п. 1. 

Ниже дается краткий анализ всех трех задач 
согласно пп. 1–3 применительно к типичным си-
ловым системам, которые работают в характерных 
условиях нагружения. 

Напряженно-деформированное состояние. В 
рамках механики контактного взаимодействия 
проведено большое количество исследований ус-
ловий контакта и соответствующего напряженно-
деформированного состояния различных объектов 
(см., например, [16–19]). Наиболее распространен-
ный подход к решению контактных задач состоит 
в сведении взаимодействия двух тел определенной 
формы к распределению поверхностных усилий на 
некоторой области полупространства. Решение 
поставленной таким образом краевой задачи пред-
полагает определение распределений деформаций 
и напряжений в области контакта. Одним из наи-
более существенных условий, принимаемых при 
решении контактных задач, является быстрое за-
тухание деформаций и напряжений при удалении 
от области контакта. 

Кроме контактных задач, механика деформи-
руемого твердого тела обладает хорошо разви-
тыми методами изучения напряженно-деформи-
рованного состояния без учета локальных эф-
фектов в областях приложения нагрузки (см., 
например, [20, 21]). 

Для силовых систем, исследуемых в трибофа-
тике, характерно наличие как контактного взаимо-
действия между их элементами, так и объемного 
деформирования, вызванного действием внекон-
тактных нагрузок (см. рисунки 2 и 3). Таким обра-
зом, при построении механо-математической мо-
дели для исследования напряженного состояния си-
ловых систем в общем случае учитывается действие 
как распределенных нормальных p(x, y) и касатель-
ных q(x, у) контактных усилий, так и внеконтактных 
Мi, Ni, Qi нагрузок (рисунок 4) [5, 22]. По имеющим-
ся сведениям, подобные задачи в столь общей по-
становке в теории упругости (и в механике контакт-
ного взаимодействия) не ставились. 

 

Рисунок 4 – Общая схема нагружения силовой системы 

При исследовании частных случаев исходят из 
следующих основных положений: 

1 По крайней мере одна из нагрузок, прило-
женных к силовой системе, вызывает в последней 
как локальные контактные деформации, так и объ-
емное деформирование хотя бы одного из элемен-
тов системы. 

2 Напряжения, обусловленные контактной и 
внеконтактной нагрузками, в силовой системе 
действуют одновременно и в единой области де-
формируемого твердого тела. 

3 Форма и площадь контакта в силовой систе-
ме дополнительно определяются изменением кри-
визны поверхности того из элементов системы, ко-
торый подвергается объемному деформированию. 

Известны лишь отдельные работы, в которых 
рассматривались подобные частные задачи. Так, в 
[23, 24] были поставлены и решены двумерные 
задачи о действии на балку поперечной статиче-
ской и динамической нагрузок. В случае статиче-
ской нагрузки напряженное состояние в среднем 
поперечном сечении балки было получено путем 
суперпозиции решения задачи Буссинеска, напря-
жений, рассчитанных по элементарной балочной 
теории, и напряжений от дополнительных распре-
деленных усилий, которые потребовалось ввести 
для компенсации контактных напряжений на гра-
нице балки. В динамической задаче найдена эф-
фективная сила взаимодействия из условия равен-
ства деформаций и перемещения вследствие удара. 

В соответствии с рисунком 4 напряженное со-
стояние в любой точке М(х, у, z) силовой системы 
определяется из общего соотношения [22] 

 
)()()( b

ijij
n

ijij  
,        i, j = x, y, z, (1) 

где 
)(n

ij , )(ij , )(b
ij  – напряжения, вызванные соот-

ветственно нормальной контактной, касательной 
контактной и неконтактной нагрузками. 

При исследовании напряженного состояния в 
зоне контакта в точной постановке обычно ограни-
чиваются нахождением компонент напряжений в 
точках оси z и в некоторых точках поверхности кон-
такта [17, 24]. Определение всех компонент напря-
жения в любой точке полупространства в точной 
постановке затруднительно в силу большой сложно-
сти интегрируемых функций. 

Напряжения 
)(n

ij  в формуле (1) можно пред-

ставить в следующем виде: 
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Расчет напряжений 
)(hs

ij  в любой точке М(х, у, 

z) при z < 0 полупространства при действии на 
поверхность нормальных усилий р(х, у) проводит-
ся численными методами с использованием реше-

ния задачи Буссинеска )(B
ij  [17] о действии сосре-
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доточенной нормальной силы на полупространст-
во [25, 26]: 

      
 




,
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S

B
ij

hs
ij ddzyxpzyx . (3) 

Расчет напряжений )(surf
ij  в любой точке М(х, 

у, 0) поверхности полупространства при действии 

нормально распределенных усилий р(х, у) прово-

дится в соответствии со следующей обшей форму-

лой [25, 26]: 

    yxyx S
ij

surf
ij ,0,, )()(  , (4) 

где  yxS
ij ,)(  – напряжения на поверхности полу-

пространства, вызванные действием давления, 

распределенного по области S(x,y) [17]. 

Расчет напряженного состояния )( )(ij , вы-

званного действием силы трения, которая модели-

руется распределением касательных усилий q(x, 

у), также выполняется численными методами с 

использованием решения задачи Черрути [17] для 

действия сосредоточенной касательной силы на 

полупространство 
)(С

ij  [25, 26]: 
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Напряжения от внеконтактных нагрузок оп-

ределяются по теории, подходящей для конкрет-

ной геометрии и граничных условий взаимодей-

ствующих тел [20, 27]: 

 )()()()( Q
ij

N
ij

M
ij

b
ij  , (6) 

где индексы М, N и Q соответствуют внутренним 

моменту, продольному и поперечному усилиям. 

Объединенное напряженное состояние, оп-

ределяемое выражением (1), с учетом (3)–(6) 

описывается моделью Сосновского – Журавкова – 

Щербакова [5]: 
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(7) 

Поскольку модель (7) строится как суперпози-

ция компонент ),,( )()()( b
ijij

n
ij  

 напряжения, то 

имеется возможность анализа как общего, так и 

любого из частных случаев. На рисунках 5 и 6 дан 

анализ решения контактной задачи. Здесь, по-

видимому, впервые представлена полная система-

тизация типичных распределений всех компонент 

тензора напряжений. 

 

 

Рисунок 5 – Распределение напряжений 
0

)(
/ p

n

ij
 , выз-

ванных действием нормальной контактной нагрузки p(х, у) 

при b/а = 0,5: 
а – нормальное напряжение; б – касательное напряжение 

 

 

 

Рисунок 6 – Распределение напряжений 
0

)(
/ q

ij


 , выз-

ванных действием касательной контактной нагрузки q(х, у) 

при b/а = 0,5: 
а – нормальное напряжение; б – касательное напряжение 

а) 

б) 

а) 

б) 



 93 

При анализе силовых систем рассматриваются, 

в соответствии с задачами, указанными в п. 1, две 

ситуации. Типичные примеры изменения поля 

локальных напряжений (деформаций), когда на 

него накладывается поле напряжений (деформа-

ций), обусловленных объемным деформировани-

ем, представлены на рисунках 7–10. 

 

 

Рисунок 7 – Распределения напряжений 
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 – 
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  (Q < 0) (з), отнесенных к 

р0/Е (Е– модуль упругости), в окрестности контакта 

в плоскости у = 0 при а / b = 0,5 

 

 

Рисунок 8 – Распределение напряжений 
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  (а), 
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  (б), 

отнесенных к р0, в окрестности контакта в плоскости у = 0 

при а / b = 0,5 

 

Рисунок 9 – Распределение деформаций 
)(n

yy
  (а), 

)(b

yy
  (б), 

)(n

yy
 + 

)(b

yy
  (Q > 0) (в), 

)(n

yy
  – 

)(b

yy
  (Q < 0) (г) и 

)(n

zz
  (д), 

)(b

zz
  (е), 

)(n

zz
 + 

)(b

zz
  (Q > 0) (ж), 

)(n

zz
  – 

)(b

zz
  (Q < 0) 

отнесенных к р0 / E, в окрестности контакта в плоскости у = 0 

при a / b = 0,5 

 

 

Рисунок 10 – Распределение напряжений (отнесенных к р0) и 

деформаций (отнесенных к р0 / 2G) 
)(n

xz
 , 

)(n

xz
  (а), 

)(b

xz
 , 

)(b

xz
  (в), 

)(n

xz
  + 

)(b

xz
 , 

)(n

xz
  + 

)(b

xz
  (Q > 0) (б) 

)(n

xz
  – 

)(b

xz
 , 

)(n

xz
  – 

)(b

xz
  

(Q < 0) (г) в окрестности контакта в плоскости у = 0 при а / b = 0,5 

 

Характерные картины возмущения поля на-

пряжений (деформаций), обусловленных объем-

ным нагружением, в локальной области, в которой 

возбуждается поле контактных напряжений (де-

формации), показаны на рисунках 11–13. 
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Рисунок 11 – Распределение напряжений 
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отнесенных к р0/ Е (Е– модуль упругости), в плоскости у = 0 

при а / b = 0,5 

 

 

Рисунок 12 – Распределение деформаций 
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 + 
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отнесенных к р0 / Е, в плоскости у = 0 при a / b = 0,5 

 

 

Рисунок 13 – Распределение напряжений (отнесенных к р0) и 

деформаций (отнесенных к р0/2G) 
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 , 
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xz
  (Q < 0) (в) 

в плоскости y = 0 при а / b = 0,5 

 

Не давая здесь подробного сравнительного 

анализа приведенных данных, обратим внимание 

лишь на тот факт, что в соответствии с обобщен-

ным законом Гука зоны с максимальными напря-

жениями могут не совпадать с зонами максималь-

ных деформаций. Вопрос о том, в каких из этих 

зон возникают первичные повреждения, кинетиче-

ское развитие которых приводит к образованию 

начальных (рассеянных) микротрещин, обычно в 

механике деформируемого твердого тела не ста-

вится и не исследуется. 

Состояние поврежденности. Модели повреж-

денности материала, предложенные Л. М. Качано-

вым [28] и Ю. Н. Работновым [29], получили ши-

рокое развитие. Но все их многообразие имеет од-

ну общую особенность: речь идет о мерах повреж-

денности либо в точке, либо в сечении деформи-

руемого твердого тела [30]. Между тем является 

общепризнанным представление о том, что сопро-

тивление разрушению тел различных объемов оп-

ределяется ограниченной областью конечных раз-

меров с критическим уровнем напряжений [31–

36]. Затруднения состоят в обосновании критерия 

ограничения этой области. Указанная область 

обычно трактуется как объем, в котором дейст-

вующее напряжение превышает нижнюю границу 

прочности дефектного элемента структуры тела 

[31, 32]. Поскольку эта нижняя граница не опреде-

лена, то условно ее принимают равной нулю, и 

тогда искомая область оказывается просто рабо-

чим объемом тела. 

Оценка поврежденности силовой системы в 

общем случае основывается на статистической 

модели деформируемого твердого тела с опас-

ным объемом [36, 37]. 

Согласно этой модели при объемном дефор-

мировании опасным называется объем VP, в кото-

ром с некоторой вероятностью P возможно появ-

ление циклических напряжений σ, превышающих 

нижнюю границу σ–1 lim рассеяния пределов вы-

носливости σ–1. Соответственно при контактном 

деформировании опасным называется объем, в ко-

тором с некоторой вероятностью P возможно появ-

ление нормальных контактных напряжений, пре-

вышающих нижнюю границу pf min рассеяния пре-

делов выносливости pf = p0 lim, где p0 lim = (max)
zz  – 

давление в центре контакта при предельной кон-

тактной нагрузке. Аналогичным образом опреде-

ляется нижняя граница рассеяния пределов вынос-

ливости для касательных напряжений. 

Применительно к силовым системам процеду-

ра расчета опасных объемов предполагает, во- 

первых, знание трехмерного напряженного со-

стояния элементов, вызванного как локальным, 

так и объемным нагружением, и, во-вторых, опре-

деление критических (предельных) напряжений, 

которые служат критерием для ограничения соот-

ветствующих опасных областей. 
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При действии на силовую систему предельной 

нагрузки limF  для однородного изотропного дефор-

мируемого твердого тела определяют предельные 

нормальные и касательные напряжения lim)(*
n  и 

lim)(*
 , а также предельное главное напряжение 

lim)(*
1

 и предельную интенсивность напряжений 

lim)(*
int  [5]: 

  dVFii
idV

n ,max lim
,

lim)(*
 ,   i = x, y, z, 

  dVFij
jidV

,max lim
,,

lim)(*
  ,  i, j = x, y, z, ji  , (8) 

  dVF
dV

,max lim1
lim)(*

1  , 

  dVF
dV

,max limint
lim)(*

int  , 

где dV – элементарный объем нагруженного тела. 

Тогда критериальные условия для ограничения 

опасных объемов будут иметь вид [5] 

  kkijij VdVdVV  ,/ lim)(* ,  

 i, j = x, y, z,    









,  при  

,  при  

ji

jin
k  (9) 

  kii VdVdVV  ,/ lim)(*
1 ,  i = 1, 2, 3, (10) 

  kVdVdVV  ,/ lim)(*
intintint , (11) 

где Vk – рабочий объем деформируемого твердого 

тела. 

Следовательно, если рассмотреть тензор на-

пряжений σij в каждом элементарном объеме dV 

тела, то в общем случае для описания изменения 

величины действующих напряжений по сравне-

нию с величиной предельных можно ввести два 

типа тензора относительных напряжений [5] – 

компонентный и главный: 

lim)(*/ kijijg  , 

 lim)(*
1/ iig , (12) 

а также относительную интенсивность напряже-

ний 

lim)(*
intintint /g , 

где gij, gi, gint имеют вероятностную природу, по-

скольку в условии прочности как действующие 

напряжения σij, σi, σint, так и пределы выносли-

вости lim)(*
k , lim)(*

i , lim)(*
int  являются случайными 

величинами с соответствующими плотностями 

распределения. 

Можно также рассматривать шаровую gS и девиа-

торную D
ijg  части тензора gij [5]: 
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где 
 

 332211lim)(*

332211

3

1

3
gggg

k





 . 

Тогда вероятность локального повреждения в 

точке, вызванного действием σij, 

        dVdgdVgdVgP ijijij 



1

1 . (14) 

При 0 ≤ gij < 1 вероятность появления повреж-

дения в элементарном объеме dV будет 

P(gij(dV) ≤ l). При 1 ≤ gij < ∞ степень поврежде-

ния тела в dV определяется величиной gij(dV). 

Аналогичным образом проводятся рассужде-

ния для gi и gint. 

Динамические опасные объемы рассчитывают-

ся по следующей общей формуле [5]: 

  
l

d dllSV . (15) 

где S – проекции соответствующих опасных объе-

мов на плоскости, ортогональные траектории их 

движения (l). 

Для описания характера и уровня повреждений 

в области контакта вводится представление о ти-

пах характерных опасных объемов, определения, 

обозначения и формулы для расчета которых даны 

в таблицах 1 и 2 [5]; это – меры Щербакова – 

Сосновского. 

Поскольку опасные объемы могут иметь про-

извольную и сложную формы, то их аналитиче-

ское определение, согласно формулам таблицы 1, 

может быть затруднено; в таких случаях их вы-

числяют методом Монте-Карло. 

Таким образом, абсолютное значение опасного 

объема есть пространственная мера поврежденно-

сти материала данного элемента системы; она име-

ет вероятностный характер. 
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Таблица 1 – Классификация статических опасных объемов 

Тип опасного объема Определение  Расчетная формула 

С
та

ти
ч

ес
к
и

й
 

Компонентный 

 
kijij

VdVgdVV  ,1/  

Область нагруженного тела, в каждой точке которой значение соответствую-

щей компоненты тензора напряжений не меньше предельного 

 


1Vijg
ij

dVV  

Главный 
 

kii
VdVgdVV  ,1/  

Область нагруженного тела, в каждой точке которой значение соответст-
вующего главного напряжения не меньше предельного 

 


1Vig
i

dVV

 

Октаэдрический 
 

k
VdVgdVV  ,1/

intint
 

Область нагруженного тела, в каждой точке которой значение интенсивно-
сти напряжения не меньше предельного 

 


1int
int

Vg

dVV

 

Шаровой 
 

kS
VdVgdVV  ,1/  

Область нагруженного тела, в каждой точке которой значение компоненты 
шаровой части тензора напряжений не меньше предельного 

 


1Vg
S

dVV  

Девиаторный 

 k

D

ij
ji

D
VdVgdVV  ,1max/

,
 

Область нагруженного тела, в каждой точке которой значение хотя бы одной 

компоненты девиаторной части тензора напряжений не меньше предельного 

 


1
,

max VD
ijg

ji

D
dVV

 

Совмещенный 

ij

nq

mjpi
C

VV
,

, 

  , i, j, p, q, m, n = x, y, z, 

i

q

pi
C

VV


  , i, p, q = 1, 2, 3  

Пересечение двух или более опасных объемов  

  






 1
,

,
Vijg

nq

mjpi

C
dVV

 

  





 1Vijg
q

pi

C
dVV  

Тензорный 

ij

nq

mjpi
Т

VV
,

, 

  , i, j, p, q, m, n = x, y, z, 

i

q

pi
Т

VV


  , i, p, q = 1, 2, 3  

Объединение двух или более опасных объемов 

  






 1
,

,
Vijg

nq

mjpi

T
dVV

  





 1Vig
q

pi

T
dVV  

 

Таблица 2 – Классификация динамических опасных объемов 

Тип опасного объема Определение  Расчетная формула 

Д
и

н
ам

и
ч

ес
к
и

й
 

Компонентный 

)(
lij

l

d

ij
tVV   

Область нагруженного тела, в каждой точке которой значение соответст-
вующей компоненты тензора напряжений не меньше предельного хотя бы 

единожды (в момент времени tl) за цикл нагружения 


l

ij

d

ij
dllSV )(  

Главный 

)(
li

l

d

i
tVV   

Область нагруженного тела, в каждой точке которой значение соответст-

вующего главного напряжения превышает предельное хотя бы единожды (в 

момент времени tl) за цикл нагружения 


l

i

d

i
dllSV )(

 

Октаэдрический 

)(
intint l

l

d
tVV   

Область нагруженного тела, в каждой точке которой значение интенсивно-

сти напряжений не меньше предельного хотя бы единожды (в момент вре-
мени tl) за цикл нагружения 


l

d
dllSV )(

intint

 

Шаровой 

)(
lS

l

d

S
tVV   

Область нагруженного тела, в каждой точке которой значение компоненты 

шаровой части тензора напряжений не меньше предельного хотя бы едино-
жды (в момент времени tl) за цикл нагружения 


l

S

d

S
dllSV )(  

Девиаторный 

)(
lD

l

d

D
tVV   

Область нагруженного тела, в каждой точке которой значение хотя бы од-

ной компоненты девиаторной части тензора напряжений не меньше пре-
дельного хотя бы единожды (в момент времени tl) за цикл нагружения 


l

D

d

D
dllSV )(

 

Совмещенный 

d

ij

nq

mjpi

d

C
VV

,

, 

  , i, j, p, q, m, n = x, y, z,  
d

i

q

pi

d

C
VV



  , i, p, q = 1, 2, 3  

Пересечение двух или более динамических опасных объемов  


l

C

d

C
dllSV )(  

Тензорный 
d

ij

nq

mjpi

d

T
VV

,

, 

  , i, j, p, q, m, n = x, y, z,  
d

ij

q

pi

d

T
VV



  , i, p, q = 1, 2, 3  

Объединение двух или более динамических опасных объемов 


l

T

d

T
dllSV )(  
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Если Vk – рабочий объем деформируемого эле-
мента силовой системы, то можно ввести соответ-
ствующие относительные (безразмерные) меры 
поврежденности ω (таблица 3), численные значе-
ния которых заключены в интервале (0; 1). 

Таблица 3 – Классификация меры относительной по-

врежденности 

Тип меры поврежденности Определение 

Компонентная kijij
VV /  

Главная 
kii

VV /  

Октаэдрическая 
k

VV /
intint



 Шаровая kSS VV /

 Девиаторная kDD VV /

 Совмещенная kCS VV /

 Тензорная kTT VV /

 Динамическая компонентная 
k

d

ij

d

ij
VV /  

Динамическая главная 
k

d

i

d

i
VV /  

Динамическая октаэдрическая 
k

dd
VV /

intint


 Динамическая шаровая k

d

S

d

S VV /

 Динамическая девиаторная k

d

D

d

D VV /

 Динамическая совмещенная k

d

C

d

C VV /

 Динамическая тензорная 
k

d

T

d

T
VV /

 Следовательно, можно записать обобщенное усло-
вие безотказной работы системы, например, в виде 

 Vij = 0 или ωij = 0 (16) 

и условие достижения ею предельного состояния 

 ωij = 1. (17) 

Условия поврежденности с вероятностью P будут 

 10 )(  p
ij . (18) 

Для случая контактной задачи на рисунке 14 
представлена, по-видимому, первая систематиза-
ция типичных конфигураций компонентных опас-
ных объемов. 

 
Рисунок 14 – Компонентные опасные объемы Vij 

На рисунках 15–17 показаны как общий вид 

тензорного опасного объема, так и его характер-

ные плоские сечения. 

 

 

Рисунок 15 – Тензорный опасный объем 
ij

V  (i, j = x, y, z) 

при b / а = 0,813 

 

 

Рисунок 16 – Сечение тензорного опасного объема 

ij
V  вдоль оси y 
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Рисунок 17 – Сечения тензорного опасного объема 
ij

V  

вдоль оси z 

 

На рисунках 18 и 19 сопоставлены опасные объ-

емы в соответствующих парах трения и силовых 

системах. 
 

 

Рисунок 18 – Опасные объемы 
)(n

xx
V , 

 bn

xx
V


 при 

р0 = 6,797·109 Па, Qb = 200 Н, 
 

0

,

lim1
259,0 p

nc



, 

а = 4,156 · 10–4 м, b / а = 0,813 

 

 

Рисунок 19 – Опасные объемы 
)(b

xx
V , 

 bn

xx
V


 при 

р0 = 6,797 · 109 Па, Qb = 80 Н,  
0

,

lim1
024,0 pnb 


, 

а = 4,156 · 10–4 м, b / а = 0,813 

 

Особый интерес представляют зоны пересече-

ния (совмещения) опасных объемов, обусловлен-

ных соответствующими компонентами напряже-

ния (см. рисунки 16 и 17). Именно в этих зонах со-

стояние поврежденности является наиболее опас-

ным; зарождение первичных трещин ожидается 

там, где обнаруживаются неблагоприятные условия 

пересечения (совмещения) компонентных опасных 

объемов. Если опасные объемы оказываются дис-

кретными и рассеянными по пространственной об-

ласти деформируемых элементов, то и первичное 

разрушение прогнозируется как локальное и множе-

ственное. Важность анализа опасных объемов состо-

ит именно в возможности подобного прогноза. 

Количественный анализ опасности разрушения 

в разных зонах тензорного опасного объема про-

водится на базе развиваемой теории взаимодейст-

вия необратимых повреждений [5, 7, 38]. Она по-

строена на следующем принципе. Если, например, 

ωσ – мера поврежденности, обусловленная вне-

контактной циклической нагрузкой (σ), а ωp – 

мера поврежденности, обусловленная контактной 

нагрузкой (р), то, в случае пересечения соответст-

вующих опасных объемов, принимается, что ком-

плексное износоусталостное повреждение ωΣ мо-

жет быть оценено в соответствии с принципом 

Сосновского (диалектического взаимодействия 

необратимых повреждений, обусловленных на-

грузками разной природы) [5, 7] 

 ppppf // ,)()(    1, (19) 

Здесь Λσ/р – параметр (или функция) необра-

тимого взаимодействия повреждений, который 

принимает «контрастные» значения в различных 

условиях деформирования. Если Λσ/p > 1, реали-

зуются процессы взаимодействия, для которых 

характерно самопроизвольное разупрочнение. Ес-

ли же Λσ/p < 1, то, напротив, реализуются про-

цессы взаимодействия, для которых характерно 

самопроизвольное упрочнение [5, 39]. 

Конкретизация (19) дана в работах [2, 3, 5, 

39]; там же можно найти и изложение теории 

Λ-взаимодействий необратимых повреждений. 

Предельное состояние. К настоящему време-

ни разработано более 30 теорий предельных (на-

пряженных) состояний деформируемого твердого 

тела, называемых также теориями прочности [40–42]. 

Было установлено [43], что подавляющее 

большинство известных теорий прочности укла-

дываются в рамки гипотезы Надаи 

 ,0),,( октокт  jmF  (20) 

где октаэдрические касательное и нормальное 

напряжения 

2
13

2
32

2
21окт )()()(

3

1
 , 

)(
3

1
321окт  ; 
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частная форма (20) имеет вид 

 0),,(  jmf . (21) 

В работах [2, 3, 12] поставлена и решена более 
общая задача разработки теории предельных со-
стояний не деформируемого твердого тела, а си-
ловой системы, которая находится в коррозионной 
среде под воздействием контактной, повторно- 
переменной (внеконтактной) и тепловой нагрузок. 
Для решения такой сложной задачи принят наибо-
лее общий – энергетический подход. Научные 
представления, которые положены в основу энер-
гетической теории предельных состояний силовых 
систем, базируются на экспериментальных резуль-
татах [5]. Они таковы. 

(1) Зарождение и развитие комплексного по-
вреждения определяется, главным образом, че-
тырьмя явлениями: механической усталостью, 
трением и изнашиванием, тепловыми и электро-
химическими (коррозионными) процессами. 

(2) Все указанные явления и процессы в сило-
вой системе развиваются одновременно и в еди-
ной зоне, поэтому предельное ее состояние в об-
щем случае обусловлено не одним каким-либо из 
этих явлений, а их совместным (совокупным) дей-
ствием. В частных случаях перечисленные выше 
явления могут осуществляться как отдельные, и 
они способны привести к соответствующему пре-
дельному состоянию по частным (отдельным) 
критериям (например, по критерию сопротивления 
усталости элемента конструкции, по критерию 
износостойкости пары трения и т. д.). 

(3) Предельное состояние определяется не всей 
подводимой к силовой системе энергией U, а лишь 

ее эффективной (опасной) частью effU  << U, ко-

торая затрачивается на повреждение. 
(4) Критерием предельного состояния служит 

условие достижения эффективной энергией effU  

критической величины U0 в некоторой области 
ограниченных размеров элемента силовой систе-
мы – в его опасном объеме. 

(5) Энергия U0 считается фундаментальной для 
данного вещества константой; она не должна за-
висеть от условий испытания, видов подводимой 
энергии, механизмов повреждения. 

(6) Эффективная энергия effU  в общем случае 

может быть представлена функцией трех состав-

ляющих: тепловой ,eff
TU  силовой effU  и фрикцион-

ной effU  энергий 

 effU  = F  ( ,eff
TU  ,effU  effU ), (22) 

где FΛ учитывает кинетическое взаимодействие ча-
стных повреждающих явлений. 

(7) Процессы электрохимического (коррозион-
ного) повреждения могут быть учтены как терми-
ческая коррозия (DT(ch)), коррозия под напряжени-
ем (Dσ(ch)) и коррозия трения (Dτ(ch)), так что 
функция (22) принимает вид 

 effU  = ),,( )()()(
eff

ch
eff

ch
eff

chT UUUF  . (23) 

(8) В общем случае предельное состояние си-

ловой системы достигается не в результате про-

стого роста эффективных энергий и, следователь-

но, накопления необратимых повреждений, обу-

словленных различными воздействиями (нагруз-

ками), а в результате их диалектического взаимо-

действия, направленность которого характеризу-

ется развитием явлений самопроизвольного уп-

рочнения-разупрочнения материала в данных ус-

ловиях эксплуатации или испытаний. 

Таким образом, гипотеза Сосновского – Маху-

това – Богдановича о предельном состоянии сило-

вой системы имеет вид [5] 

 0),,,,,( 0\)()()(   UmUUU kji
eff

chT
eff

ch
eff

ch , (24) 

где mk, k = 1, 2, ..., – некоторые характеристики 

свойств контактирующих материалов, Λ – пара-

метры (функции) взаимодействия необратимых 

повреждений. 

Конкретизация (24) в наиболее простой поста-

новке дана в работах [2, 3]. Во-первых, считается, 

что напряженное состояние, обусловленное по-

вторно-переменной нагрузкой, является одноос-

ным и характеризуется наибольшим нормальным 

напряжением σ. Во-вторых, принимается, что 

контактное взаимодействие элементов системы 

описывается фрикционным напряжением τw. 

Пусть далее T – температура среды. Тогда, учиты-

вая, что силовая ),( effU  фрикционная )( effU  и те-

пловая )( eff
TU  составляющие эффективной энергии 

effU  пропорциональны соответствующим пара-

метрам: 

 ,;; 22
w

effeff
T

eff
T aUaUTaU    (25) 

где коэффициенты а << 1 выделяют из полных те-

пловой и механической энергий их эффективные 

части, критерий (24) можно записать в виде [2, 3] 
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 (26) 

где Λτ\σ  1 учитывает взаимодействие эффектив-

ных частей механической энергии, обусловленных 

нормальными σ и фрикционными τw напряжения-

ми, а ΛM\T – взаимодействие тепловой и механиче-

ских составляющих эффективной энергии. 

Введем относительные меры ω термодинами-

ческого (индекс T), силового (индекс σ) и фрик-

ционного (индекс τ) повреждений с учетом влия-

ния коррозии (индекс ch): 
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Тогда критерий (26) принимает вид 

    1)()(\)(\   chchchTTM , (28) 

или 

 ωΣ = 1, (29) 

где энергетическая мера комплексного износо-
усталостного повреждения 

    .10 )()(\)(\   chchchTTM  (30) 

Критерий (26), (28) гласит: предельное состоя-

ние силовой системы наступит, когда сумма диа-
лектически взаимодействующих эффективных со-

ставляющих энергии от силового, фрикционного и 
термического воздействий (с учетом процессов 

коррозии под напряжением, термической и трибо-
химической коррозии) достигнет критической ве-

личины U0. Критерий (26) в форме (28) или (30) 
удобен тем, что все меры поврежденности явля-

ются безразмерными и имеют единый интервал 
(0 ≤ ω ≤ 1) изменения величин. 

Заметим, что в критерии (26) не было нало-
жено никаких ограничений для величин TΣ > 0, 

τw > 0, σ > 0. Поэтому он может описывать дос-
тижение предельного состояния не только при 

комплексном износоусталостном повреждении, но 

и при частных условиях нагружения, например, 
при чисто тепловом или чисто механическом раз-

рушении и т. п. [5]. В работах [1–3] указано и на 
возможность его использования и в случаях упру-

гопластического деформирования. 
Общий анализ этих критериев позволяет сде-

лать три основных вывода: 
(1) Рост нагрузочных параметров (σ, τw, TΣ, D) 

ведет к соответствующему ускорению достижения 
предельного состояния. 

(2) Предельное состояние силовой системы 
может быть достигнуто и за счет увеличения толь-

ко одного (любого) из нагрузочных параметров 
(при сохранении неизменными величин остальных 

параметров). 

(3) Если Λ > 1, то деградация силовой систе-

мы соответственно усиливается, а при Λ < 1 она 

замедляется, – по сравнению с поврежденностью, 

обусловленной совокупным действием одних 

только нагрузочных параметров. 

Первые два вывода являются тривиальными, а 

последний (третий) вывод есть результат принци-

пиально нового подхода к построению критерия 

предельного состояния силовых систем. 

Для практического применения критериев (26) 

и (28) в работах [1–3, 12] даны обоснованные ме-

тодики определения величин U0, a, Λ, D. 

Графическое представление уравнения (26) дано 

на рисунке 20 в виде многокритериальных диаграмм 
предельных состояний различных силовых систем. 

 

Рисунок 20 – Диаграммы предельных состояний различных 

силовых систем: 
а – прямой эффект; б – обратный эффект 

 

Здесь ось ординат служит прочностной шка-

лой, а ось абсцисс – трибологической шкалой. 
В результате обычных испытаний на усталость 

(трение отсутствует, так что τw = 0) определяют 
предел выносливости вала σ–1 (см. рисунок 20, а). 

При износоусталостных испытаниях силовой сис-
темы его значение изменяется вследствие влияния 

процессов трения и изнашивания (на рисунке 20, а 

обозначено σ–1τ). Это изменение определяет ос-
новные закономерности прямого эффекта [1–3]. 

Они могут быть описаны характерными кривыми 
1–5 (см. рисунок 20, а) в зависимости от типа си-

ловой системы и условий ее эксплуатации (уро-
вень контактной нагрузки, температура, свойства 

окружающей среды и т. д.). Так, кривые 1 и 2 ха-
рактерны для контактно-механической усталости, 

кривые 2, 3 и 4 – для фрикционно-механической 
усталости, кривые 3, 4 и 5 – для фреттинг-

усталости при различных условиях испытания 
(температура, среда и др.) [1–3]. 

В результате обычных испытаний пары трения 
(циклические напряжения отсутствуют, т. е. σ = 0) 

находят предельную величину фрикционного 
напряжения τf, которую называют также пределом 

фрикционной усталости (либо предельную вели-

чину контактного давления pf, которая соответст-
вует значению τf) (см. рисунок 20, б). При изно-

соусталостных испытаниях силовой системы его 
значение изменяется вследствие влияния уровня 

циклических напряжений (на рисунке 20, б обо-
значено τfσ). Это изменение определяет основные 

закономерности обратного эффекта [1–3]. Они 
аналогично могут быть описаны характерными 

кривыми 1–5 (см. рисунок 20, б) в зависимости от 
типа силовой системы и условий ее эксплуатации 

(уровень циклической нагрузки, температура, 
свойства окружающей среды и др.) Здесь кривые 

1–5 имеют тот же смысл, что и кривые 1–5 на ри-
сунке 20, а. Существенное различие состоит в том, 

что при прямом эффекте, как уже отмечалось, 
предельное состояние системы достигается по 



 101 

критериям сопротивления механической устало-

сти, тогда как при обратном эффекте – по крите-
риям трения и изнашивания. 

Наиболее важные выводы, которые можно сде-
лать при анализе уравнения (26) и рисунка 20, та-
ковы: 

1 Процессы трения и изнашивания, в зависи-
мости от условий их реализации, могут не только 
значительно снижать (см. кривые 3, 4 и 5 на ри-
сунке 20, а), но и существенно повышать (см. кри-
вые 7 и 2 на рисунке 20, а) сопротивление устало-
сти силовой системы. Это означает, что в опреде-
ленных условиях ее эксплуатации трение и изна-
шивание полезны [1]. И еще: изменяя условия 
трения и изнашивания должным образом, можно 
эффективно управлять процессами износоустало-
стного повреждения конкретной силовой системы. 

2 Циклические напряжения, в зависимости от 
условий испытания, могут не только значительно 
снизить (см. кривые 3, 4 и 5 на рисунке 20, б), но и 
существенно повышать (см. кривые 1 и 2 на ри-
сунке 20, б) износостойкость силовой системы. 
Это означает, что в определенных условиях ее 
эксплуатации циклические напряжения благопри-
ятны [1]. И еще: изменяя условия циклического 
нагружения должным образом, можно эффективно 
управлять процессами износоусталостного повре-
ждения конкретной силовой системы. 

Эти выводы вполне соответствуют результа-
там многочисленных экспериментов [1–3]. 

Следует отметить, что диаграмма предельных 
состояний силовых систем (см. рисунок 20) кар-
динально отличается от известных в механике пре-
дельных двухпараметрических диаграмм (напри-
мер, амплитуда напряжений σa – среднее напря-
жение цикла σm; коэффициенты интенсивности 
напряжений KI – KII; пределы выносливости σ–1 – 
τ–1 при изгибе и кручении и др.). Как правило, 
диаграммы предельных состояний для элементов 
конструкций и пар трения строят по одному кри-
терию повреждения (разрушения), например, по 
образованию магистральной трещины определен-
ной длины (для элемента конструкции) либо по 
достижению критической концентрации ямок вы-
крашивания (для пары трения). А диаграмма пре-
дельных состояний силовой системы (см. рисунок 
20) является многокритериальной: чисто устало-
стное разрушение в точке (0; σ–1); чисто износо-
вое повреждение в точке (τf, 0); критические со-
стояния по обоим критериям одновременно (кри-
вые σ–1τ и τfσ) – как в условиях прямого (σ–1τ), 
так и в условиях обратного (τfσ) эффектов. 

Обобщение энергетической теории предельных 
состояний силовых систем дано в работе [5]. Гипо-
теза (24) записывается в следующем виде: 

   0,),,,( 0   UmTETU k
eff , (31) 

где, в отличие от (24), принимается, что величина 

эффективной энергии effU  определяется тензорами 

напряжений Т и деформацией Е, а также температу-

рой от всех источников тепла .T  Из (31) следует 

обобщенный критерий Сосновского – Щербакова [5] 

 0
),(),( )),(,,,,( UmVChTETU k

WVWVeff  . (32) 

Здесь тензоры напряжений и деформаций с 

индексом V обусловлены действием объемных 

нагрузок (общие случаи трехмерного изгиба, кру-

чения, растяжения-сжатия), а с индексом W обу-

словлены контактным взаимодействием элементов 

системы. 

Рассмотрим дифференциал работы внутренних 

сил и температуры в специальном виде 
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(33)

 

Здесь нижний индекс σ соответствует нор-

мальным напряжениям, а τ – касательным. 

Из общей энергии (33) выделим ее эффектив-

ную часть в соответствии с методикой, принятой 

при формализации (24). Для этого введем коэффи-

циенты Aσ(V), Aτ(V) и AT(V) соответствующей 

размерности, которые определяют долю погло-

щенной энергии 

  
,)(

)()()()( \\

TT

TM
eff

dUVA

dUVAdUVAVVdU



 

 (34)
 

где Λτ\σ(V), ΛM\T(V) – функции взаимодействия 

между энергиями различной природы. 

Таким образом, при Λσ\τ = const, ΛT \M = const, 

на основе (34) критерий (32) будет иметь вид 
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(35)
 

Используя основные положения изложенной тео-

рии предельных состояний силовых систем, обратимся 

к классическим теориям прочности материалов (эле-

ментов конструкций). Рассмотрим, например, энерге-

тический критерий пластичности Мизеса – Генки в 

связи с критерием (26), который является по существу 

термомеханическим (или термосиловым) критерием 

предельного состояния элемента конструкции. Запи-

шем (26) (при D = 0) для случая трехосного напря-

женного состояния (σ1 ≥ σ2 ≥ σ3): 

 


 ,

])[(

2
\

/,13
2
3/32

2
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2
1 32121

ТМТТТа 






, 

(36)
 

или, с учетом соотношений (25), 
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eff
yU  – эффективная энергия, соответствующая 

достижению предела текучести; ε1, ε2, ε3 – глав-

ные относительные деформации. 

В случаях, когда речь идет о разрушении эле-

мента конструкции при статическом нагружении, 

предельное состояние характеризуется пределом 

прочности. 

Принципиальные особенности критериев (36) и 

(37) по сравнению с критерием Мизеса – Генки со-

стоят в том, что условие достижения предельного со-

стояния 1) характеризуется эффективными состав-

ляющими механической энергии  effeffeff UUU
321

,,  , 

2) учитывает влияние эффективной тепловой энергии 
eff
ТU  и, главное, 3) принимает во внимание возможные 

λ-взаимодействия повреждений, генерируемых всеми 

их источниками (λσ1 / σ2, λσ1, σ2 / σ3, λT \M). Это означа-

ет, что принцип взаимодействия повреждений (19), 

обусловленных нагрузками разной природы, допол-

няется гипотезой о взаимодействии повреждений, 

обусловленных каждым из главных напряжений. 

Можно полагать, что, в частности, λσ(μ), где μ – 

коэффициент Пуассона. 

На рисунке 21 [2, 3] дано подтверждение прак-

тической работоспособности энергетического кри-

терия предельных состояний силовых систем на 

примере зависимости не только пределов вынос-

ливости, но и пределов прочности от параметра CT 

термосилового сопротивления материалов [3] 

 





a

TaU
С TTM

T
/0 /

. (38) 

Эти рисунки построены [12] для материалов 

разных классов по результатам соответствую-

щих экспериментальных исследований многих 

авторов; в работе [12] можно найти анализ лите-

ратурных источников. Видно: коэффициент 

корреляции очень высок – не менее r = 0,722, но 

в большинстве случаев он превышает r = 0,9; 

анализ включает более 300 результатов испыта-

ний. 

 

Рисунок 21 (начало) – Зависимости σ–1(CT) и σb(CT) для раз-

личных материалов 
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Рисунок 21 (окончание) 

Все полученные решения представляются не-

противоречивыми, они соответствуют основным 

представлениям, которые положены в основу ме-

ханики силовых систем [5]. 
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L. A. Sosnovskiy, S. S. Shcherbakov. Research of mechanical conditions of active systems. 
Ordering of researches in the field of tribo-fatigue according to a mechanical condition of active systems of machines and the equip-

ment is given. Three circles of the primary goals are discussed: the intense-deformed condition; a condition of damage; a limiting condi-

tion. The brief analysis of all three problems with reference to typical active systems which work in characteristic conditions of loading is 

given. It is shown, that mechanical conditions of active system in the exhaustive image are characterized and described by these three prob-

lems. The numerical decision of tasks in view with reference to system of type «roller / shaft» which on conditions of loading and to char-

acter of damage simulates work of real system wheel / rail is executed. Results of experimental check of some decisions are resulted. 

 

 


