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НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ УПРОЩЕНИЯ СТРУКТУРНЫХ СХЕМ МЕХАНИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ 

С НЕПЛАНАРНЫМИ СВЯЗЯМИ 

 
Предлагается метод устранения непланарности в механической цепи на основе исключения соответствующих координат. 

Показаны возможности определения обобщенных сил при переходе от одной системы координат к другой. Рассмотрены приме-

ры получения структурных схем на основе аппарата теории цепей и теории автоматического управления движением. 

 
ведение. Структурные подходы, реализуемые на 

основе аппарата теории механических цепей и 

теории управления динамическим состоянием системы 

связаны с задачами преобразования схем и определением 

передаточных функций или эквивалентных частотных 

характеристик [1, 2]. При упрощениях систем, связанных 

с преобразованиями структур, непланарные связи созда-

ют некоторые трудности, хотя и устраняемые на основе 

использования формул Крамера [3], тем не менее доста-

точно серьезные для детализированного анализа динами-

ческих взаимодействий систем. Ряд предложений по уст-

ранению непланарностей рассмотрен в работах [4, 5]. 

В предлагаемой статье рассматриваются методоло-

гические основы устранения непланарностей путем ис-

ключения промежуточных координат. 

Общие положения. Постановка задачи исследо-

вания. Рассматривается ряд приемов, позволяющих 

оценить особенности динамических взаимодействий 

между парциальными системами на основе преобразо-

вания межкоординатных связей. 

Рассмотрим цепную механическую систему, которая 

состоит из трех масс (m1, m2, m3), соединенных последо-

вательно упругими элементами (k1 + k4); внешние воздей-

ствия имеют форму кинематических (z1, z3) и силовых 

(Q1, Q2, Q3) гармонических возмущений, как показано 

на рисунке 1. В конкретных случаях рассмотрения часть 

силовых факторов принимается равной нулю. 

 

Рисунок 1 – Расчетная схема подвески в виде цепной механи-

ческой системы с тремя степенями свободы 

Введение между элементами m1 и m3 упругой связи че-

рез упругий элемент k5 приводит к непланарности. В этом 

случае система дифференциальных уравнений по координа-

там y1, у2, y3 может быть получена на основе известных 

приемов [2] и трансформирована к виду 

 1 1 1 1 2 5 2 2 5 3 1 1( )m y y k k k y k k y k z      ; (1) 

 2 2 2 2 3 1 2 3 3( ) 0;m y y k k y k k y      (2) 

 3 3 3 3 4 5 2 3 5 1 4 2( ) .m y y k k k y k k y k z       (3) 

Из (2) можно найти (переходя к преобразованиям Лап-

ласа), что 
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,
k y k y

y
m p k k


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 
 (4) 

где p = jω – комплексная переменная ( 1j   ). Пола-

гая, что 2 3 1y ay by  , преобразуем (1)–(3) к виду 

 2
1 1 1 2 5 2 3 2 1 5 3 1 1( ) ,y m p k k k k ay k by k y k z        (5) 

 2
3 3 3 4 5 3 3 3 1 5 1 4 3( ) .y m p k k k k ay k by k y k z        (6) 

Преобразуем (5), (6). Тогда 

 2
1 1 1 2 5 2 2 3 5 1 1( ) ( ) ;y m p k k k k b k ay k k z        (7) 
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В таблице 1 приведены для сравнения коэффициен-

ты системы уравнений (1)–(3) без упругого элемента 

(k5 = 0) и с упругим элементом (k5 ≠ 0). 

Таблица 1 – Значения коэффициентов двух систем уравнений 

a11 a12 a13 

* m1p
2 + k1 + k2 –k2 0 

m1p
2 + k1 + k2 + k5 –k2 –k5 

a21 a22 a23 

* –k2 m1p
2 + k2 + k3 –k3 

–k2 m1p
2 + k2 + k3 –k3 

a31 a32 a33 

* 0 –k3 m3р
2 + k3 + k4 

–k5 –k3 m1p2 + k3 + k4 + k5 

Q1 Q2 Q3 

* k1z1 0 k2z2 

k1z1 0 k2z2 

Примечание – * – параметры системы упругого элемента 

(k5 = 0); под чертой – параметры системы (1)–(3). 

В 
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Структурная схема системы (координаты y1 и y3) 

представлена на рисунке 2. 

 

Рисунок 2 – Структурная схема в упрощенном варианте 

с дополнительной связью k5 

Сравнивая значение коэффициентов в ячейках табли-

цы 1, можно отметить, что введение дополнительной связи 

k5 приводит к заполнению ячейки a13 значением k5 по 

сравнению с исходной системой; имеются также отличия в 

ячейках a11 и a33 (добавился коэффициент жесткости k5). 

Заполнение ячейки a13 привносит в исходную систему не-

планарность связей, которая может быть показана как упру-

гое соединение точек (1) и (3) на схеме, приведенной на 

рисунке 3, с использованием дуальных элементов теории 

механических цепей (при Q2 = 0; z1 = z2 = 0; Q1 ≠ 0; Q3 ≠ 0). 

 

Рисунок 3 – Принципиальная схема механической цепи с 

непланарной связью (k5) 

Определение приведенной жесткости обобщенной 

пружины [6], на основе использования которой могут быть 

построены передаточные функции системы, определяю-

щие связи между внешними воздействиями и соответст-

вующими координатами y1 и y3, производятся на основе 

соответствующих сверток типовых элементов. Последнее 

встречает затруднения из-за непланарности. Однако эта 

трудность может быть устранена на основе приемов, изло-

женных в работах [7, 8]. 

Исключение промежуточных координат. Рас-

смотрим каждый парциальный блок структурной схемы 

на рисунке 2 по отдельности. Тогда 
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В свою очередь, получим 
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Выражения (9), (10) составляют основу, которую 

можно использовать для построения двух расчетных 

схем, как показано на рисунке 4. 

 

Рисунок 4 – Расчетная схема системы для определения 

параметров структурной схемы на рисунке 2 

Оценка динамических свойств. Отметим, что вве-

дение дополнительной связи проявилось в том, что в 

парциальных блоках появились особенности – пружины 

с жесткостью k5; одновременно в перекрестных связях 

также добавился член k5. Расчетная схема для этого 

случая с использованием дуальных элементов по анало-

гии с [2] представлена на рисунке 5. 

При использовании метода исключения промежуточной 

координаты y2, которая находится в зоне непланарных 

связей, динамическое взаимодействие между двумя парци-

альными подсистемами осуществляется с помощью упру-

гого элемента k5 и элемента с передаточной функцией 

 2 3

2
2 2 3

( ) ,
k k

W p k
m p k k

 
 

 (11) 

порядок определения которой изложен в работе [3]. 

 

Рисунок 5 – Расчетная схема системы с дополнительной связью k5 с использованием дуальных элементов 
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Динамическая развязка соединения между массами m1 

и m3 через цепь k2, k3m2p2 учитывается двумя обоб-

щенными пружинами. Важным для дальнейших иссле-

дований является то, что динамические усилия в непла-

нарной связке разносятся по парциальным системам, а 

перекрестная связь определяется элементами с переда-

точными функциями k5 и k'. Передаточные функции 

по координатам y1, y3 и внешние воздействия z и z3 

(или Q1 и Q3) определяются на основе известных под-

ходов. Структурная схема исходной системы с допол-

нительной связью k5, представленная на рисунке 1, 

может быть такой, как показано на рисунке 6. 

 

Рисунок 6 – Структурная схема исходной системы с допол-

нительной связью k5 с развязкой непланарности 

Метод исключения переменной дает возможность не 

только упростить систему с непланарной связью, но и оп-

ределиться с динамическими воздействиями, которые 

формируются тем или иным элементом системы. При ис-

ключении непланарных связей, в случае приложения си-

лового фактора в зоне непланарности, необходимо осуще-

ствить эквивалентный перенос силы в другие точки или 

прибегнуть к соответствующим преобразованиям. 

Упрощение системы путем исключения коорди-

нат. Будем полагать, что k5 = 0, то есть система не име-

ет непланарных связей. Если в системе на рисунке 7 

исключается координата y1, то, используя систему 

уравнений (1)–(3) при k5 = 0 и z1 = 0, найдем: 
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Введем a1 и b1 в уравнения (1) и (3) и получим 

2 2
1 1 2 1 2 1 1 2 1 3 2 2( ) ( ) 0,m p k k a y m p k k b y y k        (14) 

 2
3 3 3 4 3 2 4 3( ) .y m p k k k y k z     (15) 

В таблице 2 приведены коэффициенты уравнений 

(14), (15). 

В свою очередь, исключение переменной y2 позволяет 

определиться с передаточными функциями, в которых 

используются координаты y1 и y3. Однако для получения 

необходимых связей с координатой y2 необходимо пре-

образование исходной расчетной схемы, как это показано 

на рисунке 7. 

Таблица 2 – Значения коэффициентов уравнений (14), (15) 

a11 a12 

(m1p
2 + k1 + k2)a1 – k2 –(m1p

2 + k1 + k2)b1 

a21 a22 

–k3 т3p
2 + k3 + k4 

Q1 Q2 

0 k4z3 

 

Рисунок 7 – Расчетная схема системы с симметричной 

загрузкой по координатам y1 и y3 

Система уравнений для расчетной схемы на рисунке 7 

также имеет вид (1)–(3), откуда 
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,
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Соответственно из (3) следует, что 
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Преобразуем (2) к виду 

 2
2 2 2 3 2 2 3 2 2 1 3 3( ) .y m p k k k b y k b y k a z k a z          (22) 

Расчетная схема в рамках теории механических цепей 

может быть представлена, как показано на рисунке 8. 

Раскроем передаточную функцию обобщенной пружи-

ны (в данном случае ее приведенную жесткость): 
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Рисунок 8 – Упрощенная схема системы, представленной 

на рисунке 7 

Соответственно 
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Таким образом, можно исходную систему рассмат-

ривать в виде системы с одной степенью свободы, как 

показано на рисунке 9, где кроме структуры с дуальны- 
  

ми элементами (см. рисунок 9, а) показана и эквива-

лентная в динамическом отношении структурная схема 

системы автоматического управления (САУ). 

Заключение. Таким образом, передаточные функ-

ции механической системы и их структурные аналоги 

могут быть построены на основе использования упро-

щенных моделей систем. Последнее предполагает ис-

ключение промежуточных координат, что дает возмож-

ность более четких представлений об особенностях ди-

намических взаимодействий между отдельными эле-

ментами системы. Предлагаемый подход может исполь-

зоваться для решения задач, связанных с непланарно-

стями. В физическом смысле непланарность проявляет-

ся через введение связей между координатами с нали-

чием между ними еще одной или нескольких промежу-

точных координат. Особенно характерными являются 

непланарности в системах смешанного (или комбини-

рованного) типа, когда элементы системы, относящиеся 

к материальным точкам, взаимодействуют с элементами 

в виде твердого тела, совершающего плоское или про-

странственное движение. 

 

Рисунок 9 – Принципиальные схемы для механической системы на рисунке 7: 
а – структурная схема с дуальными элементами; б – структурная схема эквивалентной САУ 
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