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УПРУГИЕ ЭЛЕМЕНТЫ С ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ ЖЕСТКОСТЬЮ. 

ВОЗМОЖНОСТИ ФИЗИЧЕСКОЙ РЕАЛИЗАЦИИ 
 
Рассмотрена возможность введения в виброзащитные системы упругих элементов с отрицательной жестко-

стью. Представлены дифференциальные уравнения движения таких систем, описаны эффекты, возникающие при 

этом. Положительным моментом в предлагаемом подходе является потенциальная возможность иных представле-

ний о свойствах известных решений при учете того обстоятельства, что при определенных условиях физической 

реализации у элементарных типовых звеньев могут быть отрицательные значения передаточных функций, но при 

этом они будут выполнять необходимые функции в составе виброзащитных систем. 

 
ри разработке виброзащитных систем на 

основе структурных подходов предполага-

ется, что исходной расчетной схеме в виде некоторой 

механической колебательной системы сопоставляется 

по определенным правилам эквивалентная в динами-

ческом отношении система автоматического управ-

ления (САУ). Дальнейшие исследования структурно-

го аналога связаны с использованием передаточных 

функций, отражающих особенности как исходных 

расчетных схем, так и внешних воздействий [1]. При 

всей общности двух подходов, заключающейся в том, 

что в их основе лежат представления об использова-

нии набора типовых элементарных звеньев, сущест-

вуют и различия, которые, в частности, связаны с 

формированием цепи дополнительной обратной свя-

зи [2]. Такая связь в рамках структурной теории виб-

розащитных систем (ВЗС) формируется как дополни-

тельная цепь, вводимая параллельно упругому звену 

базовой модели. В этом случае предопределяется фи-

зическая природа дополнительной цепи как некото-

рой обобщенной пружины, а также специфика соеди-

нения звеньев в самой цепи по правилам последова-

тельного и параллельного соединений пружин, что не 

вызывает никаких противоречий с правилами комму-

тации в теории автоматического управления. Необхо-

димо при этом отметить и то обстоятельство, что на-

бор типовых элементарных звеньев в обоих случаях 

является разным. 

Большинство типовых звеньев в САУ могут 

быть получены путем соединений элементарных 

звеньев ВЗС, тогда как в ВЗС элементарные звенья 

представляют собой набор элементов, которые не 

являются составными [3]. Развитие теории и прак-

тики виброзащиты связано с усложнением расчет-

ных схем и дополнительных обратных связей [4], 

что находит свое отражение в структурах переда-

точных функций, которые часто принимают фор-

му дробно-рациональных выражений высокого 

порядка. Необходим и учет особенностей, вноси-

мых знаками коэффициентов. В теории автомати- 
  

ческого управления этот вопрос связан с тем, что 

типовые звенья САУ разделяются на устойчивые и 

неустойчивые [5], тогда как этот вопрос в струк-

турной теории ВЗС трактуется несколько иначе. 

Пружины с отрицательной жесткостью рассматри-

вались, в частности, в работе [6], в которой дела-

лись попытки их конструктивной реализации, по-

казана возможность иметь у элементов расширен-

ного типового набора отрицательные значения 

параметров, так же, как и у звеньев САУ. 

Рассмотрим виброзащитную систему (ВЗС), со-

стоящую из объекта защиты (рисунок 1) массой 

m0, базового упругого элемента с жесткостью k0 

и упругого элемента в виде двухзвенного меха-

низма, вращающегося вокруг вертикальной оси и 

имеющего две дополнительные массы m1. Такой 

механизм используется в устройствах регулирова-

ния скорости в турбинах, двигателях внутреннего 

сгорания и др. Жесткость вращающегося двух-

звенника обозначим через k1; упругие свойства 

такой дополнительной связи формируются цен-

тробежными силами инерции при вращении эле-

ментов с массами m1 при постоянной скорости 

вращения ω0. Звенья рычагов приняты одинако-

выми и равными l. Будем полагать, что внешнее 

воздействие носит кинематический характер – ос-

нование колеблется по известному закону (движе-

ние принимается гармоническим). 

Колебания в системе на рисунке 1 происходят при 

смещении основания z = z0 sin ωt, т. е. основание виб-

рирует. Двухзвенник с двумя шарами m1 вращается с 

постоянной угловой скоростью ω0. Объект массой m0 

движется относительно неподвижной системы коор-

динат и характеризуется координатой y. Шары массой 

m1 участвуют в сложном движении, определяемом 

участием во вращении вокруг вертикальной оси AB с 

угловой скоростью ω = const; вектор линейной скоро-

сти шаров перпендикулярен плоскости рисунка и его 
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можно обозначить как 

 v1 = ω0 АЕ1 · sin α. (1) 

 

Рисунок 1 – Расчетная схема механической колебательной 

системы с упругим элементом k0 и пружиной с отрицательной 

жесткостью k1 в виде вращающегося двухзвенника 

При этом будем полагать, что α = α0 + Δα, где 

α0 – угол, характеризующий стационарное поло-

жение, относительно которого происходят малые 

колебания Δα. В свою очередь, Δα связано с от-

носительным смещением объекта m0 относитель-

но основания (y – z). 

Введем в рассмотрение вспомогательную схему 

(рисунок 2), на которой показано взаимное распо-

ложение точек A, B и E1, участвующих в движе-

нии. 

 

Рисунок 2 – Схема для определения смещений и скоростей 

движения m1 

Полагая Δα малым, можно записать, что 

 y – z = 2l · Δα · sin α0, (2) 

откуда 

 
02 sin

y z

l


 

 
. (3) 

Аналогичный результат можно получить и дру-

гим способом: 

 y – z = 2l · cos α0 – 2l · cos(α0 + Δα), (4) 

откуда видим, что (4) совпадает с (3). 

Скорость точек E1 и E2 в абсолютном движе-

нии найдем по теории сложения скоростей. Один 

из видов плоского движения шаров – это движе-

ние в плоскости, состоящее из переносного дви-

жения со скоростью перv y z   и относительного 

движения в форме вращения точки E1 (и E2) от-

носительно точки B – отнv , тогда 

 2 пер отнv v v  . (5) 

Скорость точек E1 и E2 во вращении вокруг 

оси AB имеет вид 
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Скорость m1 в абсолютном движении 

 абс 1 2v v v  . (7) 

Что касается отнv , то скорость может быть найде-

на из выражения 

 отнv l  , (8) 

тогда 

2 2 2
2 0( ) ( ) 2( ) cos( ).v y z l y z l          (9) 

В свою очередь, используя (5), получим 

 2 2 2
абс 1 2v v v  . (10) 

Знание абсv  необходимо для определения кине-

тической энергии шаров m1. Кинетическая энер-

гия системы 
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Приведем выражение (12) к виду 
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Найдем необходимые соотношения 
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Потенциальная энергия системы имеет две 

части, одна из которых связана с деформацией 

упругого элемента k0, вторая определяется сила-

ми тяжести (П = ПI + ПII) 

2
I 0

1
( ) .

2
П k y z   

Будем полагать, что система колеблется отно-

сительно своего положения равновесия, поэтому 

компоненту обобщенной силы от действия сил 

тяжести можно в первом приближении не учиты-

вать, хотя силы инерции шаров при вращении из-

меняют положение равновесия. 

Потенциальная энергия сил тяжести 
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Система дифференциальных уравнений движе-

ния системы в координатной системе у имеет вид 
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Обозначив в правой части выражения (17) по-

стоянные члены в виде 
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(18)
 

можно перейти к рассмотрению условия A = 0, или 

ввести систему координат y = y' + A. Тогда система 

дифференциальных уравнений (17) может быть 

приведена к виду 
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Передаточная функция в такой системе имеет вид 
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(20)

 

Из анализа передаточной функции (20) следует, 

что введённый параллельно упругому элементу 

базовой модели k0 механизм, состоящий из вра-

щающихся масс, является пружиной с отрица-

тельной жесткостью kng: 
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 (21) 

Наличие пружины с отрицательной жесткостью 

позволяет создать режимы с квазинулевой жестко-

стью, выбирая в качестве настроечных параметров 

m1, ω0 и α0 независимо от частоты внешнего 

воздействия ω. 

Приведенная жесткость виброзащитной систе-

мы в целом 
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На рисунке 3 приведена зависимость приведен-

ной жесткости виброзащитной системы от угловой 

скорости Kпр(ω0). 

Отметим, что в такой виброзащитной системе 

возможна реализация режима динамического га-

шения на частоте 
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где 
2

0 0
2

00

4sin 1 cos
2

sin2sin

  
  


 – безразмерный 

коэффициент. 

Если последовательно развивать исходные по-

ложения структурной теории ВЗС, то надо согла-

ситься (а это было показано в работах [3] и др.), 

что элементарное звено ВЗС с соответствующей 

достаточно простой передаточной функцией в 

физической своей реализации может оказаться 

далеко не простым. В данном случае пружина с 

отрицательной жесткостью реализуется через ме-

ханизм регулятора вращения. Однако такой факт 

не должен вызывать удивления, поскольку эле-

ментарное звено ВЗС с передаточной функцией 

W(p) = ap, т. е. дифференцирующее звено первого 

порядка (или демпфер вязкого трения) также 

представляет собой гидравлический механизм, 

состоящий из поршня, цилиндра и еще одного 

звена – рабочей жидкости, т. е. звена нового типа, 

обладающего особыми распределенными, а не 

сосредоточенными свойствами. 

(17) 
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Рисунок 3 – График зависимости приведенной жесткости виброзащитной системы от угловой скорости Kпр(ω0) 

Возвращаясь к анализу свойств ВЗС, имеющей 

в своем составе упругий элемент с отрицательной 

жесткостью, отметим, что наличие массы у эле-

ментов привносит в ВЗС дополнительные свойст-

ва. При кинематическом возмущении в системе с 

одной степенью свободы возникает режим дина-

мического гашения, также возможно приближение 

к режиму квазинулевой жесткости. Необходимо 

отметить, что при выводе уравнений движения 

был сделан ряд упрощений. На самом деле возни-

кающие процессы имеют более сложную природу. 

Поэтому техническая реализация предлагаемых 

подходов может потребовать определенных уси-

лий. Положительным моментом в предлагаемом 

подходе является потенциальная возможность 

иных представлений о свойствах известных реше-

ний при учете того обстоятельства, что при опре-

деленных условиях физической реализации у эле-

ментарных типовых звеньев могут появляться от- 
  

рицательные значения передаточных функций, но 

при этом они будут выполнять необходимые 

функции в составе ВЗС. 
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Introduction possibility in vibroprotective systems of elastic elements with negative rigidity is considered. The differen-
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