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ИЗГИБ ТРЕХСЛОЙНОЙ БАЛКИ, ЧАСТИЧНО ОПЕРТОЙ НА УПРУГОЕ ОСНОВАНИЕ 
 
Рассмотрен изгиб упругой трехслойной балки, частично опертой на упругое основание Винклера. Для описания кинемати-

ки несимметричного по толщине пакета балки приняты гипотезы ломаной нормали. Получена система уравнений равновесия и 

ее общее аналитическое решение в перемещениях. Проведен численный анализ решения. 

 
лоистые, в том числе трехслойные, эле-

менты конструкций широко используются 

в промышленном и гражданском строительстве, 

транспортном машиностроении, при строительст-

ве и восстановлении искусственных сооружений 

на железных и автомобильных дорогах. В связи с 

этим актуальной является проблема их расчета 

при различных внешних воздействиях и условиях 

опирания. 

Трехслойные конструкции состоят из двух от-

носительно тонких внешних слоев (называемых 

несущими) из высокопрочных материалов, свя-

занных слоем заполнителя, толщина которого зна-

чительно больше, а прочностные характеристики 

и плотность, как правило, значительно ниже. По-

этому при использовании соответствующих мате-

риалов несущих слоев и заполнителя эти конст-

рукции обладают хорошими вибропоглощающими 

характеристиками, имеют необходимые звуко- и 

теплоизоляционные свойства, требуемую свето- и 

радиопрозрачность и могут быть классифициро-

ваны как металлические, пластмассовые и комби-

нированные, а по степени заполнения – сплошные 

и дискретные. 

Практическое применение трехслойной конст-

рукции определяется структурой ее сечения, что 

позволяет разделять их на симметричные и не-

симметричные. Если несущие слои имеют одина-

ковую толщину и изготовлены из одинаковых ма-

териалов, то конструкцию считают симметричной. 

У несимметричных конструкций несущие слои 

имеют неодинаковую толщину, изготовлены из 

разных материалов, т. е. асимметрия может быть 

геометрической и физической. Применение не-

симметричных по структуре трехслойных конст-

рукций связано не только с требованиями получе-

ния конструкции минимальной массы, но и с 

функциональными свойствами, например, по 

обеспечению минимальной теплопроводности, 

радиопрозрачности и др. 

Таким образом, исходя из массы несущего 

слоя и заполнителя конструкции подразделяются 

на трехслойные с сотовым заполнителем, из ком-

позиционных материалов на основе борволокна и 

алюминиевой матрицы, эпоксидного графитопла-

стика, бериллиевых и алюминиевых сплавов. По 

экономической эффективности тонкостенные кон-

струкции располагаются в такой последователь-

ности: трехслойные конструкции с несущими 

слоями и заполнителем из алюминиевых сплавов 

и стеклопластиков, подкрепленные конструкции 

из эпоксидного боропластика и углепластика, из 

композиционных материалов на основе борволо-

кон и алюминиевой матрицы [1]. 

На практике часто используются подкреплен-

ные тонкостенные конструкции из композитных 

материалов. Перспективная конструктивная схема 

подкрепленной конструкции представляет собой 

систему из совместно отформованных и связан-

ных без использования дополнительных механи-

ческих элементов (заклепок, винтов и т. д.) листов 

обшивки и тонкостенных профилей. Применение 

такой конструктивной схемы позволяет получать 

заметный выигрыш в массе (порядка 20 % при 

замене алюминиевых сплавов на углепластик) при 

сохранении традиционных методов проектирова-

ния и сборки. 

Если элементы подкрепляющего набора оди-

наковы и часто расположены, их можно прибли-

женно заменить системой условных сплошных 

слоев (рисунок 1). Подкрепленная конструкция 

приводится к условной гладкой. Если же элемен-

ты набора неодинаковы или расположены редко, 

необходимо решать задачу о сопряжении отдель-

ных ребер между собой и с обшивкой [2]. 

 

Рисунок 1 – Замена подкрепленной системы (а) условной 

слоистой системой (б) 

В строительстве и восстановлении мостов при 

установке пролетных строений используется спо-

соб их надвижки или накатки. Пролетное строение 

частично опирается на одну из опор и с помощью 

домкратов надвигается в заданный пролет до его 

полной установки на расчетные отметки. Расчет-

ная схема такой конструкции может быть пред-

ставлена в виде неоднородной балки, лежащей 
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полностью, а затем частично на упругом основа-

нии. По мере надвижки пролетного строения дли-

на участка опирания балки уменьшается. 

Статическое деформирование трехслойных 

элементов конструкций исследовано в работах 

[3–6]. Изгиб трехслойной балки, полностью опер-

той на упругое основание, рассмотрен в работах 

[7, 8]. Здесь исследован изгиб подобной балки, 

частично опертой на упругое основание. 

Для постановки и решения краевых задач ис-

пользован вариационный метод Лагранжа и аппа-

рат обобщенных функций. Решение соответст-

вующей системы дифференциальных уравнений с 

разрывными коэффициентами проведено методом 

«сшивания» решений, полученных в областях их 

непрерывности. 

Постановка задачи. Рассматривается несим-

метричная по толщине упругая трехслойная балка 

с жестким заполнителем (рисунок 2). 

 

Рисунок 2 – Расчетная схема трехслойной балки, 

частично опертой на упругое основание 

Система координат x, у, z связывается со сре-

динной плоскостью заполнителя. Для описания 

кинематики пакета используется гипотеза «лома-

ной» нормали: в тонких несущих слоях 1, 2 спра-

ведливы гипотезы Кирхгофа, в несжимаемом по 

толщине сравнительно толстом заполнителе 3 

нормаль остается прямолинейной, не изменяет 

своей длины, но поворачивается на некоторый до-

полнительный угол ψ(x). Деформации считаются 

малыми. На внешний слой 1 балки действует рас-

пределенная поперечная нагрузка постоянной ин-

тенсивности q. Частично балка опирается на упру-

гое основание Винклера, в результате на нижний 

слой действует реакция 

 qr = –κwH(x0 – x), (1) 

где κ – коэффициент жесткости упругого основа-

ния; w(x) – прогиб балки; H0(x) – функция нулево-

го порядка из семейства функций Хевисайда 
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Так как материалы всех слоев несжимаемы в 

поперечном направлении, то прогиб во всех точ-

ках поперечного сечения балки одинаков. На тор-

цах предполагается наличие жестких диафрагм, 

препятствующих относительному сдвигу слоев, но 

не мешающих деформированию из своей плоско-

сти. Через u(x) обозначено продольное перемеще-

ние срединной плоскости заполнителя, hk – тол-

щина k-го слоя (k = 1, 2, 3), при этом толщина за-

полнителя h3 = 2c. 

Введенные геометрические гипотезы позволя-

ют выразить продольные перемещения в слоях u(k) 

через три искомые функции u(x), ψ(x) и w(x): 

u(1) = u + cψ – zw,x (c ≤ z ≤ c + h1), 

u(3) = u + zψ – zw,x (–c ≤ z ≤ c), 

u(2) = u – cψ – zw,x (–c – h2 ≤ z ≤ –c), (2) 

где запятая в нижнем индексе обозначает опера-

цию дифференцирования по следующей за ней 

координате; z – координата рассматриваемого во-

локна. 

Компоненты тензора деформаций в слоях )(k
ij  

(i, j = x, z) следуют из соотношений Коши и пере-

мещений (2). В слоях балки вводятся внутренние 

силы и моменты: 
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xz  – компоненты тензора напряжений; b0 

– ширина поперечного сечения балки. 

Уравнения равновесия трехслойной балки в 

усилиях (3) и силовые граничные условия следуют 

из принципа возможных перемещений Лагранжа: 

 δA = δW, (4) 

где δA и δW – вариации работ внешних сил и 

внутренних напряжений; 
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Уравнение (4) должно выполняться при любых 

значениях δи, δψ и δw. Этого можно добиться, 

только приравняв нулю коэффициенты при ука-

занных вариациях. В результате получаем систему 

обыкновенных дифференциальных уравнений 

равновесия частично опертой трехслойной балки в 

усилиях: 
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При этом должны выполняться следующие си-

ловые граничные условия: 

 х = 0: N = N0, M = M0, M,x = Q0, H = 0,  

 х = l: N = Nl, M = Ml, M,x = Ql, H = 0. (6) 

Применяя соотношения (2), (3), выразим внутрен-

ние усилия и моменты через искомые функции 

u(x), ψ(x), w(x). Подставив в уравнения системы 

(5) внутренние усилия и моменты (3), выраженные 

через искомые перемещения последними соотно-

шениями, получим систему уравнений равновесия 

рассматриваемой трехслойной балки в перемеще-

ниях: 

,0,,, 761  xxxxxxx waaua  

,0,,, 5326  awaaua xxxxxxx  

 ,)(,,, 0437 qxxwHwaaua xxxxxxxxxx   (7) 

где коэффициенты ai выражаются через толщины 

и модули упругости материалов слоев. 

Аналогичную процедуру можно проделать и с 

граничными условиями (6). 

Система обыкновенных дифференциальных 

уравнений (7) имеет разрывный коэффициент, 

обусловленный наличием функции Хевисайда в 

реакции основания (1). 

Решение краевой задачи. В соответствии с 

предлагаемой процедурой решения рассмотрим 

систему уравнений (7) в двух зонах: I – область 

опирания на упругое основание (x < x0), II – об-

ласть без основания (x > x0). 

В первой из них функция Хевисайда обраща-

ется в единицу. Искомые перемещения в этой об-

ласти пометим индексом «1» внизу. Система (7) 

здесь принимает вид 

,,,, 171611 pwaaua xxxxxxx   

,0,,, 15131216  awaaua xxxxxxx  

 .,,, 1141317 qwwaaua xxxxxxxxxx   (8) 

Продифференцируем два раза первое уравне-

ние в (8) и подставим в него ψ,xxx из второго урав-

нения. После приведения имеем неоднородное 

линейное дифференциальное уравнение шестого 

порядка с постоянными коэффициентами относи-

тельно прогиба: 

 ),(,,, 1716111 xfwwww xxxxxxxxxxxx   (9) 

где f (x) = α2q + α5q,xx + α3p,x + α4p,xxx , коэффициен-

ты αi выражены через ai и κ. 

Решение уравнения (9) можно представить в 

виде суммы общего решения соответствующего 

однородного уравнения w0(x) и частного решения 

неоднородного уравнения wp(x). Для нахождения 

w0(x) выпишем характеристическое уравнение, 

соответствующее однородному уравнению (9): 

 λ6 + α1λ4 + α2λ2 + α3 = 0. (10) 

Это бикубическое уравнение с действитель-

ными коэффициентами. Пусть λ2 = ξ, тогда (10) 

примет вид 

 ξ3 + α1ξ2 + α2ξ + α3 = 0. (11) 

Дискриминант уравнения (11) 
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Определить аналитически знак дискриминанта 

в общем случае не представляется возможным. 

Поэтому в рамках принятой модели проведем чис-

ленный анализ (12) для реальных геометрических 

и механических параметров материалов слоев в 

зависимости от жесткости упругого основания. 

Если принять в качестве материала несущих слоев 

сплав Д16Т, заполнитель – политетрафторэтилен 

(ПТФЭ), толщины несущих слоев h1 = h2 = 0,02, 

заполнителя – h3 = 2c = 0,2, то получим, что дис-

криминант (12) равен нулю при значениях κ1 = 31, 

κ2 = 640 (МПа/м). Соответствующий график пока-

зан на рисунке 3. 

 

Рисунок 3 – Изменение дискриминанта D 

в зависимости от жесткости основания κ 

Следовательно, в областях I и III дискриминант 

отрицателен, поэтому уравнение (10) имеет два 

комплексно-сопряженных и один действительный 

корень. Если значение дискриминанта находится в 

области II, то все три корня действительные. 

Необходимо отметить, что границы областей 

зависят от материалов и геометрических парамет-

ров слоев балки, однако наибольшее влияние на 

них оказывает жесткость упругого основания. По-

этому выделим три типа оснований в зависимости 

от значения их жесткости: 

0 < κ < κ1 – легкие основания; 

κ1 < κ < κ2 – основания средней жесткости; 

κ > κ2 – основания высокой жесткости. 

Вид аналитических решений задач о деформи-

ровании рассматриваемой трехслойной балки в 

указанных областях будет различаться, поэтому в 

дальнейшем примем основание средней жестко-



 96 

сти. В этом случае решение уравнения (9) будет 

следующим [5, 6]: 


 xxxx

eCeCeCeCxw 3311
413121111 )(  

 ,55
6151




 q
eCeC

xx
 (13) 

где C11, ..., C61 – константы интегрирования. 

Относительный сдвиг в заполнителе и про-

дольное перемещение выразим через прогиб из 

оставшихся уравнений системы (8): 

,, 71312111 Cqdxbdxwbwb xxx    

 ,, 918116151 CxCwbbu x   (14) 

где C71, C81, C91 – константы интегрирования; 

причем C71 = 0 при постоянной поверхностной на-

грузке; коэффициенты bi выражены через ai и κ. 

В результате, используя решения (13), (14), по-

лучаем остальные искомые перемещения: 
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где 
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,1611521  baba  ,3612522  baba  
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Теперь рассмотрим систему уравнений (7) в 

области II – без опирания на основание. Здесь 

функция Хевисайда равна нулю (x ≥ x0), реакция 

основания отсутствует. Искомые перемещения в 

этой области пометим индексом «2» внизу. Систе-

ма (7) преобразуется к виду: 

,0,,, 272621  xxxxxxx waaua  

,0,,, 25232226  awaaua xxxxxxx  

 .,,, 242327 qwaaua xxxxxxxxxx   (16) 

Аналитическое решение системы (16) совпа-

дает по виду с решением, приведенным в [2] для 

трехслойной балки, не опертой на упругое осно-

вание. В нашем случае 
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  (17) 

где C12, ..., C82 – константы интегрирования, 
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Объединяя (15), (17), получим искомое реше-

ние краевой задачи: 

),())()(()()( 0121 xxHxxxx   

),())()(()()( 0121 xxHxuxuxuxu   

 ).())()(()()( 0121 xxHxwxwxwxw   (18) 

Константы интегрирования C11, ..., C91, C12, 

..., C82 определяются из 8 граничных условий на 

торцах балки и дополнительных 8 условий равен-

ства перемещений и их производных в точке нере-

гулярности x = x0 (C71 = 0). При этом предполага-

ется наличие на торцах балки жестких диафрагм, 

препятствующих относительному сдвигу слоев. В 

случае жесткой заделки торцов балки граничные 

условия следующие: 

 x = 0, l: u(1, 2) = ψ(1, 2) = w(1, 2) = w(1, 2),x = 0. (19) 

Для шарнирно опертой по обоим торцам балки 

должны выполняться условия: 

 x = 0, l : u(1, 2) = ψ(1, 2) = w(1, 2) = M(1, 2) = 0. (20) 

При численной реализации решений (18), (17), 

(15) интенсивность распределенной нагрузки и 

относительные толщины слоев в трехслойном па-

кете Д16Т-фторопласт-Д16Т принимались сле-

дующие: h1 = 0,02, h2 = 0,02, h3 = 0,09; q = 2 МПа. 

Модули упругости материалов слоев (МПа): 

G1 = G2 = 0,267 · 105; G3 = 90; K1 = K2 = 0,8 · 105; 

K3 = 4700; коэффициент жесткости упругого осно-

вания κ = 100 МПа/м. 
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На рисунке 4 показано изменение прогиба 

вдоль оси балки: 1 – κ = 0 (упругое основание от-

сутствует); 2 – опирание по всей нижней поверх-

ности балки; 3 – оперта левая половина нижнего 

слоя. С увеличением зоны опирания перемещения 

уменьшаются: полное опирание приводит к умень-

шению прогиба на 24 %, частичное – на 10 %. 

 

Рисунок 4 – Прогиб трехслойной балки 

На рисунке 5 приведен относительный сдвиг в 

заполнителе: 1 – κ = 0 (упругое основание отсут-

ствует); 2 – опирание по всей нижней поверхности 

балки; 3 – оперта левая половина нижнего слоя. 

Здесь изменение области опирания балки сказыва-

ется в меньшей степени, чем у прогибов. 

 

Рисунок 5 – Изменение сдвига вдоль оси балки 

Выводы. Приведенная методика и решение 

краевой задачи позволяют проводить анализ на-

пряженно-деформированного состояния при изги-

бе частично опертой трехслойной балки в зависи-

мости от прочностных и геометрических парамет-

ров слоев, жесткости упругого основания. 
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A. V. Yarovaya, A. A. Poddubny. The bending of three-layer beam partially supported on the elastic foun-

dation. 
We consider the deformation of an elastic three-layer beam partially supported on elastic foundation of Winkler. To describe the 

kinematics of asymmetric in thickness of package accepted hypothesis rod broken normal. A system of equilibrium equations and its 

general analytical solution in displacements. The numerical analysis of solutions. 


