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РАСШИРЕНИЕ ТЕОРЕМЫ О НАЛОЖЕНИИ СВЯЗЕЙ ДЛЯ СИСТЕМ 

С СОЧЛЕНЕНИЯМИ 
 
Рассматриваются общие вопросы построения математических моделей механических колебательных систем с сочленения-

ми. Предлагается расширение известной в теоретической механике теоремы о наложении связей. 

 

ряде работ [1–3], посвященных изучению 

особенностей динамического состояния 

механических колебательных систем с сочлене-

ниями звеньев, рассмотрены возможности исполь-

зования некоторых приемов для построения мате-

матических моделей. 

Предлагаемые приемы можно рассматривать 

как форму своеобразного доказательства возмож-

ности получения результатов на сопоставлении 

двух подходов. Первый заключается в том, чтобы 

получить математическую модель в специально 

выбранной системе обобщенных координат. Такая 

система содержит координаты относительного 

движения, которое в случае формирования сочле-

нения «удаляется», а соответствующая координа-

та относительного движения принимается равной 

нулю. В формализованном виде математическая 

модель системы с сочленениями может быть по-

лучена из матрицы коэффициентов дифференци-

альных уравнений исходной системы путем ис-

ключения соответствующих строки и столбца, для 

которых координата принимается равной нулю; 

исключается при этом и соответствующая обоб-

щенная сила. Перегруппировка обобщенных сил 

на соответствие обобщенным координатам проис-

ходит в процессе вывода уравнений и как отдель-

ная операция может не вводиться. 

Второй подход заключается в том, что расчет-

ная (или исходная) схема сразу приводится к ко-

нечному виду, содержащему все необходимые со-

членения с последующим выводом дифференци-

альных уравнений движения. Как показывает 

сравнение (что и следовало ожидать), оба подхода 

дают совпадающие результаты. Истоки подходов 

связаны с понятиями наложения связей, которые 

нашли отражение в ряде работ, в частности в 

[4, 5], в которых одновременно рассматривалось 

влияние процессов наложения или устранения свя-

зей, в том числе на частоты собственных колеба-

ний системы. 

Общие положения. Сочленения, которые реа-

лизуются через соединения между собой различ-

ных звеньев (в частности, звеньев в виде твердых 

тел, в том числе и неподвижное звено), можно 

рассматривать как наложение связей. Так, напри- 
  

мер, связь y2 – y1 → 0 (где y2 = y'2 + z2, а 

y1 = y'1 + z1), можно записать как линейное одно-

родное уравнение относительно координат систе-

мы. Если y2 – y1 = 0, и задача заключается в вы-

полнении этого условия при движении системы, 

то уравнение может принять вид 

 f (y1, y2) = 0. (1) 

Такая задача может рассматриваться при дви-

жении цепной механической цепи при увеличении 

жесткости k2 до ∞ между элементами с массами 

m1 и m2 (рисунок 1) [2]. 

 

Рисунок 1 – Расчетная схема виброзащитной системы 

цепного типа с возможностями сочленения звеньев с массами 

m1 и m2 

В общем случае можно полагать, что связь за-

дана уравнением 

 f (q1, q2, ..., qn) = 0, (2) 

где q1, q2, ..., qn – обобщенные координаты системы. 

Предполагается, что налагаемая связь не долж-

на приводить к смещению положения равновесия, 

в котором по предложению все qi = 0, то есть 

 f (0, 0, ..., 0) = 0, (3) 

что характерно для многих случаев виброзащит-

ной практики [9]. 

Разложим (3) по степеням координат yi, начи-

ная с членов первого порядка. Если ограничиться 
  

В 
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только этими членами разложения, то уравнение 

связи можно представить в виде 

 A11q1 + A12q2 + ... + A1nqn = 0, (4) 

где A11, A12, ..., A1n – постоянные числа. 

Произведем в (4) подстановку до наложения 

связей. Тогда получим 
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От такой подстановки собственные частоты не 

изменятся (по существу, одна система обобщен-

ных координат заменяется на другую). Кинетиче-

ская и потенциальная энергии в новых координа-

тах ),1(1 nir   примут вид 
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Отметим, что две квадратичные формы, из ко-

торых одна определенно положительна, одним 

линейным преобразованием могут быть приведе-

ны к каноническому виду. В частности, построив 

соответствующим образом линейные преобразо-

вания, можно получить 
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В конечном итоге, для системы в целом можно 

записать: 
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где одно выражение – кинетическая энергия – оп-

ределенно положительно и имеет вид 
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Координаты ξi, в которых кинетическая и по-

тенциальные энергии выражаются суммами квад-

ратов, называются нормальными координатами, 

что позволяет придавать уравнениям движения 

простые формы. 

Малые колебания системы с n степенями сво-

боды около положения устойчивого равновесия, 

определяемые изменениями обобщенных коорди-

нат, имеют вид 
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и представляют собой линейные наложения n 

главных гармонических колебаний. 

Введем выражение, которое отражает ряд под-

становок, в результате которых частотное уравне-

ние системы принимает вид 
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Предположим теперь, что на систему наклады-

вается связь (4), то есть формируется сочленение 

через процедуру устремления к нулю некоторой 

выбранной координаты относительного движения. 

В новых координатах ri такая связь имеет уравне-

ние 

 r1 = 0. (12) 

При этом, n – 1 корней p'k системы с сочлене-

нием располагаются между корнями pk частотно-

го уравнения исходной системы. 

 p1 ≤ p'1 ≤ p2 ≤ p'2 ≤ ... ≤ p'n–1 ≤ pn. (13) 

Таким образом, если на систему с n степенями 

свободы наложена линейная связь, то частоты по-

лученной системы с n – 1 степенями свободы рас-

полагаются между частотами первоначальной сис-

темы. То есть наложение связи не нарушает усло-

вий движения, в смысле их осуществимости и ус-

тойчивости, но приводит к сдвигам в спектре час-

тот собственных колебаний. Теорема может быть 

также расширена на случай нескольких сочлене-

ний (или связей). Если на систему с n степенями 

свободы наложены n линейных связей 

 0...)( 2211  nsnsss qAqAqAqA  (14) 
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где pk – частота заданной системы с n степенями 

свободы. 
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Связи (14) можно всегда представить уравне-

ниями 
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и налагать их на заданную систему не сразу все, а 

последовательно – одна за другой. Переход к ко-

ординатам, связанным с qi соотношением (5), не 

изменяет уравнений естественных связей [4]. По-

ложив r1 = 0, получим систему с n – 1 степенями 

свободы, собственные частоты )1(
kp  которых удов-

летворяют неравенству 

 ),,1(1
)1( hnkppp khk    (17) 

что можно преобразовать относительно координат 

Si, связанных с r1 (i = 2, 3, ..., n) уравнениями 
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Полагая S2 = 0, получим систему с n – 2 сте-

пенями свободы, частоты которой )2(
kp  будут 

удовлетворять неравенствам 

),2,1(1
)2()1(   nkppp kkk  

или на основании неравенства (12) 

 ).2,1(2
)2(   nkppp kkk  (19) 

Продолжая процедуры и вводя последователь-

но сочленения (связи), можно получить неравен-

ства (16), которые будут иметь место для частот 

системы после наложения на нее всех k связей 

(15). 

Отметим, что предлагаемые приемы составле-

ния математических моделей позволяют детализи-

ровать представления о технологии формирования 

различных классов математических моделей и 

возможностях операции инверсии моделей, вос-

становления исходных моделей при «разборке» 

сочленения. 

Заключение. Разные формы сочленений пред-

полагают наличие особенностей в приемах соеди-

нений с учетом сложности их конструктивного 

исполнения. Чаще всего движение элементов сис-

темы происходит в одной плоскости; обычно вы-

деляют два класса звеньев: неподвижные и по-

движные. В связи с этим одним из наиболее рас-

пространенных сочленений является шарнирное 

соединение в виде кинематической вращательной 

пары. В простейших вариантах звенья, соединяе-

мые шарниром, допускают вращательно-качате-

льные движения относительно друг друга. При 

этом сочленение из общего числа степеней свобо-

ды производит «исключение» одной степени сво-

боды в движениях. Увеличение количества сочле-

нений, соответствующих числу шарниров, обеспе-

чивает уменьшение общего числа степеней свобо-

ды (или числа независимых переменных). 

Кроме соединения подвижных звеньев между 

собой часто встречаются соединения твердых тел 

с неподвижными звеньями или с основанием (или 

условно неподвижной системой). Такое сочлене-

ние на рисунке 2 показано подштриховкой. 

 

Рисунок 2 – Расчетная схема ВЗС, имеющей сочленения: 

между подвижными звеньями, а также между подвижными 

и неподвижными звеньями (в точках A и B – сочленения в 

виде вращательных кинематических пар) 

Механические колебательные системы могут 

иметь сочленения различных типов, что обеспечи-

вает особенности структуры системы и так назы-

ваемой «метрики». Математическая модель систе-

мы может быть представлена в виде системы 

обыкновенных неоднородных дифференциальных 

уравнений второго порядка 

Ay = b, 

где A – матрица коэффициентов; y – вектор-

столбец переменных; b – вектор столбец внешних 

воздействий. 

В общем случае матрица A имеет порядок 

n×n и является симметричной: 
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Здесь aα,β ( nn ,1,,1  ) содержат перемен-

ные Лапласа p = jω ( 1j ). 

При построении математических моделей сис-

тем с сочленениями могут использоваться различ-

ные системы обобщенных координат, главным 

образом такие, в которых координаты отражают 

относительное движение. Сочленение может быть 

реализовано по отношению к элементу, совер-
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шающему «абсолютное» движение, то есть в не-

подвижной системе координат. Естественно при 

этом, что системы координат допускают взаимные 

преобразования. 

Введение сочленения означает исключение 

соответствующих столбцов и строк матрицы ко-

эффициентов, включая и «исключения» соответст-

вующей правой части уравнения [6]. 

Физический смысл операции заключается в 

том, что сочленение, представленное разностью 

соответствующих координат, исключается в физи-

ческом смысле; вместе с переменной исключаются 

одновременно и коэффициенты матрицы, опреде-

ляющие связи между убираемой парциальной сис-

темой и остальными. Правая часть уравнения, оп-

ределяемого строкой, также исключается, по-

скольку физически «исчезает» точка приложения 

сил. Внешнее воздействие в этом случае перерас-

пределяется соответствующим образом при выбо-

ре систем обобщенных координат, где необходимо 

соблюдать условия равенства виртуальных работ 

обобщенных сил в различных системах обобщен-

ных координат. 

В работах [1–3] рассматривается ряд конкрет-

ных примеров использования процедур построе-

ния математических моделей, а также примеры 

сочленений. Набор возможных сочленений может 

обеспечивать и более сложные формы взаимодей-

ствий, в том числе и на основе кинематических 

пар IV и III классов. Важно отметить, что возмож-

ности учета особенностей сочленения, в плане по-

строения математических моделей, могут быть 

распространены и на другие системы с голоном-

ными связями. 
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