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ФОРМА ВНЕШНЕГО ВОЗДЕЙСТВИЯ КАК ФАКТОР ВЛИЯНИЯ 

НА ПРИВЕДЕННУЮ ЖЕСТКОСТЬ СИСТЕМЫ 
 
Рассматривается способ изменения динамического состояния виброзащитных систем через введение дополнительных си-

ловых воздействий, которые находятся в определенных связях с известным внешним возмущением. Показано, что такой способ 

соответствует одной из форм автоматического управления состоянием по возмущению. 

 
ведение. В задачах уменьшения действия 

вибраций в определенных узлах машин и 

оборудования часто используются динамические 

гасители колебаний, представляющие собой до-

полнительно присоединяемые на упругом подвесе 

инерционные элементы [1, 2]. В этом направлении 

последние годы большое внимание уделяется ма-

ятниковым гасителям колебаний [3–5]. Вместе с 

тем, существуют и другие подходы, в рамках ко-

торых могут разрабатываться способы и средства 

изменения динамического состояния объекта за-

щиты. В частности, виброзащитная система, если 

она имеет несколько степеней свободы, может 

быть подвержена действию нескольких внешних 

факторов. Если частоты внешних возмущений 

совпадают, то одним из путей рационального про-

ектирования виброзащиты могло бы стать управ-

ление суммарными силовыми параметрами или 

групповыми свойствами, что предполагает введе-

ние дополнительных внешних сил с целью по-

строения некоторой системы сил, обладающих 

определенными свойствами [6]. 

Общие положения. Постановка задачи иссле-

дования. Рассмотрим виброзащитную систему с 

двумя степенями свободы, состоящую из объекта 

  

массой m1, динамического гасителя m2, упругих 

элементов k1, k2, k3 и двух внешних сил Q1 и Q2. 

Внешние гармонические силы связаны между со-

бой соотношением Q2 = αQ1, где α может изме-

няться в пределах –∞ < α < ∞, проходя через нуле-

вое значение. Запишем выражение для кинетиче-

ской и потенциальной энергий системы: 
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Получим систему дифференциальных уравне-

ний, которая может быть записана в виде 

 ,122121111 Qykykykym   (1) 

 .212232222 Qykykykym   (2) 

Структурная схема эквивалентной в динамиче-

ском отношении системы автоматического управ-

ления имеет вид, как показано на рисунке 1. 

 

 
 

Рисунок 1 – Структурная схема виброзащитной системы 

 
Запишем формулы для определения координат 

y1 и y2: 
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где a11, a12, a21, a22 определяются из (1), (2) и пред-

ставлены в таблице 1. 

В 
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Таблица 1 – Коэффициенты уравнений движения 

в системе координат y1, y2 

a11 a12 

m1p
2 + k1 + k2 –k2 

a21 a22 

–k2 m2p
2 + k2 + k3 

Q1 Q2 

Q0 Q0α 

Примечание – Q1 и Q2 – обобщенные силы, приложенные 

соответственно к элементам системы с массами m1 и m2. 

 

Передаточная функция по координате y1 име-

ет вид 
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где p = jω – переменная Лапласа [7]. 

Режим динамического гашения по координате 

y1 можно найти из числителя (3): 
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Найдем критическое значение, при котором 

ω2
дин = 0: 
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То есть при значении αкр режим динамического 

гашения не реализуется. Если α > αкр, то режим 

динамического гашения возможен: при α = αкр 

имеем ω2
дин = 0; при α > αкр – числитель (3) име-

ет отрицательное значение. 

Найдем приведенную жесткость системы по 

координате y1: 
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Если α = αкр, то приведенная жесткость kпр 

будет → ∞. Физически это означает, что точка y1 

при действии силы Q1 не смещается (происходит 

уравновешивание сил Q1 и Q2), но относительно 

этого положения возможны колебания. Однако 

амплитудно-частотная характеристика (АЧХ) бу-

дет иметь специфичный вид, поскольку переда-

точная функция (5) изменится 
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АЧХ системы в этом случае начинается с 0, а 

на высоких частотах – также стремится к 0. Если 

kпр будет меньше нуля, то передаточная функция 

системы примет вид 
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где b – некоторая величина, b < αкр. Отрицатель-

ный знак приведенной жесткости kпр1
 не означает 

потери устойчивости, также как бесконечно большое 

ее значение при α = αкр. В данном случае происхо-

дит перераспределение направлений движения по 

координатам, точнее, их смещения под действием 

сил и формирования нового положения равновесия, 

относительно которого происходят колебания, вы-

званные периодическими силами Q1, Q2. 

Аналогичным образом может быть рассмотре-

но и движение по координате y2, для которой по 

формуле Крамера [7] 
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откуда передаточная функция системы при входе 

Q1 и выходе y2 имеет вид 

 

.
)1(

)(
)(

2
122211

12
2

1

2
122211

21
2

12

1

2
2

aaa

kkpm

aaa

kkpmk

Q

y
pW












 (12) 

Частота динамического гашения по коорди-

нате y2 
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Критическое значение α для данного случая 

составляет 
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Приведенная жесткость по координате y2 име-

ет вид 
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Из выражения (12) следует, что частоты собст-

венных колебаний системы не зависят от параметра 

α. Однако величина частоты динамического гаше-

ния колебаний зависит от α. При α = αкр частота 

динамического гашения будет равна нулю, при 

изменениях а в пределах –∞ < α < ∞ график из-

менения ω2
дин показан на рисунке 2. 
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Рисунок 2 – График зависимости частоты динамического га-

шения (ω2
дин) от величины α 

Отметим, что частота динамического гашения 

изменяется в соответствии со значением α и мо-

жет находиться в пределах трёх зон: вторая зона 

соответствует отрицательным значениям квадрата 

частоты, что не представляет физического интере-

са; первая и третья зоны дают положительные зна-

чения частот, форм амплитудно-частотных харак-

теристик A(ω), как показано на рисунке 3. 

При частоте внешних воздействий, соответст-

вующих P = 0, начальное значение A(ω), то есть 

коэффициент передачи амплитуды колебаний бу-

дет зависеть от α, а само значение A(ω) = |W(p)| 

определяется выражением (20). 

Наличие взаимной связи между силами воз-

мущения и управляющей силой, фаза которой мо-

жет быть настраиваемой, создают эффекты изме-

нения приведенной жесткости системы или приве-

денной массы. Такой способ настройки системы 

для защиты объекта соответствует в рамках струк-

турной теории виброзащитных систем [1] способу 

управления по возмущающей силе. В этом случае 

настроечный параметр затрагивает только числи-

тель передаточной функции и не влияет на вели-

чину частот собственных колебаний. 

Таким образом, в системе с двумя степенями 

свободы при определении частоты динамического 

гашения и формировании амплитудно-частотных 

характеристик появляется настроечный параметр 

α, который может изменяться в достаточно боль-

ших пределах. 

Приведенная жесткость при наличии системы 

внешних сил дает представление о смещении по 

координате в предположении, что в этой точке 

приложена обобщенная сила. Такая сила заменяет 

собой действие исходной системы возмущения, но 

при такой силе имеется соответствующий коэф-

фициент, который учитывает характер распреде-

ления сил. Если kпр → ∞, а податливость в дан-

ной точке стремится к 0, то это свидетельствует о 

формировании положения равновесия, относи-

тельно которого могут формироваться колебания 

объекта рассмотрения. Знак (–) или (+) в значении 

kпр1 характеризует движение в том или ином на-

правлении от состояния равновесия. 

а) 

 

б)  

 

 

Рисунок 3 – Семейство амплитудно-частотных характеристик 

системы при различных значениях α: а – кривая I – АЧХ системы 

в общем виде с режимом динамического гашения между двумя 

резонансами (точка 3); кривая II соответствует зависимости ω2
дин от 

параметра α; б – АЧХ соответствует случаю, характеризуемому 

точкой 1 на кривой II; в – случай, когда АЧХ соответствует точке 

2, при которой ω2
дин = ω2

1соб; г – случай, когда ω2
дин = ω2

2соб; д – слу-

чай, соответствующий точке 5 на кривой II (ω2
дин > ω2

2соб); е – слу-

чай, когда α = αкр, при котором на АЧХ нет режима динамиче-

ского гашения 

Пусть Q1 = k1z1, Q2 = k3z2; если z1 = z2 = z, то 
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если z2 = αz1, то 
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С учетом (3), (4) запишем, что 
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тогда 
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То есть режимы динамического гашения зави-

сят от системы внешних сил. Режимы эти могут 

быть или не быть. 

Если один из силовых факторов считать внеш-

ним возмущением, то второй силовой фактор 

можно рассматривать как управляемую силу, вво-

димую для изменения динамического состояния. 

Контроль за характером изменения состояния 

можно вести по значению kпр. Знак и величина 

kпр определяют вид АЧХ. При kпр → ∞, что мо-

жет определяться значением αкр, АЧХ начинает-

ся с нуля. 

Если α = αкр, то режима динамического гаше-

ния по рассматриваемой координате нет. 

Учет особенностей внешних возмущений. 

Рассмотрим случай, когда система внешних воз-

мущений имеет силовые и кинематические компо-

ненты. 

Пусть z2 = αz1, что вполне допустимо. Запи-

шем: Q'1 = Q1 + k1z1, Q'2 = Q2 + k3αz1, а также 

Q2 = βQ1 

или 
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то есть систему внешних воздействий Q1, Q2, z 

можно привести к одному кинематическому воз-

мущению z1, но надо ввести параметры 
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ловная пружина, жесткость которой будет 0
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Тогда 
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Если сила Q1 прикладывается к телу массой 

m1 и одновременно с этим появляется сила Q2 той 

же частоты и начинает действовать по координате 

y2, будучи приложена к массе m2, то можно го-

ворить о групповом эффекте. Сила Q1 подчиняет 

себе или ставит в управление себе силу Q2. При 

этом Q2 = αQ1. В системе происходят изменения. 

АЧХ изменяется таким образом, как будто бы из-

меняется жесткость пружины k2. Это изменение 

жесткости определяется параметром α, который 

может иметь отрицательное и положительное зна-

чения, проходя через нуль. То есть если α < 0, то 

групповое взаимодействие системы внешних сил 

проявляет себя как введение в систему пружины с 

соответствующей жесткостью. Вопрос заключает-

ся в том, может ли такая ситуация быть реализо-

вана. Можно положительно ответить на такой во-

прос. Если Q1 приложено к массе m1 как одна из 

сторон взаимодействия, вызванного помещением 

электродинамического вибратора между m1 и m2, 

то α = –1 в соответствии с законами механики 

(действие равно противодействию). Однако ситуа-

ция более универсальная может быть предложена 

на основе использования двух пар инерционных 

возбудителей. В принципе, подход может быть 

распространен и на систему с несколькими степе-

нями свободы. Но суть остается одинаковой – свя-

зи между силами эквивалентны по физическому 

эффекту. 

Таким образом, 
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Если 0
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Тогда передаточные функции системы 
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То есть при возмущении Q1 и установлении 

связей с остальными силовыми факторами воз-

можны режимы динамического гашения. Отме-

тим, что в выражение для определения частот ди-

намического гашения входят и параметры допол-

нительно вводимых управляющих сил. В физиче-

ском смысле эти силы реализуются как дополни-

тельные упругие элементы, то есть вводимые силы 

изменяют упругие свойства системы. Подходы, 

основанные на введении дополнительных сил, 

управляемых таким образом, чтобы изменять не-

которые динамические свойства системы, можно 

рассматривать как реализацию принципа управле-

ния состоянием системы по возмущающему воз-

действию [7]. Характерным признаком такого 

управления является возможность изменять толь-

ко числитель передаточной функции. 

Заключение. Таким образом, при действии на 

систему нескольких внешних сил при наличии 

между ними определенных связей, например, по 

величинам амплитуд возмущений, а также некото-

рых фазовых соотношениях, система приобретает 

ряд признаков, которые можно отнести к возмож-

ностям реализации принципа управления по воз-

мущению. 
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