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ОЦЕНКА ПРИМЕНИМОСТИ МОДЕЛИ ВИНКЛЕРОВА ОСНОВАНИЯ 

ДЛЯ АНИЗОТРОПНОГО ПОКРЫТИЯ 

В осесимметричной постановке с использованием интегрального преобразования 

Ханкеля получено решение задачи теории упругости о действии распределенной 

нагрузки на покрытие, образованное трансверсально изотропным материалом, кото-

рое находится на изотропном основании. Предложен вариант решения задачи с по-

мощью упрощенной модели, где для описания деформирования покрытия использу-

ется модель Винклера, а основание рассматривается как изотропное полупростран-

ство, нагрузки на которое передаются без изменений с внешней поверхности покры-

тия. Проведен сравнительный анализ результатов использования модели Винклера и 

точного решения, основанного на интегральном преобразовании.  
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Введение. В настоящее время в различных узлах машин и механизмов 

широко используются детали с покрытиями или модифицированным по-

верхностным слоем. Применение покрытия позволяет без изменения основ-

ного материала детали существенно изменить параметры контактного взаи-

модействия (контактную жесткость, коэффициент трения, скорость изнаши-

вания и др.). Выбор оптимальных свойств, толщин и способов нанесения 

покрытия требует разработки расчетных методик, позволяющих с приемле-

мой точностью прогнозировать эти параметры. Данное обстоятельство обу-

словило значительный научный интерес к решению контактных задач для 

тел с покрытиями. 

Задачи о взаимодействии жесткого индентора с линейно-упругим покрыти-

ем, свободно лежащим или адгезионно связанным с упругим основанием, ре-

шены для условий плоской деформации и плоского напряженного состояния 

[1], а также в осесимметричной [2] и произвольной пространственной [3, 4] 

постановках. Общие (для покрытия произвольной толщины) решения данных 

задач предполагают использование интегральных преобразований, что за-

трудняет применение разработанных математических моделей для инженер-

ных расчетов. В связи с этим получили широкое распространение асимптоти-

ческие решения рассматриваемых задач, обеспечивающие приемлемую точ-

ность расчетных оценок для относительно тонких (толщина покрытия h много 

меньше радиуса R области контакта) и относительно толстых (h >> R) покры-
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тий [5–10]. Результаты решения контактной задачи для покрытия, находяще-

гося на недеформированном основании, при условии h >> R с увеличением 

толщины h асимптотически сходятся к результатам решения задачи Герца [11] 

для полупространства, а при условии h << R с уменьшением h – к результатам, 

полученным при моделировании покрытия винклеровым основанием [12]. 

В научной литературе в настоящее время более полно и подробно иссле-

дованы асимптотические решения контактных задач для толстых покрытий. 

Получены разложения общих решений в степенные ряды по малому пара-

метру [5, 6] qa = R/h, установлена расчетная зависимость от данного пара-

метра средней относительной погрешности решения Герца [7]. Для тонких 

изотропных [8, 9] и анизотропных [10, 13] покрытий показано, что модель 

основания Винклера обеспечивает те же расчетные оценки упругих смеще-

ний, что и общее решение, в котором оставлены линейные по малому пара-

метру qh = h/R слагаемые. Однако не была определена погрешность расчетов, 

обусловленная использованием данной модели и возрастающая с увеличени-

ем параметра qh. Не исследовалось влияние на эту погрешность анизотропии 

материала покрытия, способа крепления покрытия к основанию и деформи-

рования основания. Вместе с тем асимптотическое приближение общего ре-

шения задачи теории упругости для тонкого слоя вследствие своей относи-

тельной простоты широко используется при описании деформирования не-

однородных вязкоупругих [14, 15] и упругопластических [16] покрытий. 

В связи с вышесказанным целью настоящего исследования является 

установление зависимости погрешности расчетных оценок, полученных на 

основе модели винклерова основания, от толщины и анизотропии материала 

тонкого покрытия, а также от относительной жесткости основания. 

Постановка задачи. Рассмотрим деформируемый слой толщиной h, рас-
положенный на деформируемом полупространстве. Полупространство обра-

зовано линейно упругим изотропным материалом, который характеризуется 

модулем Юнга E0 и коэффициентом Пуассона ν0. Ось z, перпендикулярная к 

поверхности полупространства, является осью симметрии упругих характе-

ристик трансверсально изотропного материала слоя. Для описания его 

свойств используем продольный Ez (вдоль оси симметрии) и поперечный Eizo 

(в плоскости изотропии) модули упругости; коэффициент Пуассона νizo в 

плоскости изотропии; коэффициент Пуассона νzr и модуль сдвига Gzr для лю-

бой плоскости, содержащей ось z и перпендикулярной плоскости изотропии. 

Будем рассматривать два режима нагружения слоя: 

1 На внешней поверхности слоя по круговой площадке радиуса R равно-

мерно распределено давление pc. 

2 По той же площадке осесимметрично распределено сдвиговое напря-

жение q = qc (r / R ), где qc – максимальное значение напряжения сдвига, r – 

расстояние от рассматриваемой точки покрытия до оси z. Такая зависимость 

позволит в дальнейшем избежать неопределенности при r = 0. 
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Описание деформирования слоя и полупространства будем проводить в 

цилиндрической системе координат z, r, ϕ. Ось z проходит через центр пло-

щадки, по которой распределена нагрузка, перпендикулярно поверхности 

полупространства. Поверхность контакта слоя с полупространством соот-

ветствует координате z = 0, в внешняя поверхность слоя – z = h. Будем рас-

сматривать два идеализированных режима фиксации слоя на поверхности 

полупространства. 

1 Опирание без трения. При этом на поверхности z = 0 равна нулю сдви-

говая компонента тензора напряжений σzr и выполняется условие неразрыв-

ности осевой проекции упругих смещений uz. 

2 Жесткое сцепление поверхностей. При этом на поверхности z = 0 вы-

полняются условия неразрывности осевой uz и радиальной ur проекций упру-

гих смещений. 

В цилиндрической системе координат связь компонент тензора напряже-

ний и деформаций для материала слоя можно записать в виде 
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Углы сдвига, использованные в уравнениях (1), связаны со сдвиговыми 

компонентами тензора деформаций γrz = 2εrz, γzϕ = 2εzϕ, γrϕ = 2εrϕ. 

Ненулевые компоненты тензора модулей упругости выражаются через 

упругие характеристики Ez, Eizo, νizo, νzr, Gzr следующим образом: 
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Здесь для краткости записи введены комбинации характеристик 

2
,

2(1 )(1 ) 2

z izo izo
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E E E
Z G

E E
= =

+ ν− ν − ν
. 

Аналогичные уравнениям (1) соотношения для материала полупростран-

ства имеют вид 
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Здесь для краткости записи введены обозначения 

0 0
0 0

0 0 0

,
(1 )(1 2 ) 2(1 )

E E
Z G= =

+ ν − ν + ν
. 

Решение задачи. 

Использование интегрального преобразования. Для всех вариантов реша-

емой задачи конструкция исследуемого объекта и режим нагружения имеют 

осесимметричный характер. При этом уравнения равновесия элементарного 

объема материала в цилиндрической системе координат следующие: 

 0 , 0
rrrr rz rz zz rz

r z r r z r

ϕϕσ − σ∂σ ∂σ ∂σ ∂σ σ
+ + = + + =

∂ ∂ ∂ ∂
. (3) 

Связь компонент тензора деформаций с проекциями упругого смещения 

для осесимметричной постановки задачи в цилиндрической системе коорди-

нат описывается соотношениями 

 

1
, , , ,

2

0 , 0.

r z r z r
rr zz rz

z r

u u u u u

r z r r z

u

ϕϕ

ϕ ϕ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂ 
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∂ ∂ ∂ ∂ 
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 (4) 

Один из распространенных методов решения задач теории упругости для 

слоя подразумевает введение функции Лява χ, которая связана с ненулевыми 

проекциями упругого смещения следующим образом [17]: 

 
2 2 2

2 2

1
,r zu u A B

r z r rr z

 ∂ χ ∂ χ ∂χ ∂ χ
= − = + +  ∂ ∂ ∂∂ ∂ 

. (5) 

Здесь A, B – не зависящие от координат величины, определяемые при 

подстановке выражений (5) в уравнения равновесия. 

Подставим соотношения (5) последовательно в уравнения (4), (1) и (3). 

После математических преобразований можно установить, что первое урав-

нение равновесия (3) выполняется для любой функции χ, если 

 1111

1133 1133

, zr

zr zr

C G
A B

C G C G
= =

+ +
. (6) 

Тогда второе уравнение (3) сводится к следующему 

 
4 2 2 2 2

4 2

1 1 1
0a b c

r r r r r r r r rz z

     ∂ χ ∂ ∂ χ ∂χ ∂ ∂ ∂ χ ∂χ
+ + + + + =          ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂      

. (7) 

Здесь для краткости записи введены комбинации упругих характеристик 

3333 1111 3333 1133 1133 1111, ( 2 ),zr zr zra C G b C C C C G c C G= = − + = . 

Слой содержит точки с координатой r = 0 и не ограничен по радиальной 

координате. Следовательно, функция χ должна обеспечить ограниченность 
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параметров напряженно-деформированного состояния при r = 0 и равенство 

напряжений и деформаций нулю на бесконечном удалении от площадки 

приложения нагрузки (при r → ∞). Для нахождения общего решения уравне-

ния (7) будем использовать интегральное преобразование Ханкеля [17] 

 0

0

( , ) ( , ) ( )k z r z rJ kr dr

∞

χ = χɶ . (8) 

Здесь J0(x) – функция Бесселя первого рода нулевого порядка, являющая-
ся решением уравнения [18] 

 
2

0 0
02

( ) ( )1
( ) 0

d J x dJ x
J x

x dxdx
+ + = . (9) 

Умножим обе части равенства (7) на r J0(kr) и произведем интегрирова-

ние по k от нуля до бесконечности. В результате с учетом соотношения (9) 

получим уравнение для изображения ( , )k zχɶ  искомой функции 

 
4 2

2 4

4 2
0a bk ck

z z

∂ χ ∂ χ
− + χ =

∂ ∂

ɶ ɶ
ɶ . (10) 

Общее решение уравнения (10) будем искать в виде 

 
4

1

exp( )i i

i

D kz

=

χ = γɶ . (11) 

Здесь Di – коэффициенты, являющиеся функциями переменной k, кото-

рые определяются из граничных условий. Подставив представление (11) в 

уравнение (10), определим четыре значения параметра γ: 

 ( ) ( )2 2

1,2 3,4

1 1
4 , 4

2 2
b b ac b b ac

a a
γ = ± − − γ = ± + − . (12) 

Зная функцию ( , )k zχɶ , для определения функции Лява применим обрат-

ное преобразование Ханкеля  

0

0

( , ) ( , ) ( )r z k z kJ kr dk

∞

χ = χ ɶ .                                    (13) 

Далее по формулам (5) определяем проекции упругого смещения, затем 

по формулам (4) и (1) – компоненты тензоров деформации и напряжения. 

При реализации изложенной методики решения для изотропного полу-

пространства вместо соотношений (1) при определении компонент тензора 

напряжений используются равенства (2). В этом случае константы A0 и B0, 

аналогичные величинам A и B в представлении (5), таковы: 

0 0 0 02(1 ), 1 2A B= − ν = − ν .                                     (14) 
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Здесь и далее нижний индекс «0» означает, что соответствующая величи-

на относится к изотропному полупространству. 

Для констант, входящих в уравнение (7), в случае изотропного материала 

получим: a0 = c0 = 1, b0 = 2. Тогда использование выражения (11) общего 

решения уравнения (10) приведет к двум различным значениям параметра γ: 

γ = ±1. Следовательно, для изотропного полупространства представление 

(11) требуется дополнить другими функциями. Заменим в (11) коэффициент 

D некоторой заранее не известной функцией координаты z и подставим по-

лученное представление в (10) при a0 = c0 = 1, b0 = 2. После ряда математи-

ческих преобразований для функции 0 ( , )k zχɶ  получим 

0 01 02 03 04( ) exp( ) ( ) exp( )D kzD kz D kzD kzχ = + + + −ɶ .                  (15) 

Здесь D0i – определяемые из граничных условий коэффициенты для по-

лупространства. Переменная k при D02 и D04 обеспечивает одинаковую раз-

мерность всех слагаемых. Так как полупространство не ограничено в обла-

сти отрицательных значений z, то D03 = 0 и D04 = 0. 

При использовании интегральных преобразований итоговые выражения 

проекций упругого смещения ur, uz и компонент тензора напряжений σrr, σzz, 

σϕϕ, σrz представляют собой интегралы по переменной k от нуля до бесконечно-

сти. Поэтому при нахождении коэффициентов D1, D2, D3, D4, D01, D02 удобнее 

использовать граничные условия не для самих величин ur, uz, σrr, σzz, σϕϕ, σrz, а 

для их изображений. При этом приравниваются не интегралы, а подынтеграль-

ные выражения. В частности, изображения заданных на поверхности слоя 

(z = h) нормального давления и сдвигового напряжения имеют следующий вид: 
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0 0

, ; , ;
( ) ( )

0, ;
0, ;

( ) ( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( ) ( ).

c c

c c
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p r R q r R
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r R
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p k p r rJ kr dr p J kR q k q r rJ kr dr q J kR
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∞ ∞


< < 
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≥  ≥

= = = = ɶ ɶ

 (16) 

В представлении сдвигового напряжения использована функция Бесселя 

первого порядка J1(x). Данный выбор обусловлен тем, что в итоговом выра-

жении для сдвиговой компоненты σrz функция J0(x) заменяется функцией 

J1(x) в соответствии с правилом [18]: 

0
1

( )
( )

dJ x
J x

dx
= − . 

Нормальное давление p(r) определяет осевую компоненту тензора 

напряжений σzz в слое при z = h: 

 ( )zz z h
p r

=
σ = − . (17) 
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Выразим компоненту σzz через функцию Лява с использованием соотно-

шений (5), (4) и (1). Затем воспользуемся представлением (13) с учетом об-

щего решения (11). После выполнения математических преобразований ра-

венство (17) перепишется в виде 
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. (18) 

Сдвиговое напряжение q(r) на поверхности слоя определяет компоненту 

σrz при z = h. Следовательно 

 
4

2

3
1

( ) [ (1 ) ]exp( )rz i i iz h
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q
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=
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ɶ
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Условия неразрывности осевой и сдвиговой компонент тензора напряже-

ний на границе «слой – полупространство» позволяют записать уравнения 

00 0zz zzz z= =
σ = σ   
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Неразрывность осевой проекции упругого смещения сводится к 
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При опирании слоя на поверхность полупространства без трения на дан-
ной поверхности отсутствует сдвиговое напряжение 

 01 0 020
0 2 0rz z

D D
=

σ =  + ν = . (23) 

При сцеплении поверхностей слоя и полупространства должно выпол-

няться условие неразрывности радиальной проекции упругого смещения 

 
4

0 01 020 0
1

r r i iz z
i

u u D D D
= =

=

=  γ = + . (24) 

Система линейных алгебраических уравнений (18)–(23) (или (18)–(22), 
(24)) позволяет определить коэффициенты D1–D4, D01, D02, которые будут 

зависеть от переменной интегрирования k. Данные коэффициенты однознач-

но определяют интегральное преобразование функции Лява (11) для слоя 

или (15) для полупространства. Таким образом, получено решение задачи 

теории упругости для трансверсально-изотропного слоя на изотропном по-

лупространстве. Данное решение значительно проще описанного в работе 

[3] и требующего использования двойного интегрального преобразования 

для трех бигармонических функций. 
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Использование гипотезы Винклера. Если рассматривать слой как основа-

ние Винклера [12], то параметры напряженно-деформированного состояния 

данного слоя не будут зависеть от осевой координаты z. Такой слой передает 

без изменений приложенные к его поверхности давления p(r) и q(r) на по-

верхность полупространства. В данном случае для определения проекций 

смещения точек поверхности z = 0 можно использовать известные [17] ре-

шения задач Буссинеска и Черрути для изотропного линейно-упругого полу-

пространства. Перейдем в них от декартовой системы координат к цилин-

дрической. Используя принцип суперпозиции, проекции упругого смещения 

точек поверхности z = 0 полупространства представим в виде интегралов 
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Здесь для краткости записи введены функции 
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В результате численного интегрирования в (25) можно убедиться в со-

блюдении условия осесимметричности для смещений точек поверхности 

полупространства. То есть радиальная и осевая проекции этих смещений не 

зависят от угла ϕ. 

Определим смещения точек внешней z = h поверхности слоя относитель-

но поверхности полупространства. Основание Винклера деформируется 

только под областью приложения нагрузки. При этом давление в окрестно-

сти некоторой точки поверхности основания прямо пропорционально верти-

кальному смещению данной точки. Так как нормальное давление в диапа-

зоне от r = 0 до r = R распределено равномерно, то и относительное верти-

кальное смещение в данном диапазоне не будет зависеть от r: 

 отн 0 0

c
z z zz h z

n

p
u u u

k= =
= − = − , (26) 

где kn – коэффициент нормальной жесткости основания Винклера. 
В работе [19] определены коэффициенты kn для тонкого трансверсально 

изотропного слоя, расположенного на недеформируемой поверхности. Пока-

(25) 
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зано, что при опирании слоя без трения 
2

1111 3333 1133

1111

n

C C C
k

C h

−
= , а при жест-

ком сцеплении с поверхностью 3333
n

C
k

h
= . 

Для сдвиговых напряжений классическая модель винклерова основания 

не используется. Однако, как было показано в [20], в нулевом приближении 

по толщине слоя (h / R → 0) выполняется прямая пропорциональность между 

сдвиговой компонентой тензора напряжений σrz на поверхности слоя и ради-
альным смещением точек поверхности. При этом 

 отн 0 0

c
r r rz h z

q r
u u u

k R= =
τ

= − = . (27) 

Здесь zrG
k

h
τ =  – коэффициент сдвиговой жесткости слоя. 

Таким образом, при использовании модели основания Винклера проек-
ции упругого смещения точек внешней поверхности слоя в области распре-
деления нагрузки задаются соотношениями 

 отн 0 отн 00 0
,z z z r r rz h z hz z

u u u u u u
= == =

= + = + . (28) 

Здесь проекции смещений точек поверхности полупространства 

0 00 0
,z rz z

u u
= =

 определяются интегралами (25), а проекции относительных 

смещений uzотн, urотн – равенствами (26) и (27). 

Результаты расчетов. Рассмотрим пример использования описанных 
расчетных методик. В рамках примера изотропное полупространство будет 
образовано алюминием. Выбор данного материала позволяет анализировать 
как относительно «мягкие», так и относительно «жесткие» покрытия. 

В качестве материала «мягкого» (антифрикционного) покрытия рассмотрим 
эпоксидную смолу, армированную углеродными волокнами [21]. Волокна ори-

ентированы нормально к поверхности полупространства. Объемная доля воло-
кон составляет 5 %. Для сравнения будем рассматривать также покрытие из 

углепластика при том же соотношении компонент, но хаотичной ориентации 
волокон. Материал данного покрытия является макроскопически изотропным. 

Относительно «жесткое» (упрочняющее) покрытие образовано анодным 
оксидом алюминия, ослабленным сплошными (по всей толщине слоя) 

цилиндрическими порами [22]. Объемная доля пор – 15 %. Также будем рас-
сматривать покрытие из пористого оксида алюминия при равномерном 

распределении сферических пор. 

Заимствованные из литературных источников значения упругих характе-

ристик изотропных материалов, использованных в расчетном примере, пред-

ставлены в таблице 1. Для определения эффективных упругих характеристик 

трансверсально-изотропных материалов композитных покрытий используем 
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трехфазную модель однонаправленно волоконно-армированного композита, 

описанную, в частности, в работе [23]. Значения характеристик макроскопи-

чески изотропных композитов определялись путем ориентационного усред-
нения характеристик однонаправленно армированного материала [23]. Ре-

зультаты использования данной модели представлены в таблице 2. 

Таблица 1 – Упругие характеристики изотропных материалов 

Материал  E, ГПа ν Источник информации 

Алюминий 66 0,343 [24] 

Фторопласт 0,33 0,489 [25] 

Эпоксидная смола 0,33 0,34 [26] 

Технический углерод (волокна) 228 0,257 [21] 

Оксид алюминий 140 0,321 [27] 

Таблица 2 – Расчетные значения упругих характеристик трансверсально-изотропных 

и макроскопически изотропных (Ei, ννννi) материалов композитных покрытий 

Композит Ez, ГПа Eizo, ГПа νizo νzr Gzr, ГПа Ei, ГПа νi 

Углепластик 11,714 0,402 0,504 0,331 0,136 2,262 0,268 

Пористый оксид 

алюминия 
119,023 92,505 0,318 0,321 39,167 99,628 0,297 

 

При сравнительном анализе расчетных методик будем сопоставлять зна-

чения вертикального и радиального смещений точек поверхности слоя, по-

лученные при использовании преобразования Ханкеля функции Лява для 

слоя (11) и полупространства (15), с соответствующими результатами ис-

пользования гипотезы Винклерова основания (28). Для оценки погрешности 

расчетов введем следующие отношения: 

max 1/ 2
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Здесь uzmax – максимальное (при r = 0) значение вертикального смещения 

точек внешней поверхности слоя, вычисленное по уточненной методике с 

использование преобразования Ханкеля при qc = 0; uz0max – максимальное 

(при r = 0) значение вертикального смещения точек поверхности основания, 

вычисленное по формулам (25) при qc = 0; uz1/2, uz01/2 – смещения, вычислен-

ные по тем же соотношениям для r = R/2; urmax – максимальное (при r = rmax) 

значение радиального смещения точек внешней поверхности слоя, вычис-

ленное по уточненной методике с использованием преобразования Ханкеля 

при pc = 0; ur0max – максимальное значение радиального смещения точек по-
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верхности основания, вычисленное по формулам (25) при pc = 0; ur1/2, ur01/2 – 

смещения, вычисленные по тем же соотношениям для r = R/2. Максимум 

радиального смещения точек поверхности при pc = 0 соответствует радиаль-

ной координате rmax = 0,85R. 

Чем ближе значения введенных отношений к единице, тем меньше по-

грешность расчетов, связанная с использованием модели основания Винкле-

ра. Очевидно, что эта погрешность будет возрастать с увеличением парамет-

ра qh, равного отношению толщины слоя к радиусу распределения поверх-

ностной нагрузки. 

На рисунке 1 представлены результаты расчета отношений αpmax и αp1/2 

для покрытия из армированной эпоксидной смолы. Заметим, что во всём 

рассматриваемом диапазоне толщины покрытия (до 0,6 a) использование 

гипотезы Винклера приводит к погрешности ± 5 % по сравнению со значе-

ниями, полученными методом интегрального преобразования. 

 

 

Рисунок 1 – Отношения αpmax и αp1/2 при разных qh для армированной эпоксидной 

смолы при наличии (а) и при отсутствии (б) сцепления покрытия с основанием. 

Сплошные кривые – трансверсально изотропный материала покрытия; пунктир – 

макроскопически изотропный 

а)

б)
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Также отметим, что при использовании в качестве материала полимерно-

го наполнителя материала с коэффициентом Пуассона, близким к 0,5, по-

грешность модели Винклера при жестком сцеплении покрытия с основанием 

значительно возрастает. Так, на рисунке 2 представлено сравнение расчет-

ных значений αpmax и αp1/2 для макроскопически изотропного угленаполнен-

ного фторопласта (Ei = 2,446 ГПа; νi = 0,426) и эпоксидной смолы. 

 

Рисунок 2 – Зависимости отношений αpmax и αp1/2 от параметра qh для жестко сцеп-

ленного с основанием покрытия из макроскопически изотропного угленаполненного 

фторопласта (сплошные кривые) и угленаполненной эпоксидной смолы (пунктир) 

На рисунке 3 приведены расчетные оценки отношений αqmax и αq1/2 для 

углепластикового покрытия. При наличии только сдвиговой поверхностной 

нагрузки рассматривается только вариант жесткого сцепления слоя с осно-

ванием. При отсутствии сцепления нагрузка на основание не передается. 

 

Рисунок 3 – Расчетные зависимости отношений αqmax и αq1/2 от параметра qh для 

жестко сцепленного с основанием покрытия из угленаполненной эпоксидной смолы 



178 

При расчете сдвигового смещения погрешность гипотезы винклерова 

основания для макроскопически изотропного покрытия значительно мень-

ше, чем для трансверсально-изотропного. Данное обстоятельство обуслов-
лено тем, что модуль сдвига трансверсально-изотропного материала 

(Gzr = 0,136 ГПа) мал по сравнению с модулем сдвига макроскопически изо-

тропного материала (Gi = Ei /2(1+νi) = 0,892 ГПа). 

На рисунках 4 и 5 представлены результаты расчетов для покрытия, об-

разованного пористым оксидом алюминия. Можно отметить, что для верти-

кального смещения погрешность расчета, обусловленная использованием 
модели Винклера, в случае относительно жесткого покрытия выше, чем в 

случае относительно «мягкого». Данное обстоятельство связано с тем, что 

деформативность системы, содержащей жесткое покрытие, определяется, 

главным образом, жесткостью основания. При этом возрастает отрицатель-

ное влияние на точность расчетных оценок допущения о неизменной пере-

даче нагрузки по толщине покрытия, принятое в рамках модели Винклера. 

 

 

Рисунок 4 – Зависимости отношений αpmax и αp1/2 от параметра qh для пористого ок-

сида алюминия при наличии (а) и отсутствии (б) сцепления покрытия с основанием. 

Сплошные кривые – трансверсально-изотропный материал покрытия; пунктир – мак-

роскопически изотропный 

а)

б)
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Рисунок 5 – Расчетные зависимости отношений αqmax и αq1/2 от параметра qh для 

жестко сцепленного с основанием покрытия из пористого оксида алюминия. Сплош-

ные кривые построены для трансверсально-изотропного материала покрытия; пунк-

тирные – для макроскопически изотропного 

Для сцепленного с основанием жесткого покрытия погрешность модели 

Винклера практически линейно возрастает с увеличением параметра qh. При 

рассмотрении покрытия, находящегося на условно недеформированном ос-

новании, в соответствии с винклеровой моделью вертикальные смещения 

точек поверхности в пределах области равномерного распределения давле-

ния p будут одинаковы. При использовании точного решения задачи теории 

упругости абсолютные значения этих смещений будут уменьшаться от цен-

тра к границам области распределения нагрузки. Поэтому погрешность мо-

дели Винклера для вертикального смещения центральной точки (αpmax) не-

сколько меньше, чем для смещения точки, находящейся на расстоянии a/2 от 

центра области распределения нагрузки. Также можно отметить, что для 

трансверсально-изотропного материала покрытия погрешность расчетов при 

использовании модели Винклера несколько меньше, чем для макроскопиче-

ски изотропного. 

При отсутствии сцепления жесткого покрытия с основанием погрешность 

модели Винклера значительно меньше, чем при наличии сцепления. При 

малых значениях параметра qh и отсутствии сдвиговых напряжений на гра-

нице покрытия с основанием напряженно-деформированное (НДС) состоя-

ние части покрытия, находящейся непосредственно под областью распреде-

ления нормального давления p, является однородным и соответствует допу-

щениям модели Винклера. Однородность нарушается вблизи границы ука-

занной области (r = a), что обеспечивает неразрывность смещений при пере-

ходе от нагруженной части поверхности к ненагруженной. С увеличением 

параметра qh неоднородное НДС «распространяется» к центру нагруженной 
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области. Поэтому результаты использования модели Винклера для расчета 

вертикального смещения точки поверхности с радиальной координатой r 

будут отличаться от результатов использования точного решения только 

начиная с некоторого значения параметра qh. Чем меньше координата r, 

тем больше соответствующее значение параметра qh, что отображено на ри-

сунке 4, б. 

Как и для относительно «мягкого» покрытия, диапазон применимости 

модели Винклера при прогнозировании горизонтальных смещений под дей-

ствием сдвиговой поверхностной нагрузки (рисунок 5) значительно уже, чем 

при анализе нормального нагружения покрытия. Так же как и для мягкого 

покрытия, погрешность расчета горизонтального смещения для анизотроп-

ного материала выше, чем для изотропного. Однако для жесткого покрытия 

разница между этими погрешностями значительно меньше.  

Заключение 

В результате сравнительного анализа результатов использования упро-

щенной модели винклерова основания и точного решения задачи теории 

упругости, основанного на интегральном преобразовании Ханкеля, установ-

лено следующее. 

1 Для рассматриваемых в расчетном примере анизотропного и изотроп-

ного относительно «мягких» покрытий погрешность расчетных оценок вер-

тикального смещения точек поверхности покрытия, обусловленная исполь-

зованием модели Винклера, для толщины покрытия менее 0,5a колеблется в 

диапазоне ± 5 %. 

2 Для «мягкого» изотропного покрытия, коэффициент Пуассона которого 

превышает 0,4, отмеченная погрешность возрастает с ростом относительной 

толщины покрытия. При этом модель Винклера приводит к заниженным 

оценкам смещения. 

3 При расчете горизонтального смещения точек поверхности под дей-

ствием сдвиговой поверхностной нагрузки погрешность модели Винклера 

существенно выше, чем при расчете вертикального смещения под действием 

нормального давления. Для трансверсально-изотропного покрытия погреш-

ность прогноза горизонтального смещения выше, чем для макроскопически 

изотропного.  

4 Для относительно жесткого покрытия, сцепленного с основанием, по-

грешность модели Винклера при расчете вертикального смещения практиче-

ски линейно возрастает с увеличением относительной толщины покрытия. 

5 При отсутствии сцепления жесткого покрытия с основанием погреш-

ность модели Винклера для вертикального смещения данной точки поверх-

ности существенна только начиная с некоторого значения относительной 

толщины покрытия. Это значение возрастает с уменьшением радиальной 

координаты данной точки. 
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ESTIMATION OF THE APPLICABILITY OF THE WINKLER BASE 

MODEL FOR ANISOTROPIC COATING 

A solution to the elasticity theory problem about the distributed load action on a located 

on an isotropic base coating formed by a transversely isotropic material is obtained in an 

axisymmetric formulation using the Hankel integral transform. There is proposed a variant 

of problem solving using a simplified model, where the Winkler model is used for the coat-

ing deformation description and the base is considered as an isotropic half-space loaded by 

the transferred without changes from the coating outer surface loads. The results compara-

tive analysis is carried out for the Winkler model and the exact solution based on the inte-

gral transformation. 

Keywords: elastic layer, transversally isotropic material, axisymmetric formulation, 

Lyav function, Hankel transform, Winkler model. 
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