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СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ 

ПНЕВМОГИДРАВЛИЧЕСКОЙ РЕССОРЫ 

Приводится решение методом переменного масштаба в общем виде нелинейных 

уравнений колебаний самоходных машин. Решение позволяет оптимально выбрать 

параметры системы при проектировании пневмогидравлических рессор состоящих из 

нескольких гасителей колебаний. Сравнение результатов расчета по предложенной 

модели с результатами, полученными другими авторами (другими методами), пока-

зывает достаточную для практики пользования точность (погрешность не превышает 

5 %) при сравнении с параметрами, полученным экспериментально. Модель позволя-

ет достаточно просто определить амплитуды, полупериоды и частоты собственных 

колебаний системы для дальнейшей оценки возможности резонансных явлений при 

последующих внешних воздействиях. 
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Для развития современной техники важна разработка математических 

моделей элементов динамических систем машин и иных объектов. Анало-

гичные задачи при рассмотрении колебаний зданий и сооружений различно-

го назначения ставили авторы работ [1–4]. 

Одним из таких элементов является пневмогидравлическая рессора 

(ПГР), которая нейтрализует вертикальные колебания кузова самоходной 

машины и обеспечивает комфортные условия работы ее оператора. Струк-

турная схема такой рессоры (ПГР) показана на рисунке 1. 

В работе [5] представлены уравнения расходов жидкости в гидроцилин-

дре и газовых пружинах, прохождения жидкости через дроссели и ее непре-

рывности, газового состояния в газовых пружинах, а также второй закон 

Ньютона для поршней в системе, на основе которых показано, что эквива-

лентное уравнение движения системы имеет вид 

 
2

sign 0,x n x x x+ ⋅ + α =ɺɺ ɺ ɺ  (1) 
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Рисунок 1 – Схема пневмогидравлической рессоры: 

1 – гидроцилиндр; Дi – дроссели; ПГi – газовые пружины; Fст – сила статического равновесия 

системы; 0x, 0y1, …, 0yn – оси координат с началами в центрах равновесия элементов системы 

где х – перемещение поршня гидроцилиндра, точки над переменными обо-

значают дифференцирование по времени; п, α – обобщённые положитель-

ные коэффициенты, характеризующие систему. 

Цель работы состоит в анализе методов решения этого уравнения для слу-

чая импульсных внешних воздействий. 

Уравнение малых колебаний системы (1) при движении поршня гидро-

цилиндра в сторону возрастания х будет следующим: 

 
2

0,x n x x+ + α =ɺɺ ɺ  (2) 

в противном случае 

 
2

0.x n x x− + α =ɺɺ ɺ  (3) 

Решение уравнения (2) может быть выполнено стандартным методом [6]. 

Учитывая, что 

 
2

1 ( )
,

2

dx d x
x x

dx dx
= =

ɺ ɺ
ɺɺ ɺ   

приходим к линейному относительно 2xɺ  уравнению 

 
2

2( )
2 2 .

d x
nx x

dx
+ = − α

ɺ
ɺ  (4) 

Его частное решение следует искать в виде 

 2 .x Ax B= +ɺ   

В этом случае 

 
2

,
dx

A
dx

=
ɺ

  

и подстановка в уравнение (4) дает 
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 2 ( ) 2 ;A n Ax B x+ + = − α   

 
2

; .
2

A B
n n

α α
= − =   

Соответственно общее решение уравнения (4) 

 
2 2

1 ,
nx

x C e Ax B
−

= + +ɺ   

где С1 – постоянная, которую определяем по начальным условиям. 

Принимая во внимание, что при движении поршня в сторону увеличения 

х из положения 

 t = 0, x(0) = x0, 0 0 0,x = >ɺ v   

получим 

 2

0

,
( )

x
du

t C
f u

= +    

где С2 – постоянная интегрирования; 

 
2

1( ) .
nu

f u C e Au B
−

= + +   

Порядок расчетов по представленным формулам описан в [7], однако его 

использование связано с необходимостью применения пакетов компьютер-

ных программ. Поэтому рассмотрим также решения задачи с применением 

классических методов нелинейной механики. 

В источнике [8] предложено решение уравнения, аналогичного (1), в 

квадратурах методом переменного масштаба. Знак перед коэффициентом 

сопротивления п меняет знак в зависимости от направления движения порш-

ня гидроцилиндра в соответствии с формулами (2) и (3). При малых колеба-

ниях амплитудная функция имеет вид 

( ) ( )
21 α

2 1 1 .
2

nx
f x e nx

n
 = − +   

Для начальных условий 0 00; (0) ; (0)t x x x= = =ɺ v  решение уравнения (2) 

в явной форме имеет вид 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0 0 0cos η sin η cosψ ,
nx

f t f x t e t A t= + =v   

где 
0

022 2 0
0 0 0

0

( ) ; ψ(t) η(t) ρ; ρ arctg .
( )

nx
nx e

A f x e
f x

−
= + = + =

v
v  

Соответствующий график колебаний (рисунок 2) представляет собой за-

тухающие колебания. В момент t* достижения максимального перемещения 

xmax получаем f (xmax) = A0, cos ψ = 1, соответственно, ψ = 0, η(t*) = –ρ. 
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Рисунок 2 – График свободных колебаний при работе ПГР 

Так как рассматриваются малые колебания системы, то 2 1nx ≪  и спра-

ведливы приближённые равенства 
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Введём обозначение 

 ε 2 .N Nn x= ⋅ ⋅   

Тогда связь между последующей амплитудой xN+1 и предыдущей xN запи-

сывается в виде 

 ( ) ( )1 1ε ln 1 ε ε ln 1 ε .N N N N+ +− + + = + −   

Решив уравнение (18) относительно εN+1, определяем последующую ам-

плитуду xN+1. 

Полупериод колебания с номером N определяется по формуле 

 
2

2 21
1 1 .

2 4 16α α

N N
N

T П П
n x

 ε 
= + = +       

  

Выводы. 

1 Модель позволяет достаточно просто определить амплитуды, полупе-

риоды и частоты собственных колебаний системы для дальнейшей оценки 

возможности резонансных явлений при последующих внешних воздействиях. 

2 Приведённое в работе решение методом переменного масштаба позво-

ляет оптимально выбрать параметры системы n, α при проектировании ПГР. 
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3 Сравнение результатов модели с другими методами показывает доста-

точную для практики пользования точность (погрешность не превышает 5 % 

по отношению к значениям, полученным экспериментально). 
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SELF-OSCILLATIONS OF A HYDRO-PNEUMATIC SPRING 

There is demonstrated a solution of nonlinear equations of self-propelled machines' vi-

brations by the variable scale method in general form. The solution allows to select the 

system parameters optimally when designing pneumatic-hydraulic springs consisting of 

several vibration dampers. Comparison of calculation results obtained from the proposed 

model with the results achieved by other authors (by other methods) shows sufficient accu-

racy for practical use (not exceeding 5 %) in comparison with the experimentally obtained 

parameters. The model makes it quite easy to determine the amplitudes, half-periods, and 

frequencies of system natural oscillations for further evaluation of the possibility of reso-

nant phenomena under subsequent external influences. 

Keywords: variable scale method, mathematical model, pneumatic-hydraulic spring, 
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