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УЧЕТ НЕЛИНЕЙНОСТИ ОСНОВАНИЯ 

ПРИ ДЕФОРМИРОВАНИИ БАЛОК НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ 

Рассматривается упругая балка конечной длины на упругом физически нелиней-

ном основании под действием нагрузки. Балка симметрична относительно вертикаль-

ной оси. Балка массивная, условия прилипания: без отрыва балки от основания. Гра-

ничные условия задачи: на границе расчетной области основания перемещения равны 

нулю; на поверхности основания, вне контакта балки с основанием, реактивные давле-

ния равны нулю. Нелинейность основания описывается функцией пластичности. Ре-

шение краевой задачи строится в перемещениях, численно, с использованием метода 

последовательных приближений. 

Из практики известно, что грунты представляют собой неоднородное твер-

дое тело. Поэтому зависимость между напряжениями и деформациями для 

большинства видов грунтов имеет явно нелинейный характер и грунты следу-

ет рассматривать как нелинейно деформируемую среду, подчиняющуюся об-

щим закономерностям теории малых упругопластических деформаций, разра-

ботанной А. А. Ильюшиным, В. В. Соколовским [1, 2]. 

Постановка краевой задачи. Рассматривается упругая балка конечной 

длины 2l, на упругом физически нелинейном основании под действием 

нагрузки q(x), P. Балка симметрична относительно оси Y, предполагаемая глу-

бина расчетной области h = 3l (рисунок 1). 
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Рисунок 1 – Расчетная схема основания под нагруженной балкой 

Между балкой и основанием возникают только нормальные напряжения 

(реактивные давления). Так как силы трения сцепления на контакте слоев ма-

лы, то ими пренебрегают. Балка массивная, условия прилипания: без отрыва 

балки от основания. 

Граничные условия задачи: на границе расчетной области основания пере-

мещения: 0=u , 0=v ; на поверхности основания, вне контакта балки с осно-

ванием, реактивные давления: 0== yx PP . 

Решение краевой задачи строится в перемещениях. Искомые функции: 

ui(x), vi(y) − проекции перемещения i−той точки основания на координатные 

оси; Pi(x, y) − реактивное давление i−той точки основания в зоне контакта 

балки с основанием; Wik (x, y) − осадка k − того сечения балки в зоне контакта 

балки с i−той точки основания. 

Уравнения теории малых упругопластических деформаций. Напряжен-

но-деформированное состояние упругого основания − плоское, поэтому со-

гласно гипотезам теории малых упругопластических деформаций [3] для ре-

шения плоской задачи теории пластичности используются следующие урав-

нения в напряжениях: 

– уравнения равновесия 
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– уравнение совместности деформаций 
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– физические уравнения, отражающие свойства упругопластического те-

ла, 

x
i

i
x ε

ε

σ
⋅=σ−σ

3

2
0 ; y

i

i
y ε

ε

σ
⋅=σ−σ

3

2
0 ; xy

i

i
xy γ

ε3

σ
=τ ,                   (3) 



 39

где iσ − интенсивность напряжений; iε  − интенсивность деформаций, 0σ − 

среднее напряжение; 

– выражения для интенсивности деформаций и зависимость между ин-

тенсивностями деформаций и напряжений 

222
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)εεεε(6

3

2
ε xyyxyxi +++= ; )Ф(εσ ii = ,                        (4) 

где )Ф(εi − зависимость между интенсивностями деформаций и напряжений. 

Вид этой функции зависит только от материала, а не от вида напряженного 

состояния тела [3]. 

Вывод функции пластичности. Зависимость )ε(Фσ ii =  задается произ-

вольно и имеет нелинейный характер, носит название закона нелинейной 

упругости. График зависимости )ε(Фσ ii = изображен на рисунке 2. 

 

Рисунок 2 – Закон нелинейной упругости основания 

Для упругого основания с учетом его нелинейности зависимость 

)Ф(εσ ii =  выражается как 

 iii Е ε)ω(1σ 0 −= , (5) 

где )(εωω ii = − функция интенсивности деформации, или функция пластич-

ности; 0Е − начальный модуль упругости основания. 

Закон нелинейной упругости основания )Ф(εσ ii = задается в виде 

)αε(thσ ii A= ,                                               (6) 

где А, α − коэффициенты, определяемые в ходе исследования функции 

),Ф(εσ ii =  а именно uА σ= , 0α ЕА = ; uσ  − предел прочности основания. 

После подстановки А, α зависимость (6) изменяется следующим образом 

i
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thσσ 0= .                                              (7) 

Соотношение (7) приводится к виду (5), в результате чего функция пла-

стичности выражается формулой 
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Метод упругих решений. Рассматриваемая краевая задача содержит урав-

нения пластичности, решение которых в общем случае весьма сложно. Для 

решения такого типа нелинейной задачи используется метод упругих реше-

ний А. А. Ильюшина, который основан на принципе последовательных при-

ближений. В первом приближении полагаем, что 0ω
(0)

=i , и получаем упру-

гое решение искомых функций. 

Граничные условия задачи сформулированы в перемещениях, поэтому 

уравнения, необходимые для ее решения, выражаются также в перемещениях, 

и уравнения (1)−(4) приводятся к виду [3], а именно: 

а) уравнения Ляме 
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где θ  − относительное изменение объема, yx εεθ += ; G и λ − постоянные 

Ляме; Rx, Ry − члены правой части уравнений Ляме, содержащие iω , причем 
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б) уравнения, связывающие напряжения и деформации в любой точке ис-

следуемой области; 

в) граничные условия: 
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где l, m − косинусы углов между соответствующими осями и нормалью к 

площадке; )( xNx TP + , )( yNy TP +  − поверхностные силы. 

К уравнениям (10), (11) добавляем уравнение изгиба балки в контактной зоне 
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где Pi − реактивные давления; Xi − внешние объемные силы (в зоне контакта 

Xi → Yv); EIб − жесткость балки при изгибе. 
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Сформулированная краевая задача решается методом конечных разностей 

(МКР), то есть заменой дифференциальных уравнений конечно-разностными 

аппроксимациями. Разбивка расчетной области представлена на рисунке 3. В 

настоящее время составлена программа на языке Mathematica 5 для реализа-

ции указанного подхода, проводится ее апробация для получения численных 

результатов упругого решения. 

 
Рисунок 3 – Разбивка расчетной области 
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