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РАЗВИТИЕ МЕТОДА ПОТЕНЦИАЛА НА ИССЛЕДОВАНИЕ 
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 
НЕОДНОРОДНЫХ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ТЕЛ 

Работа посвящена определению напряжений и деформаций в неоднородных осесим-

метричных телах с использованием теории потенциала. На основании разработанного 

алгоритма построены граничные интегральные уравнения и проведена их численная 

реализация, а также решены ряд тестовых задач для проверки достоверности алгоритма. 

Введение. Как правило, все материалы, используемые для создания конст-
руктивных элементов машин и механизмов, имеют определенную неоднород-

ность, которую можно разделить на микронеоднородность (дефекты и непра-

вильность кристаллической решетки, молекулярная структура полимеров и 

т. д.) и макронеоднородность (параметры, определяющие свойства среды, зави-

сят от координат и осреднены по области, которая является большой в сравне-

нии с размерами структуры элементов тел). С позиции инженерной практики 

интерес представляет исследование НДС тел с макронеоднородностью (упругие 

тела с непрерывной неоднородностью). Неоднородность упругих свойств воз-

никает в процессах формирования тел (процессы отливки), при различных тех-

нологических процессах (различные виды обработки тел), эксплуатации конст-

руктивных элементов на практике (воздействие температуры, радиации и т. д.).  

При действии на тела высоких температур изменение температуры Т при-
водит к существенному изменению модуля Юнга Е = Е(Т), коэффициента ли-
нейного расширения α = α(Т) при постоянном коэффициенте Пуассона ν [1]. 
В работе [2] показано, что максимальные напряжения в нагретой толстостен-

ной трубе с учетом изменения модуля Юнга от температуры ∼ на 40 % мень-
ше, чем при постоянном модуле. Поэтому постановка и реализация такого 

рода задач актуальна и имеет практическую ценность. 

Для исследования НДС в осесимметричных телах с непрерывной неодно-

родностью необходимо поставить краевую задачу теории упругости (термо-

упругости) и разработать эффективный метод ее реализации. Аналитическое 

решение такого рода задач практически невозможно в связи со сложной гео-

метрией области тел и граничных условий поэтому в настоящее время приме-

нение нашли различные численные методы. Наиболее распространенным 

численным методом решения краевых задач является метод конечных эле-

ментов (МКЭ). Однако он не свободен от недостатков. Для решения постав-

ленной задачи используем метод потенциала, с помощью которого дифферен-
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циальные уравнения сводятся к интегральным уравнениям Фредгольма 2-го 

рода и которые имеют некоторые преимущества по сравнению с МКЭ [3]. 

Методика решения. Согласно [2] краевая осесимметричная задача неод-
нородной термоупругости сводится к решению дифференциальных уравнений 

равновесия в частных производных: 
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где nρ, nz – направляющие косинусы внешней нормали к поверхности тела, а 

также уравнений теплопроводности 
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эмпирический коэффициент. 

С использованием метода возмущений [2] краевая задача (1), (2) сводится 

к решению осесимметричной задачи стационарной термоупругости однород-

ного тела (нулевое приближение) и последовательности краевых задач теории 

упругости (последующие приближения). 

Представляя температуру Т∗ в виде функции Грина, вместо (3) получаем 

интегральное уравнение краевой задачи теплопроводности: 
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Здесь х, у – параметрическая и текущая точки при интегрировании, 
2222

cos2 Zr yxyx +θρρ−ρ+ρ= , Z = Zy – Zx; xy ϑ−ϑ=θ  dly – элемент дуги 

меридионального контура; Z; E, K – эллиптические интегралы. 
Решение системы (1) разыскиваем в виде 

;
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где 
uuρ , 

u
zu  – общие решения однородных дифференциальных уравнений (1) 

[3]; 
Tuρ , 

T
zu  – частные решения Гудьера, интегральное представление кото-

рых имеет вид: 
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интегралы [3]. 

С помощью соотношений Дюгамеля – Неймана были построены инте-

гральные уравнения напряжений 
0
ρρσ , 0

zzσ , 
0
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ϑϑσ , (соответствуют (5), а 

выражения 
u
ρρσ , …, u

ϑϑσ , приведены в [4]) и сингулярные интегральные 

уравнения (СИУ) краевой задачи термоупругости на нулевом приближении: 
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где νρ, νz – плотности потенциала простого слоя, Aρρ, …, Bzz – коэффициенты, 

полученные в [4], )(xpρ , )(xpz  – компоненты механических усилий, )(xpTρ , 

)(xpTz  – компоненты фиктивной температурной поверхностной нагрузки. 
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Здесь решение задачи теории упругости разыскиваем в виде 
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В результате решения (7) определялись плотности νρ, νz, а затем напряже-

ния 
0
ρρσ , …, 0

ϑϑσ . Значения напряжений использовались для решения крае-

вой задачи теории упругости на первом приближении. 
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N
zCρ  аналогичны соотношениям в работе [3]. 

Система СИУ такая же, как и (7), но вместо 
Tpρ  и 

T
zp  берется фиктивная 

нагрузка 
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Некоторые результаты. На основе метода механических квадратур раз-
работан алгоритм численного решения интегральных уравнений и составлена 

программа для ПЭВМ. Интегралы вычислялись с помощью квадратурных 

формул Гаусса и Лащенова. Реализован тестовый пример. В качестве примера 

решена задача о нагреве полой сферы. Результаты численного решения срав-

нивались с решением в [2]. Построены зависимости распределения радиаль-

ных и тангенциальных напряжений, приведенные на рисунках 1 и 2. 

Расчеты, выполненные для следующих исходных данных: Ta = 500 °C, 

Tb = 400 °C, с⋅
⋅⋅

⋅
=λ

градссм

сккал
11,00 , ν = 0,33, a = 0,5 м, b = 1 м, продемонстри-

ровали работоспособность предложенного алгоритма. 
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Рисунок 1 – Распределение радиальных напряжений 

 
Рисунок 2 – Распределение тангенциальных напряжений 
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A. I. VEREMEICHICK, V. M. KHVISEVICH 
ELABORATION OF POTENTIAL METHOD 
IN THE RESEARCH OF STRESS-STRAIN STATE 
FOR HETEROGENEOUS AXIAL-SYMMETRIC BODIES  

The study covers potential theory-based determination of stresses and deformations for 

heterogeneous axial-symmetric bodies. On the ground of the developed algorithm the bound-

1 – решение [1] 

2 – решение авторов 

1 – решение [1] 

2 – решение авторов 
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ary integral equations have been formulated and their numerical implementations have been 

made as well as a number of test problems to validate the algorithm have been solved. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИКИ СИСТЕМЫ 
«АВТОМОБИЛЬ – ЯРУСЫ ТРУБ» ПРИ ТОРМОЖЕНИИ 

В работе на основе принципа Даламбера составлена система дифференциальных 

уравнений второго порядка, описывающих движение автомобиля с четырьмя поярусно 

закрепленными на нем трубами. В результате ее решения выполнена оценка тормозно-

го пути автомобиля с учетом упругости креплений. 

Металлические, железобетонные и асбестоцементные трубы перевозят от 

заводов-изготовителей до пунктов назначения железнодорожным, автомо-

бильным, водным и другими видами транспорта. В населенных пунктах дос-

тавка труб к месту их установки осуществляется автомобильным транспор-

том. Для перевозки труб используют автомобили МАЗ-5048, МАЗ-5205А,  

КамАЗ-5410, ОдАЗ-9370, автопоезда ПЛТ 1810 и ПЛТ 1310, автопоезд-

самопогрузчик УПЛС 1308. Для транспортирования железобетонных труб со 

стальным сердечником диаметром 250, 300 и 400 мм, длиной 5 м, а также ас-

бестоцементных труб диаметром 300–450 мм, длиной 3–5 м, суммарной мас-

сой до 7500 кг ПТБ «Водстройиндустрия» разработан трубовоз АТ 0805. В 

трубовозе применены легкосъемные сменные подкладки, обеспечивающие 

быструю переналадку под трубы другого типоразмера, и гибкие прокладки, 

исключающие взаимное соприкосновение труб. Внедряется он на предпри-

ятиях стройиндустрии Главнечерноземводстроя. 

Наличие в населенных пунктах светофоров, нерегулируемых  пешеходных 

переходов требует от водителей автомобилей повышенного внимания особен-

но при перевозке длинномерных и крупногабаритных грузов, какими являют-

ся трубы. Водитель автомобиля должен знать, что длина тормозного пути, 

даже с полностью заторможенными колесами зависит как от скорости движе-

ния, так и состояния дороги. 

Цель исследований – установление длины тормозного пути автомобиля 

при полностью заторможенных колесах от скорости движения и коэффициен-

та трения скольжения шин колес по дороге. 


