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МЕТОДИЧЕСКИЕ ВОЗМОЖНОСТИ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ТЕНЗОРОВ 

ВТОРОГО РАНГА В ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКЕ 

Рассмотрен вопрос использования тензоров второго ранга при изучении теорети-

ческой механики. Показано, что их применение, не нарушая обычный стиль изложе-
ния дисциплин при подготовке студентов инженерных специальностей и направле-
ний подготовки, позволяет существенно сократить громоздкие выводы при изложе-
нии теоретического материала и наполнить его понятным физическим смыслом. 

Существенное сокращение часов (практически в два раза), отводимых на 

проведение аудиторных занятий основных теоретических дисциплин, в том 

числе и на теоретическую механику, приводит к необходимости конспек-

тивного изложения теоретического материала. Подобного рода практика 

приводит к необходимости исключать, при чтении лекций, подробные выво-

ды основных зависимостей и теорем изучаемого курса, что неизбежно ведет 

к непониманию учащимися излагаемого материала. С другой стороны мини-

стерство образования требует повышения фундаментальной подготовки сту-

дентов ВПО при дальнейшем сокращении часов аудиторных занятий. 

Такого рода противоречий можно избежать частично изменив изложение 

общетеоретических и общематематических курсов дисциплин. При этом 

желательно широко использовать векторную и тензорную символику при 

выводе изучаемых в курсе теорем и положений. 

Отметим, что применение тензоров второго ранга в теоретической и ана-

литической механике хорошо известно [1–3]. В работе [2] эти вопросы под-

робно и детально обсуждены. Однако при изложении теоретического мате-
риала в ней отсутствует единый подход к применению тензорного исчисле-
ния в теоретической механике. Так, при изложении кинематики твердого 
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тела используется матричное исчисление и отсутствует понятие тензора по-

ворота. При рассмотрении динамических величин вводится понятие тензора 

инерции, но его преобразование к другим координатным системам основы-

вается на теории матриц. 

Цель настоящей работы заключается в попытке представления теорети-

ческого материала в более строгой в методическом отношении форме. При 

изложении курса теоретической механики введение понятий единичного 

тензора и ортогонального тензора поворота в виде диадных произведений 

векторов координатных базисов, а также тензора инерции позволяет при-

дать основным кинематическим и динамическим соотношениям крайне 

компактный вид. Кроме того, использование тензорных величин при выво-

де основных теорем и дифференциальных уравнений позволяет сущест-

венно сократить время изложения теоретического материала, а его объем 

оставить неизменным. 

Не останавливаясь подробно на свойствах тензоров 2-го ранга покажем, 

что их применение позволяет существенно сократить выводы при изложении 

теоретического материала всего курса теоретической механики. В качестве 

примера рассмотрим сферическое движение твердого тела. 
Кинематика сферического движения. Положение тела, совершающего 

сферическое движение, можно определить углами Эйлера (рисунок 1): пре-

цессии ψ(t), нутации θ(t) и собственного вращения φ(t). 

 
 

Рисунок 1 – Переход твердого тела из начального положения в конечное 

Перевод тела из начального положения в заданное можно осуществить 

с помощью трех последовательных поворотов 
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Первый поворот производится вокруг оси прецессии k  на угол ψ 
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Второй поворот производится вокруг линии узлов ON (ось нутации, зада-
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kktkktttnnekttnnOn θ+θ−θ+θ+=+′+= cossinsincos
~

3 , 

где ktt θ+θ=′ sincos , kte θ+θ−= cossin3 . 

Третий поворот осуществляется вокруг оси собственного вращения 3e  на 

угол φ 

33321 cossinsincos
~

3
eettnttnnneketenOe +′′ϕ+′ϕ−′ϕ+ϕ=+′+= , 

где tne ′ϕ+ϕ= sincos1 , tne ′ϕ+ϕ−= cossin2 . 

После третьего поворота тело и оси подвижной системы координат Oξηζ, 
связанные с ним, займут заданное положение. Результирующий поворот мож-

но определить диадным произведением (ортогональным тензором поворота) 

3213
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Положение точки в системе координат, жестко связанной с телом, опре-
делится вектором 321 eeeс ζ+η+ξ=  с помощью тензора поворота 

00 ~~
ρ⋅=⋅ρ= T

OOс , 

где 0
3

0
2

0
1

0
eee ζ+η+ξ=ρ  – вектор, определяющий начальное положение 

точки твердого тела. 
Скорость точки твердого тела, совершающего сферическое движение, 

ρ×ω=ρ⋅×ω=ρ⋅=ρ⋅=ρ= 00000 )
~

( mmmm
T

eeeeO
dt

d
v && . 

Здесь ϖ  – угловая скорость тела, которую можно представить вектором  

3enk ϕ+θ+ψ=ϖ &&& . 

Последнее выражение можно проверить непосредственным дифференци-

рованием векторов me , 3,1=m . 

Компоненты вектора угловой скорости в системе координат Oξηζ, свя-

занной с телом, и неподвижной можно определить [2] с помощью единич-

ных тензоров mm eeE =
~

 и kkjjiieeE mm ++== 000~
 для каждой из систем 

соответственно  

.
~~

,
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EEOxyz
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В частности, для системы координат Oξηζ получим: 

,)cos()sinsincos()cossinsin(
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~
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 (1) 

а для системы координат Oxyz – 



 181 

.)cos()sincossin()sinsincos(

)()(
~

3
0

kji

kkjjiienkE

θψ+ϕ+θψϕ−ψθ+θψϕ+ψθ=

=++⋅ϕ+θ+ψ=⋅ω=ϖ

&&&&&&

&&&
 (2) 

Полученные выражения называются кинематическими соотношениями 

Эйлера. 
Момент инерции относительно произвольной оси и тензор инерции. 

При вычислении момента инерции механической системы относительно 

произвольной оси Oξ (рисунок 2), определяемой направляющим вектором 

kjie )cos()cos()cos( γ+β+α= , 

обычно используют формулу [3–6]: 

22
ermhmI k

k k

kkk ×==∑ ∑ξ , (3) 

которую, после несложных, но громоздких преобразований, приводят к виду 

.)cos()cos(2)cos()cos(2

)cos()cos(2)(cos)(cos)(cos 222

zxyz

xyzyx
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После этого вводится понятие тензора инерции I
~

, задаваемого матрицей 
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компоненты которой представляют собой совокупность осевых и центро-

бежных моментов инерции, вычисленных относительно прямоугольных де-

картовых координат.  
При этом переход от соотношения 

(4) к понятию тензора инерции в виде 

матрицы I
~

 неочевиден и требует 

дополнительного осмысления. 

Рассмотрим теперь вместо соот-
ношения (3) выражение 

∑ ∑ ⋅==ξ
k k

kkkkk hhmhmI
2 , 

в котором вектор kh  определяется из 

очевидного равенства kkk hOOr +=  

(см. рисунок 2), т.е. kkk OOrh −= . 
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Рисунок 2 – Вычисление момента 
инерции относительно оси Oξ 
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Вектор eOOOO kk =  определим с помощью диадного произведения 

ereereeereOOOO kkkkk ⋅=⋅=⋅== . 

Тогда момент инерции системы относительно оси Oξ 

∑ ∑ ⋅⋅−=⋅−⋅⋅−=ξ
k k

kkkkkkkkk errermerererermI )()()( 2 . 

Умножая величину 2
kr  на единицу, выраженную с помощью единичного 

тензора E
~

 ( )
~

kkjjiiE ++=  соотношением eEe ⋅⋅=
~

1 , получим 

∑ ⋅⋅=⋅⋅−⋅⋅=ξ
k

kkkk eIeerreeEermI 0
2 ~

)
~

( ,   (6) 

где ∑ −⋅=
k

kkkkO rrErmI )
~

(
~ 2  – тензор инерции механической системы, вы-

численный в точке O, который в развернутой форме можно записать в виде 

kkIikIkjIjjIijIkiIjiIiiII zzzxyzyyyxxzxyxxO −−−+−−−=
~

 

или представить матрицей (5). 

Для сплошного твердого тела тензор инерции запишется в виде 

∫ −=

m

O dmrrErI )
~

(
~ 2 . (7) 

Тензор инерции OI
~

 является симметричным тензором T
OO II

~~
= . 

Тензор инерции удобно задавать в осях подвижного базиса, жестко свя-

занного с твердым телом. В этом случае его компоненты являются постоян-

ными величинами, и переход из основного базиса к повернутому можно 

осуществить с помощью соотношения 

OIOI
T ~~~

⋅⋅=′ . 

Кинетический момент твердых тел. 

Рассмотрим выражения для кинетического 

момента твердых тел, совершающих раз-
личные виды движения. 

Сферическое движение 
При вращении твердого тела вокруг 

неподвижного центра (рисунок 3) скорости 

его точек определяются формулой Эйлера 

kk rv ×ω= . Кинетический момент тела  
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Рисунок 3 – Сферическое движение 
твердого тела 
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Учитывая, что двойное векторное произведение трех векторов ba , и c  

можно представить в виде 

)()()( baccabcba ⋅−⋅=×× , 

получим 

( ) ( )∑∑ ω⋅−ω⋅=ω⋅−ω⋅=
k

kkkk

k

kkkkkO rrErmrrrrmK
~2 . 

Окончательно 

ω⋅= OO IK
~

   (8) 

Вращательное движение вокруг неподвижной оси 
При вращении твердого тела вокруг неподвижной оси (например оси Oz), 

кинетический момент тела )( kzω=ω  

.)(ˆ)
~

(
22

iIjIkIzrkrmkrrErmK zzxzzyzz
k k

zkkkzkkkO ω−ω−ω=ω−=ω⋅−=∑ ∑  

В том случае, когда ось вращения является главной осью, центробежные 

моменты инерции равны нулю, и кинетический момент 

kIK zzO ω= . 

Произвольное движение  
Движение свободного твердого тела можно разложить на переносное 

движение – поступательное вместе с центром масс и относительное – сфери-

ческое вокруг центра масс.  
Тогда положение kr  и скорость kv  

произвольной точки свободного тела 

можно записать в виде (рисунок 4) 

kCk rr ρ+= , 

kCkCk vvvv ρ×ω+=′+= . (9) 

Здесь учтено, что расстояние между 

точками твердого тела неизменно 

(ρk = const), локальная производная 

0=
ρ′

dt

d k  и k
k

dt

d
ρ×ω=

ρ
. 

Кинетический момент в этом случае 
 

∑∑ ∑ ρ×ω×ρ+×=ρ×ω+×ρ+=×=
k

kkkCC

k k

kCkkCkkkO mvmrvmrvmrK )()()( . 

Окончательно получим: 
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Рисунок 4 – Свободное движение 
твердого тела 
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Здесь ∑ ∫ ρρ−ρ=ρρ−ρ=

m

kkkkC dmEEmI )
~

()
~

(
~ 22

 – тензор инерции твер-

дого тела, вычисленный относительно центра масс C в подвижных осях 

Cξηζ, жестко связанных с твердым телом. 

Динамика твердого тела. Дифференциальные уравнения различных ви-

дов движений твердого тела можно получить из соответствующих теорем 

динамики. 

Сферическое движение твердого тела 
Для составления дифференциальных уравнений сферического движения 

запишем теорему об изменении кинетического момента в дифференциаль-

ной форме 

∑ ×=
k

e
kk

O Fr
dt

Kd
 

и согласно выражению (8) получим  

∑ ×ρ=ω⋅×ω+ω⋅
k

e
kkOO FII

&& ~~
. 

Поскольку рассматривается движение абсолютно твердого тела r =const, 

то производную по времени от тензора инерции можно записать в виде 

ω×−×ω= OOO III
~~~&

. Соответственно ω⋅×ω=ω⋅ω×−ω⋅×ω=ω⋅ OOOO IIII
~

)
~

(
~~&

, 

так как 0)
~

( =ω⋅ω×OI . Окончательно уравнения сферического движения 

твердого тела примут вид 

e
O

k

e
kkOO MFII =×ρ=ω⋅×ω+ω⋅ ∑

~~ & .     (11) 

Для получения дифференциальных уравнений движения в наиболее про-

стом виде возьмем в качестве координатных осей подвижные главные оси 

инерции Oξηζ, жестко связанные с телом. Тогда тензор инерции и вектор 

угловой скорости 

332211

~
eeIeeIeeII ζηξ ++= , 321 eee ζηξ ω+ω+ω=ω  

и уравнения движения (динамические уравнения Эйлера) примут вид: 

eMII
dt

d
I ξηζζη

ξ
ξ =−ωω+

ω
)( , 

e
MII

dt

d
I ηζξξζ

η
η =−ωω+

ω
)( , 

e
MII

dt

d
I ζξηηξ

ζ
ζ =−ωω+

ω
)( . 

Для получения замкнутой системы уравнений к динамическим уравнениям 

Эйлера следует присоединить кинематические уравнения Эйлера (1). 
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Вращательное движение вокруг неподвижной оси 
Уравнения вращательного движения вокруг неподвижной оси  на осно-

вании (11) запишутся в виде )( kzω=ω . 

Раскладывая выражения тензора инерции и вектора угловой скорости по ба-
зису неподвижной системы координат Oxyz, получим 

e
xzyzzxy MII =ω+ω− 2& , 

e
yzzxzyz MII =ω+ω− 2& ,  (12) 

e
zzz MI =ω& . 

В системе координат, жестко связанной с твердым телом так, что ось 

вращения совпадет, например, с осью 3e  )( 3ekz ζω=ω=ω  эти уравнения 

примут вид: 
e

MII ξζηζζξη =ω+ω− 2& , 

e
MII ηζζξζηζ =ω+ω− 2& ,  (13) 

e
MI ζζζ =ω& . 

Следует отметить, что, несмотря на то, что системы уравнений (12) и (13) 

по структуре совпадают, в уравнении (12) моменты инерции являются функ-

циями времени, а в уравнениях (13) – нет. Первые два уравнения этих систем 

содержат неизвестные реакции, а последнее неизвестное угловое ускорение. 
Таким образом, уравнение  

e
zzz MI =ω&  или 

e
MI ζζζ =ω&  

является дифференциальным уравнением вращательного движения твёрдого 

тела вокруг неподвижной оси, т.к. оси Oz и Oξ совпадают. 
Свободное движение твердого тела 
Дифференциальные уравнения свободного движения твердого тела полу-

чим из теоремы об изменении кинетического момента относительно непод-

вижного центра 

∑ ×=

k

e
kkO FrK

&
. 

Подставив соотношения (9) и (10), получим 

∑ ×ρ+=ω⋅+× e
kkCCCC FrIvmr

dt

d
)()

~
(  

или в развернутой форме 

∑∑ ×ρ+×=ω⋅+ω⋅+×+×
k

e
kk

k

e
kCCCCCCC FFrIIvmrvmr

&&&& ~
. 
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Здесь 0=× CC vmr&  и слагаемые, подчеркнутые одной чертой, выражают 

теорему об изменении количества движения 

∑=
k

e
kC Fvm & , (14) 

а двумя чертами теорему об изменении кинетического момента в относи-

тельном движении по отношению к центру масс 

∑ ×ρ=ω⋅×ω+ω⋅
k

e
kkCC FII

~~ & . (15) 

Совмещая оси подвижной системы координат с главными осями инерции 

Cξηζ и записывая данные теоремы в проекциях на оси подвижной и непод-

вижной системы, получим шесть дифференциальных уравнений движения 

свободного твердого тела: 

,)()(, ∑∑ ξηζζη
ξ

ξ =−ωω+
ω

= e
kC

e
kxC FMII

dt

d
IFxm &&  

,)()(, ∑∑ ηζξξζ
η

η =−ωω+
ω

= e
kC

e
kyC FMII

dt

d
IFym &&    (16) 

.)()(, ∑∑ ζξηηξ
ζ

ζ =−ξω+
ω

= e
kC

e
kzC FMII

dt

d
IFzm &&  

Используя уравнения (14), (15) или (16), можно легко получить диффе-
ренциальные уравнения поступательного и плоского движений твердого 

тела, как частный случай произвольного движения. 

Поступательное движение 
При поступательном движении твердого тела его угловая скорость равна 

нулю. Тогда на основании тождеств CC rmvm &&& =  и (14) получим 

∑=
k

e
kC Frm && . 

В проекциях на оси координат будем иметь 

∑= e
kxC Fxm && , ∑= ,

e
kyC Fym &&  ∑= e

kzC Fzm && . 

Плоское движение 
При плоском движении твердого тела zC = const, а угловая скорость равна 

ke zω=ω=ω ζ 3 . Уравнения (16) примут вид дифференциальных уравнений 

плоского движения твердого тела 

∑= e
kxC Fxm && , ∑= ,

e
kyC Fym &&  ∑ ζ

ζ
ζ =

ϖ

k

e
kCC FM

dt

d
I )( . 

Таким образом, соотношения, описывающие различные движения тела в 

тензорной форме, получены. 
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