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ТЕНЗОРНЫЙ ФОРМАЛИЗМ  

В МЕХАНИКЕ АБСОЛЮТНО ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Предложен один из путей введения тензорных характеристик в преподавании 

теоретической механики при описании движения твердого тела, обладающий на-
глядным физическим содержанием и возможностями использования для записи ин-

вариантных количественных соотношений. 

Введение. В последние годы, в связи с массовым применением вычисли-

тельной техники в практику преподавания теоретической механики стали ши-

роко внедряться матричные методы. Это относится как к записи уравнений 

равновесия и движения линейных систем, так и к процедуре получения их 

решений. Помимо этого матричная запись используется для представления 

группы собственных ортогональных аффинных преобразований движения, к 

которым относятся параллельные переносы и вращения. В меньшей степени в 

задачах классической механики используется тензорный формализм, несмотря 

на отражаемый им глубокий физический смысл и инвариантный характер по-

лучаемых с его использованием количественных соотношений. В данной ра-
боте, имеющей методический характер, рассматриваются «тензорная приро-

да» тензора инерции, о которой, к сожалению, практически не упоминается в 

учебной литературе, и понятие тензора угловой скорости, перспективное, на 
наш взгляд, для решения некоторых задач классической механики. 

Тензор инерции. К понятию тензора инерции проще всего подойти, рас-
сматривая выражение кинетического момента твердого тела в случае его 

сферического движения. С учетом формулы Эйлера для скорости произ-
вольной точки тела имеем 
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где ω
r

 − мгновенная угловая скорость сферического движения. 

Воспользовавшись формулой для двойного векторного произведения 
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В проекциях на оси  системы координат, связанной с движущимся телом, 
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Введем обозначения:  
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менты инерции ( yxxy II = , zyyz II = , xzzx II = ). 

Тогда  

zxzyxyxxOx IIIK ω−ω−ω= , 

zyzyyxyxOy IIIK ω−ω+ω−= , 

zzyzyxzxOz IIIK ω+ω−ω−= . 
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В общем случае вектор кинетического момента не совпадает по направ-

лению с вектором угловой скорости. В матричном виде их связь описывает-

ся выражением 
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Или, как линейное отображение (оператор) в трехмерном векторном про-

странстве:  

ω=
rr

IOK , 

Линейному оператору I соответствует в фиксированном базисе ),,( kji
rrr

 

матрица 
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I  – тензор инерции. 

Матрица I  является симметрической и ее элементы определяются мо-

ментами инерции твердого тела, характеризующими распределение масс 

относительно фиксированной системы координат. 
Как известно, при изменении базиса (преобразовании системы коорди-

нат) матрицу линейного оператора можно привести к диагональному виду 
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где ξI , ηI , ζI  − собственные значения линейного оператора I, которые на-

ходятся из уравнения 

( ) 0det =λ− EI , 

E  − единичная матрица. 
То есть 
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(λ1 = Iξ, λ2 = Iη, λ3 = Iζ). 

Один и тот же линейный оператор в двух разных базисах имеет разные 

матрицы I ′  и I . Используя традиционную нумерацию координатных осей 

( 3,2,1 →→→ zyx ) и обозначая через jiij eelL ′⋅==
rr

 ортогональную 
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матрицу перехода от ортонормированного базиса ( 321 ,, eee ′′′ ), соответствую-

щего главным осям, к ортонормированному базису ( 321 ,, eee ) с произволь-

ным расположением базисных векторов, имеем 
1−′= LILI , Т1

LL =−  

(в силу ортогональности обратная матрица совпадает с транспонированной). 

Тогда, с учетом определения операции умножения матриц, связь между 

элементами матриц I ′  и I  можно записать в следующем координатном виде 
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где ( )miim xOOxl ′= ∧
cos  − косинусы углов между новыми и старыми осями. 

Формула (1) преобразования элементов матрицы линейного оператора 

при изменении базиса может служить определением тензора. Если соответ-

ствующие девять величин преобразуются по этому правилу, то они называ-

ются компонентами тензора, а инвариантный образ линейного оператора – 

тензором (в данном случае тензором второго ранга). 
В частности, момент инерции относительно произвольной оси Ox, со-

ставляющей углы α , β  и γ  с главными осями ξO , ηO  и ζO , в соответст-

вии с указанным правилом перехода от одного базиса к другому, определит-

ся равенством 

γ+β+α= ζηξ
222 coscoscos IIII x . 

Этому равенству можно дать наглядную геометрическую интерпретацию. 

Вдоль оси Ox отложим отрезок  
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где ( ) 1−
ξ= Ia , ( ) 1−

η= Ib , ( ) 1−
ζ= Ic . 

Геометрическим местом точек M  является поверхность эллипсоида, на-
зываемого эллипсоидом инерции, с полуосями, обратными корням квадрат-
ным из соответствующих главных моментов инерции. Каждой точке твердо-

го тела можно сопоставить эллипсоид инерции. По построению, длина от-
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резка, соединяющего данную точку с произвольной точкой поверхности эл-

липсоида, обратно пропорциональна корню квадратному из момента инер-

ции твердого тела относительно оси соответствующего направления. Вместе 

с массой эллипсоид инерции полностью определяет инертные свойства 

твердого тела.  
Тензор угловой скорости. Введем в рассмотрение антисимметричный тен-

зор второго ранга угловой скорости (http://dee.karelia.ru/files/vector/P3end.htm) 
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Этот тензор имеет всего три независимых компоненты, преобразующиеся 

при изменении базиса по общему тензорному правилу (1).  

Имеет место утверждение: три независимые компоненты антисиммет-

ричного тензора второго ранга  

213123312 ,, ω−=Ωω=Ωω=Ω  

преобразуются как компоненты аксиального вектора угловой скорости 

{ }321 ,, ωωω=ω
r

. 

Действительно, при повороте осей 
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3132121111 ω+ω+ω=ω′ lll . 

Аналогично для компонент 2ω′  и 3ω′  получим: 

3232221212 ω+ω+ω=ω′ lll , 

3332321313 ω+ω+ω=ω′ lll . 

При преобразовании инверсии, когда правая система координат перехо-

дит в левую, т.е.:  
,;; 332211 eeeeee

rrrrrr
=′=′−=′  

то 

,,, 311331232323121212 Ω−=Ω′→ΩΩ=Ω′→ΩΩ−=Ω′→Ω  

т.е. 

111 ω=ω′→ω ; 222 ω−=ω′→ω ; 333 ω−=ω′→ω . 

Компоненты вектора ω
r

 преобразуются как компоненты аксиального вектора. 
Таким образом, компонентам антисимметричного тензора Ω в рассмат-

риваемой системе координат может быть поставлен в соответствие вектор 

угловой скорости ω
r

. Справедливо и обратное утверждение. 
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S. A. BERESTOVA, E. A. MITYUSHOV, T. A. ROSHCHEVA 

TENSOR FORMALISM IN MECHANICS OF RIGID BODY 

There is suggested the way of introducing tensor characteristics in Engineering Me-

chanics teaching when describing the motion of a rigid body with a clear physical content 

and possibility of using it for recordings of quantitative invariant relations. 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ ВОЗМОЖНОСТИ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ТЕНЗОРОВ 

ВТОРОГО РАНГА В ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКЕ 

Рассмотрен вопрос использования тензоров второго ранга при изучении теорети-

ческой механики. Показано, что их применение, не нарушая обычный стиль изложе-
ния дисциплин при подготовке студентов инженерных специальностей и направле-
ний подготовки, позволяет существенно сократить громоздкие выводы при изложе-
нии теоретического материала и наполнить его понятным физическим смыслом. 

Существенное сокращение часов (практически в два раза), отводимых на 

проведение аудиторных занятий основных теоретических дисциплин, в том 

числе и на теоретическую механику, приводит к необходимости конспек-

тивного изложения теоретического материала. Подобного рода практика 

приводит к необходимости исключать, при чтении лекций, подробные выво-

ды основных зависимостей и теорем изучаемого курса, что неизбежно ведет 

к непониманию учащимися излагаемого материала. С другой стороны мини-

стерство образования требует повышения фундаментальной подготовки сту-

дентов ВПО при дальнейшем сокращении часов аудиторных занятий. 

Такого рода противоречий можно избежать частично изменив изложение 

общетеоретических и общематематических курсов дисциплин. При этом 

желательно широко использовать векторную и тензорную символику при 

выводе изучаемых в курсе теорем и положений. 

Отметим, что применение тензоров второго ранга в теоретической и ана-

литической механике хорошо известно [1–3]. В работе [2] эти вопросы под-

робно и детально обсуждены. Однако при изложении теоретического мате-
риала в ней отсутствует единый подход к применению тензорного исчисле-
ния в теоретической механике. Так, при изложении кинематики твердого 


