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РАСЧЕТНАЯ МЕТОДИКА ОПТИМИЗАЦИИ СОСТАВА 
КОНСТРУКЦИОННОГО КОМПОЗИТА 

Усовершенствован и обобщен ранее разработанный двухуровневый подход к оп-
тимизации состава конструкционного композита. Усовершенствованный подход ис-
пользован для определения максимально допустимой объемной доли наполнителя, 
при которой сохраняется прочность детали произвольной конфигурации, изготов-
ленной из дисперсно-наполненного короткими углеродными волокнами политетра-
фторэтилена. При этом рассматривался фрагмент детали вблизи области контакта 
цилиндрических поверхностей. 

Введение. Широкое практическое применение полимеров и композитов 
на их основе обусловливает повышенный интерес к анализу и прогнозирова-
нию механических свойств материалов данного класса. Дисперсно- и воло-
конно-армированные полимеры характеризуются рядом структурно-
механических особенностей, учет которых необходим для расчета элементов 
конструкций, изготовленных из композитных материалов. Одной из таких 
особенностей является отличие механических свойств полимерной матрицы 
от свойств блочного полимера. Изменение структуры и свойств полимера в 
композите вызвано взаимодействием частиц наполнителя с макромолекула-
ми полимерной матрицы. Для учета данного явления при расчете эффектив-
ных характеристик в модель структуры исследуемого композита вводят до-
полнительную компоненту, которая представляет собой межфазный слой и 
замещает часть приграничного объема матрицы [1–3]. Толщина и механиче-
ские свойства межфазного слоя определяются природой наполнителя и мат-
рицы, размерами и фрактальной размерностью частиц наполнителя [4, 5]. 
При решении прикладных задач параметры данного слоя могут выбираться 
так, чтобы обеспечить наилучшее соответствие расчетных оценок экспери-
ментальным данным [6]. 

Ранее была предложена расчетная методика, позволяющая прогнозиро-
вать эффективные упругие характеристики [7] и предел текучести [8] дис-
персно-наполненного полимера при наличии упруго деформирующегося 
межфазного слоя. Как и в большинстве научных публикаций, посвященных 
анализу влияния межфазного слоя на эффективные свойства композитов [2, 
3, 6, 9], в работах [7, 8] рассматривалось наполнение полимера сферически-
ми частицами. В случае сферических или длинных цилиндрических включе-
ний удается получить и использовать точные аналитические решения урав-



 142 

нений теории упругости для каждой компоненты исследуемого композита. 
Однако в большинстве наполненных полимеров форма частиц наполнителя 
далека от сферической. В частности, один из наиболее распространенных 
способов получения конструктивных композитных материалов состоит в 
наполнении полимерной матрицы короткими (рублеными) волокнами [10]. 
Данный способ позволяет упростить изготовление изделий, обеспечить от-
носительно высокую жесткость материала и регулировать степень анизотро-
пии его механических свойств.  

Расчет эффективных механических характеристик композитов, содержа-
щих включения сложной формы, осуществляется на основе подхода, кото-
рый подразумевает введение тензора концентрации деформаций [11, 12]. 
При определении компонент данного тензора используется функция Грина 
для однородного изотропного упругого пространства [12]. Указанный под-
ход позволил получить расчетные оценки эффективных упругих характери-
стик композитов с различной конфигурацией и ориентацией включений  
[13–15]. Однако при таком моделировании недостаточно внимания уделя-
лось учету межфазного слоя. Попытка учета данного слоя в рамках модели 
Мори-Танаки ранее была осуществлена в работе [16]. При этом частицы на-
полнителя моделировались вытянутыми эллипсоидами. Однако в рамках 
методики работы [16] вводится недостаточно обоснованное допущение об 
изотропности материала составного включения, образованного частицей 
наполнителя и межфазным слоем. Кроме того, ранее при расчетах не учиты-
валась зависимость относительной толщины межфазного слоя от объемной 
доли наполнителя.  

Таким образом, актуальной является задача о совершенствовании извест-
ных методик механики гетерогенных материалов для получения уточненных 
расчетных оценок эффективных деформационно-прочностных характери-
стик наполненных полимеров с учетом наличия межфазного слоя и анизо-
тропии [16] частиц наполнителя. Данные оценки позволят существенно сни-
зить материальные и временные затраты на выбор состава композита, наи-
более полно удовлетворяющего техническим требованиям и критерию проч-
ности. Оптимальные значения параметров композита, в частности – объем-
ной доли наполнителя, во многом определяются условиями функционирова-
ния конкретного изделия. Поэтому предварительный (теоретический) выбор 
требуемого состава композита подразумевает комплексное выполнение сле-
дующих двух расчетных операций: 

1) прогноз эффективных механических характеристик материала. При та-
ком расчете обычно рассматривается структурный элемент композита, со-
держащий частицу наполнителя и окружающий ее объем матрицы; 

2) определение напряженно-деформированного состояния рассматривае-
мого изделия при заданном режиме нагружения. 
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Подобный комплексный (двухуровневый) подход был ранее реализован 
[17] для определения значения объемной доли наполнителя, при котором 
реализуется требуемая жесткость зуба композитной зубчатой передачи, а 
также соблюдается условие прочности. Однако в рамках данного варианта 
оптимизации для расчета эффективных характеристик композита использо-
валась методика работы [16]. Отмеченные выше недостатки этой методики 
снижают достоверность полученных в [17] оценок оптимальной доли напол-
нителя. Также следует отметить, что полученные в названной работе резуль-
таты справедливы только для рассматриваемой конструкции зубчатой пере-
дачи. При этом с точки зрения механики материалов она является частным 
случаем контактного взаимодействия деформируемых тел. Представляется 
возможным и целесообразным расширить область применения двухуровне-
вого метода оптимизации и использовать его при анализе контактной задачи 
в общей постановке. 

В связи с вышесказанным, целью настоящей работы является определе-
ние значений объемной доли наполнителя, при которой выполняется усло-
вие прочности для детали, изготовленной из дисперсно-наполненного поли-
мера и работающей в условиях контактного взаимодействия. При этом ис-
пользована усовершенствованная методика расчета эффективных свойств 
композита, основанная на модели Мори-Танаки. 

Расчет эффективных свойств композита. Для описания деформирова-
ния композитов, содержащих анизометрические [18] включения, часто ис-
пользуют методику, основанную на модели Мори-Танаки [19, 20]. Преобра-
зовав классические соотношения данной модели, можно получить уравнение 
для компонент тензора модулей упругости двухкомпонентного композита, 
одноосно армированного короткими волокнами 

     111 1
  mmmfmk CSCCCC .                   (1) 

Здесь  – объемная доля наполнителя; Сm, Сf – тензор модулей упругости 
материала матрицы и наполнителя соответственно; Sm – тензор Эшелби [12] 
для материала матрицы. Компоненты тензора Эшелби зависят от параметра 

анизометрии частиц наполнителя  и коэффициента Пуассона материала 

матрицы m. Параметр  определяется как отношение наименьшей полуоси 
частицы наполнителя к наибольшей. 

Модель Мори-Такаки позволяет также определить тензора концентрации 
деформаций в матрице Am и наполнителе Af 

       





 

1

1
,

1 11
kfmfmmkmff CCCCACCCCA .  (2) 



 144 

Для учета присутствия в композите межфазного слоя используем мето-
дику «составного включения» [9]. При этом первоначально определим тен-
зор модулей упругости Cfl композита, в котором материал межфазного слоя 
армирован частицами наполнителя 

     111 1
  llflfflfl CSCCCC .                (3) 

Здесь Cl – тензор модулей упругости материала межфазного слоя; Sl – 

тензор Эшелби для материала межфазного слоя; f – объемная доля напол-
нителя в составном включении. Геометрические параметры межфазного 
слоя будем характеризовать относительным объемом q, равным отношению 

объема слоя к объему частицы наполнителя. Тогда величина f будет опре-
деляться следующим образом 

q
f




1

1
.                                                (4) 

После определения тензора Cfl, характеризующего свойства составного 
включения, рассмотрим композит, в котором материал матрицы армирован 
этими включениями. Для эффективных упругих свойств данного композита 
получим 

     111 1
  mmflmflflmk CSCCCC ; (5) 
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Здесь fl – объемная доля составных включений, которая определяется 
соотношением 

f
fl




 .                                                 (7) 

Соотношения (3)–(7) в отличие от ранее приведенных в работе [16] по-
зволяют использовать методику составного включения без ориентационного 
усреднения компонент тензора Cfl. 

В рамках настоящей работы будем рассматривать композит, при изготов-
лении которого обеспечена практически хаотическая ориентация армирую-
щих включений в пространстве. Такой материал является макроскопически 
изотропным, а его упругие характеристики определяются путем ориентаци-
онного усреднения компонент тензора Сk 
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Здесь Kk, Gk, k, Ek – объемный модуль, модуль сдвига, коэффициент Пу-
ассона и модуль Юнга композита соответственно. 

Прочностные свойства рассматриваемого композита будем характеризо-
вать пределом текучести при одноосном напряженном состоянии k

cr. В ка-
честве критерия текучести выберем достижение усредненной по объему ин-
тенсивностью тензора деформаций [21] в материале матрицы некоторого 
критического значения. При определении предела текучести одноосно арми-
рованного композита первоначально надо задать направление нагружения, 
то есть угол  между направлением армирования и осью, соответствующей 
ненулевой компоненте напряжения 0. Затем осуществляют пересчет компо-
нент тензора напряжения для системы координат, жестко связанной с части-
цей наполнителя: 

.0

;cossin;sin;cos 0
2

0
2

0





xyyzyy

xzzzxx  (9) 

Здесь ось x соответствует направлению большей полуоси частицы напол-
нителя. При известном тензоре модулей упругости композита вычисляется 
тензор макроскопических деформаций 

kkk   ˆˆ 1C .                                                (10) 

Затем с учетом концентрации деформаций определяется тензор деформа-
ций для составного включения 

kflfl  ˆˆ A .                  (11) 

В соответствии с моделью Мори-Танаки усредненный по объему компо-
ненты тензор деформаций для материала матрицы вычисляется по формуле 

fl

flflk
m






1

ˆˆ
ˆ .                                        (12) 

Из компонент тензора m̂ , определенного по формуле (12), составляется 

выражение для интенсивности тензора деформаций в материале матрицы 

       222222 6
3

2
mxymyzmxzmzzmyymzzmxxmyymxxmu  .  (13) 
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Затем для определения предела текучести композита необходимо вычис-
лить значение осевого напряжения 0, при котором интенсивность mu совпа-
дет с критической интенсивностью тензора деформаций материала матрицы 

m

cr
mcr

mumu
G3


 .                                         (14) 

Здесь m
cr, Gm – предел текучести и модуль сдвига материала матрицы 

соответственно. В рамках разрабатываемой расчетной методики принято, 
что компоненты композита до момента начала текучести деформируются 
линейно упруго. В этом случае предел текучести композита может быть вы-
числен из соотношения 

)1(3 mum

cr
mcr

k
G 


 .                                           (15) 

Здесь )1(
mu  – интенсивность тензора деформаций в материале матрицы, 

вычисленная по формулам (9)–(15) при макроскопическом осевом напряже-
нии 0 = 1. 

Для одноосно армированного композита предел текучести будет зависеть 
от направления нагружения. Если армирование хаотичное, то за предел те-
кучести принимается наименьшее из значений k

cr, определенных для одно-
осно армированного композита. То есть, предел текучести выбирается по 
наиболее «опасной» ориентации частицы наполнителя. 

При реализации описанной выше расчетной методики следует учитывать, 
что относительный объем межфазного слоя q в общем случае зависит от 
компонент композита, конфигурации включений и объемной доли наполни-
теля. При заданной паре материалов «матрица-наполнитель» величина q яв-
ляется функцией параметра . В области малых значений , до некоторой 0, 
относительный объем межфазного слоя с ростом объемной доли наполните-
ля увеличивается [22]. При дальнейшем возрастании  остается постоянным 
отношение объема межфазного слоя к «оставшемуся» объему матрицы [23]. 
Используя результаты работ [22, 23], предложим следующий вид функцио-
нальной зависимости параметра q от объемной доли наполнителя 
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q   (16) 

Здесь k и 0 – экспериментально определяемые для исследуемого компо-
зита константы. Не снижая общности дальнейших выкладок, примем k = 0,2; 
0 = 0,2. 
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В рамках настоящей работы в качестве исследуемого композита будем 
рассматривать материал серии «Флувис», используемый, в частности, в уз-
лах трения компрессионного оборудования [24]. Данный материал представ-
ляет собой дисперсно-армированный короткими углеродными волокнами 
политетрафторэтилен. Параметр анизометрии данных волокон составляет 

 = 0,01. Значения упругих характеристик материала наполнителя в рассмат-

риваемом композите заимствованы из работы [25]: Ef = 228 ГПа; f = 0,25. 

Здесь Ef, f – модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала используе-
мых углеволокон соответственно. Значения механических характеристик 
политетрафторэтилена при температуре 20 °С заимствованы из [26]: 

Km = 4,7 ГПа; Gm = 90 МПа; m
cr = 8,9 МПа. Здесь Km, Gm, m

cr – объемный 
модуль, модуль сдвига и предел текучести материала матрицы в рассматри-
ваемом композите соответственно. Согласно ранее обоснованной гипотезе 
«температурного сдвига» [27] характеристик межфазного слоя по отноше-
нию к соответствующим характеристикам матрицы можно принять  
Kl = Km. Здесь Kl – объемный модуль материала межфазного слоя. В даль-
нейшем будем рассматривать три варианта исследуемого композита: без 
межфазного слоя (Gl = Gm), при наличии «жесткого» (Gl = 2Gm) и «мягкого» 
(Gl = 0,2Gm) слоя. 

Описание контактного взаимодействия. Одним из наиболее распро-
страненных режимом нагружения элементов механизмов и машин является 
контактное воздействие. Рассмотрим контактную задачу в классической по-
становке – задачу Герца. При этом соприкасающиеся поверхности описыва-
ются радиусами кривизны главных нормальных сечений R11, R12 (для тела 1) 
и R21, R22 (для тела 2). Задана сила P, которой сдавливаются тела, и упругие 
характеристики материалов этих тел. Общее аналитическое решение данной 
задачи представлено, в частности, в учебнике [28]. В качестве примера кон-
тактной пары рассмотрим взаимодействие двух цилиндров радиусами R1 и 

R2 соответственно (R11 = R1; R12  ; R21 = R2; R22  ) по образующей. 
Длина образующей (высота цилиндров) для обоих тел одинакова и равна l. 
Подобная контактная пара является элементом нагружения зубчатого колеса 
[17], опоры качения [29], кольцевого уплотнения [30] и многих других дета-
лей машин. Примем следующие значения параметров контактной пары [17]: 
R1 = R2 = R = 2,3 мм; l = 2 см; P = 20 Н. Оба тела изготовлены из рассматри-
ваемого в рамках настоящей работы композита (дисперсно-наполненного 
короткими углеродными волокнами политетрафторэтилена). 

Основными результатами решения описанной контактной задачи явля-

ются: сближение u осей цилиндров и максимальные значения u
max интен-

сивности тензора напряжений для каждого из контактирующих тел. В соот-
ветствии с решением, приведенным в [28], для данных величин можно записать 



 148 

 

.131211
1

;
4

4
ln1

1
2

2
22

2
22

2

0max

22

2222

0








 














 






 


































 



ku

b

bk

k

p

dx
llx

llx

b

x

E
pu

 (17) 

Здесь p0 – максимальное контактное давление; b – полуширина полоски 
контакта цилиндрических поверхностей;  – отношение глубины, на которой 
достигается максимум интенсивности тензора напряжений, к полуширине b. 
Величины p0 и b для поставленной контактной задачи определяются сле-
дующим образом [28]: 
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Параметр  определяется в результате решения нелинейного уравнения 
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Значение объемной доли наполнителя следует выбирать так, чтобы для 
данного тела выполнялось неравенство u

max < k
cr. Диапазон значений , 

при которых выполняется это условие, определяется следующим образом: 
1) С использованием ранее изложенной методики (1)–(16) устанавлива-

ются расчетные зависимости упругих характеристик Ek, k и предела текуче-
сти k

cr композита. 
2) Зная функции Ek() и k(), по формулам (17)–(19) устанавливаются 

зависимости от параметра  сближения u и максимального значения интен-
сивности напряжений u

max. 
3) Искомый диапазон значений объемной доли наполнителя определяется 

в результате сопоставления расчетных зависимостей u
max() и k

cr(). 
Если на контактную пару дополнительно накладывается условие заданной 

минимальной жесткости, то значение объемной доли  должно обеспечивать 
выполнение неравенства u() < umax. Здесь umax – определяемое техническими 
условиями максимально допустимое сближение контактирующих тел. 

На рисунке 1 представлено сопоставление расчетных зависимостей пре-
дела текучести композита и максимального значения интенсивности тензора 
напряжений. Можно отметить, что условие прочности u

max < k
cr выполня-
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ется при  < p. Значение максимально допустимой по критерию прочности 
объемной доли наполнителя p определяется как решение нелинейного 
уравнения u

max(p) = k
cr(p). С уменьшением жесткости межфазного слоя 

значение доли p увеличивается. 
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Рисунок 1 – Зависимость максимального значения интенсивности тензора напряже-

ний в контактирующих телах (сплошные кривые) и предела текучести композита 
(пунктирные) от объемной доли наполнителя в случае жесткого межфазного слоя (а), 

без учета слоя (б) и для случая «мягкого» межфазного слоя (в) 

а) 

б) 

в) 
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Наряду со значением объемной доли наполнителя относительно легко ре-
гулируемой характеристикой композита является параметр анизометрии ча-
стиц наполнителя . На рисунке 2 представлены расчетные зависимости 
предельного значения p от параметра  при отсутствии межфазного слоя 
(Gl = Gm). Из анализа данной зависимости следует, что снижение анизомет-
рии включений (приближение их конфигурации к сферической) позволяет 
расширить диапазон возможных по критерию прочности значений объемной 
доли наполнителя. Однако рост параметра  сопровождается существенным 
снижением жесткости контактной пары, о чем свидетельствует представлен-
ная на рисунке 2 зависимость сближения u от параметра  при  = 0,05. 
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Рисунок 2 – Зависимость максимально допустимого значения объемной доли напол-
нителя (сплошная кривая) и сближения контактирующих тел при  = 0,05 от пара-

метра анизометрии включений для композита без учета межфазного слоя 

Заключение. В представленной работе показано, что усовершенствованная 
методика расчета эффективных механических характеристик композитов позво-
ляет учитывать не только анизометрию частиц наполнителя, но и анизотропию 
составного включения, образованного частицей наполнителя и межфазным сло-
ем. Также в рамках разработанной методики учитывается зависимость относи-
тельного объема межфазного слоя от объемного содержания наполнителя. При 
использовании предлагаемой методики для анализа контакта цилиндров, обра-
зованных дисперсно-наполненным короткими углеродными волокнами поли-
тетрафторэтилена, установлены следующие закономерности: 

1) снижение максимально допустимой по критерию прочности объемной 
доли наполнителя φp с увеличением жесткости межфазного слоя; 

2) рост максимально допустимой доли φp с увеличением параметра ани-
зометрии частиц наполнителя , равного отношению наименьшего размера 
частицы к наибольшему; 

3) увеличение сближения контактирующих тел при неизменной нагрузке 
и объемной доле наполнителя с ростом параметра . 
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Рассматриваются технические требования, предъявляемые к механическим свой-
ствам токоприемников рельсового подвижного состава. Предлагается алгоритм ана-
литического расчета токосъемника исходя из постоянной силы прижатия токосъем-
ника к проводу. 

Спецификой электрического транспорта является подвод энергии через 
скользящий контакт между токоприемником и контактной подвеской. Кон-
струкции токоприемников и их характеристики определяются мощностью и 
скоростью электроподвижного состава (ЭПС), габаритами подвижного со-
става и приближения строений, расположением контактных проводов в пла-
не и по высоте. По величине токовой нагрузки их делят на два типа: тяже-
лый (Т) и легкий (Л) [1]. Для обеспечения надежного контакта полозов 
(лыж) токоприемника с расположенными на разной высоте контактными 
проводами (для магистральных железных дорог эта высота составляет 5550–
6900 мм относительно уровня пути) используется специальный механизм 
подвижных рам. Диапазон рабочих высот токоприемника определяет разме-
ры его конструкции. Наибольшая высота подъема полоза над поверхностью 
кузова должна быть не менее 2100 мм [2]. 


