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Проведено сравнение результатов расчетов главной области динамической неустойчивости с 
использованием предложенной методики и с применением классической теории Кирхгофа – Лява 
для тонкостенных элементов. Путем анализа числовых результатов исследовано влияние геометриче-
ских параметров, структурной неоднородности, механических и электрических граничных условий на 
главные области динамической неустойчивости. 
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За последние десятилетия значительно возрос интерес к применению тонкостенных конструк-
ций, в том числе слоистых, во многих отраслях промышленности. В современном машиностроении 
и приборостроении не могут обойтись без применения композиционных материалов, обладающих 
значительным рядом преимуществ: сверхтвердость, сверхпрочность, стойкость при высоких темпе-
ратурах, сравнительно малый удельный вес по сравнению с традиционными конструкционными 
материалами (сталь, чугун, латунь, алюминий и т.п.). Отдельные задачи, связанные с пластинами и 
балками типа Тимошенко решены в работах [1–4]. Деформирование трехслойных элементов кон-
струкций при учете температурного воздействия исследовалось в статьях [5–7], сжимаемости за-
полнителя – в статьях [8–10]. Деформирование упругих круговых трехслойных пластин на основа-
нии Пастернака рассматривалось в работе [12, 13]. Влияние физической нелинейности материалов 
слоев пластины на перемещения при жесткой заделке контура пластины исследовано в статьях [14, 
15]. Здесь рассмотрена деформация подобной пластины при свободном опирании контура.  

Для трехслойного пакета пластины приняты гипотезы ломаной линии. Во внешних несущих 
слоях несимметричной по толщине (h1 ≠ h2) трехслойной круговой пластины приняты гипотезы 
Кирхгофа. В жестком, достаточно толстом (h3 = 2c) заполнителе справедлива гипотеза о 
прямолинейности и несжимаемости деформированной нормали, которая поворачивается относи-
тельно срединной поверхности на дополнительный угол ψ(r). Постановка задачи и ее решение 
проводится в цилиндрической системе координат r, φ, z. Срединная плоскость заполнителя 
принимается за координатную, ось z направлена перпендикулярно вверх, к первому слою. На 
верхний слой действует осесимметричная поперечная поверхностная нагрузка q = q(r). Связь 
реакции основания qR, действующей на нижнюю поверхность пластины, и прогиба принимается 
соответствующей модели Пастернака: 

0( ) κR fq r w t w= − + ∆ , 

где 0κ , tf – коэффициенты сжатия и сдвига, Δ – оператор Лапласа. 
Система дифференциальных уравнений равновесия в усилиях, описывающая деформирование 

круговой упругой трехслойной пластины на упругом основании Пастернака была получена с по-
мощью принципа Лагранжа в [12]. Поэтому ее можно применить и здесь как исходную.  

Выделяя в обобщенных внутренних усилиях линейные и нелинейные составляющие и подстав-
ляя их выраженными через перемещения в уравнения равновесия, имеем: 
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2 1 2 3( , )rL a u a a w pω+ ψ − = , 

2 2 4 5( , )rL a u a a w hω+ ψ − = , 

3 3 5 6 0( , )r fL a u a a w w t w q qω+ ψ − − κ + ∆ = − + ,  (1) 

где ai – коэффициенты, учитывающие упругие и геометрические параметры слоев, L2, L3– линейные 
дифференциальные операторы [12]. 

Здесь в левой части уравнений собраны линейные составляющие обобщённых внутренних уси-
лий. Нелинейные добавки сосредоточены справа с нижним индексом « ω »: 

1, ( )r r rp T T T
rω ω ω ϕω= + − ,  1, ( )r r rh H H H

rω ω ω ϕω= + − , 

1, (2 , , )r rr r r rq M M M
rω ω ω ϕω= + − . 

Согласно методу упругих решений перепишем систему (1) в итерационном виде: 
( ) ( ) ( ) ( 1)

2 1 2 3( , )n n n n-
rL a u a a w pω+ ψ − = , 

( ) ( ) ( ) ( 1)
2 2 4 5( , )n n n n-

rL a u a a w hω+ ψ − = , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)

3 3 5 6 0( , )n n n n n n-
r fL a u a a w w t w q qω+ ψ − − κ + ∆ = − + .             (2) 

где n – номер приближения. 
Краевая задача по определению прогиба круглой физически нелинейной пластины на основании 

Пастернака замыкается присоединением граничных условий для случая свободного опирания кон-
тура пластины  

0ψ = , 0rT = , 0rM = , 0Q =  при r R= . 

Работа выполнена при финансовой поддержке БРФФИ (проект № Т19РМ-089). 
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