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где t – время; иr – компоненты вектора механических перемещений; r* – радиальная координата;     
( ) ( ) ( )

0
q q qn nη = −  – приращение концентрации вещества; ( )

0
qn  и ( )qn  – начальная и текущая концентра-

ции q -го вещества в составе N-компонентной сплошной среды; m(q) – молярная масса q-го веще-
ства в составе N -компонентной сплошной среды; Сijkl – компоненты тензора упругих постоянных; 
ρ – плотность среды; ( )q

ijα  – компоненты тензора диффузионных постоянных, характеризующие де-

формации, возникающие вследствие диффузии; ( )q
ijD  – компоненты тензора самодиффузии; R – 

универсальная газовая постоянная; Т0 – температура сплошной среды; Fi – удельная плотность объ-
ёмных сил, F(q) – объемная плотность источников массопереноса; τ(q) – время релаксации диффузи-
онных потоков. 

Решение задачи представлено в интегральной форме, представляющей собой свертки функций 
влияния данной задачи с функциями, задающими объемные возмущения: 
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Здесь  ( ) ( )G , , 0, 1km r k m Nτ = +  – функции Грина, являющиеся решениями краевых задач вида
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(4) 

Для этих функций используются разложение в ряды по функциям Бесселя, а также интегральное 
преобразование Лапласа по времени [3–5]. 

Оригиналы функций влияния определяются с помощью вычетов и таблиц операционного ис-
числения. 
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СО СЖИМАЕМЫМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ 
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История появления трехслойных конструкций в строительстве связана, в первую очередь, с 
необходимостью создания конструкций, позволяющих удешевлять строительство и сокращать рас-
ходы в период эксплуатации. Трехслойные конструкции созданы из материалов различной прочно-
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сти и жесткости, где несущие слои предназначены для восприятия основной части нагрузки, а за-
полнитель гарантирует равномерное распределение усилий между слоями. Такое сочетание матери-
алов способствует надежной работе трехслойных элементов при различных внешних воздействиях.  

В [3–4] рассмотрено деформирование трехслойных круговых пластин, связанных с основанием 
Пастернака. Колебания трехслойных стержней и пластин исследовано в [5–6]. Деформирование 
трехслойных круговых пластин, в том числе при температурном воздействии, рассмотрено в рабо-
тах [7–9]. Статьи [10–11] посвящены исследованию изгиба трехслойных круговых пластин со сжи-
маемым заполнителем. 

Постановка задачи рассмотрена в [1]. За искомые функции принимаем продольные перемещения 
иkx(x, y), иky(x, y), и прогибы wk(x, y) срединных поверхностей несущих слоев ( 1,2k = ). С помощью 
вариационного принципа Лагранжа была получена система уравнений равновесия рассматриваемой 
трехслойной пластины в усилиях [2].  

Чтобы получить систему дифференциальных уравнений, описывающих перемещения в упругой 
трехслойной прямоугольной пластине со сжимаемым заполнителем, воспользуемся соотношениями 
закона Гука. Система примет вид 

1 1 1 2 4 1 5 2 19 1 18 2 21 1 23 2, , , , , ,x x x xx x xx x yy x yy y xy y xya u a u a u a u a u a u a u a u− − − − − − − +

2 1 3 2 24 1 25 2 6 1 7 2, , 2 , , 2 , ,x x xyy xyy xxx xxx xa w a w a w a w a w a w p+ + − + − + = , 

1 1 1 2 5 1 9 2 18 1 20 2 23 1 22 2, , , , , ,x x x xx x xx x yy x yy y xy y xya u a u a u a u a u a u a u a u− + − − − − − − −  

10 1 17 2 24 1 25 2 6 1 7 2, , , 2 , , 2 , 0x x xyy xyy xxx xxxa w a w a w a w a w a w− − − + − + = , 

1 1 1 2 4 1 5 2 19 1 18 2 21 1 23 2, , , , , ,y y y yy y yy y xx y xx x xy x xya u a u a u a u a u a u a u a u− − − − − − − +  

2 1 3 2 24 1 25 2 6 1 7 2, , 2 , , 2 , ,y y xxy xxy yyy yyy ya w a w a w a w a w a w p+ + − + − + = , 

1 1 1 2 5 1 9 2 18 1 20 2 23 1 22 2, , , , , ,y y y yy y yy y xx y xx x xy x xya u a u a u a u a u a u a u a u− + − − − − − − −

10 1 17 2 24 1 25 2 6 1 7 2, , , 2 , , 2 , 0y y xxy xxy yyy yyya w a w a w a w a w a w− − − + − + = , 

2 1 2 1 10 2 10 2 6 1 6 2 6 1, , , , 2 , , 2 ,x x y y x x y y x xxx x xxx y yyya u a u a u a u a u a u a u− − + + + + + +

6 2 24 1 24 2 24 1 24 2 11 1, 2 , , 2 , , ,y yyy x xyy x xyy y xxy y xxy xxa u a u a u a u a u a w+ + + + + + +

11 1 12 2 12 2 15 1 15 1 16 2, , , , , ,yy xx yy xxxx yyyy xxxxa w a w a w a w a w a w+ − − + + − −  

16 2 26 1 28 2 8 1 8 2 1 1, , , 0,5 , 0,5 ,yyyy xxyy xxyy x x y ya w a w a w a w a w q p h p h− + − + − = + + , 

3 1 3 1 17 2 17 2 7 1 7 1 7 2, , , , , , 2 ,y y x x y y x x y yyy x xxx y yyya u a u a u a u a u a u a u− − + + − − − −

7 2 27 2 25 1 25 2 25 1 12 12 , 2 , , 2 , , ,x xxx y xxy y xxy x xyy x xyy xxa u a u a u a u a u a w− − − − − − −

12 1 14 2 14 2 16 1 16 1 13 2, , , , , ,yy xx yy xxxx yyyy xxxxa w a w a w a w a w a w− + + − − + +

13 2 28 1 27 2 8 1 8 2, , , 0yyyy xxyy xxyya w a w a w a w a w+ − + − + = . (1) 

Так как система дифференциальных уравнений (1) линейная, то решение будем искать методом 
Бубнова – Галеркина. Для этого необходимо искомые перемещения и внешние нагрузки разложить 
в ряды по системам базисных функций: 
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где , , , ψxpm ypm zpm lpmψ ψ ψ – системы базисных ортогональных функций (l =1, 2, 3); 1xpmU , 2 ,xpmU

1ypmU , 2 ypmU , 1pmW , 2 pmW  – искомые амплитуды перемещений прямоугольной трехслойной пластины 
со сжимаемым заполнителем, м; ypmp , xpmp , pmq  – амплитуды нагрузок, Па. 

Путем выбора базисных функций , , , ψxpm ypm xpm lpmψ ψ ψ  должны удовлетворяться кинемати-
ческие граничные условия. 
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2НИИ механики МГУ им. М. В. Ломоносова, г. Москва, Российская Федерация 

Рассматривается задача о нестационарных упругодиффузионных колебаниях прямоугольной ор-
тотропной пластины Кирхгофа – Лява, находящейся в поле совместного действия механического и 
диффузионного полей (рисунок 1). 

Рисунок 1 – Рисунок к постановке задачи 


