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6 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

И СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ ВНЕШНИМИ СИЛАМИ 

 

В огромном числе задач: модельных и прикладных теоретической 

механики (прежде всего теории колебаний); теории линейных элек-

трических цепей; теории автоматического регулирования – прихо-

дится сталкиваться с необходимостью описания переходных процес-

сов в системах, на которые действуют периодические внешние силы. 

В этом разделе мы рассмотрим два подхода, позволяющих достаточ-

но просто и эффективно находить решения дифференциальных урав-

нений и систем дифференциальных уравнений с периодическими 

внешними силами. 
 

6.1 Метод Фурье 

 

Рассмотрим классическую механическую задачу для демпфиро-

ванного осциллятора (с учетом силы трения), на который действует 

периодическая сила f t  периода T , т.е. f t f t T . Уравне-

ние, описывающее вынужденные колебания осциллятора под дейст-

вием внешней силы f t , имеет вид  

                                   2

02λ ωx t x t x t f t ,                        (6.1) 

где λ  – коэффициент трения, 0ω  – собственная частота осциллятора. 

Периодическую функцию f t  представим ее рядом Фурье 

0

1

α 2π 2π
α cos β sin

2
n n

n

nt nt
f t

T T
, 

или, переходя на язык циклической частоты 
2π

ω
T

, представим ряд 

Фурье функции f t  в виде (как обычно ряд Фурье и представляют 

в задачах электротехники и теории колебаний) 

                           0

1

α
α cos ω β sin ω

2
n n

n

f t n t n t .                    (6.2) 
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Как следствие, исходя из представления функции f t  в виде 

ряда (6.2), частное периодическое решение уравнения (6.1) будем 

искать, используя принцип суперпозиции частных решений, в виде 

0

1

n

n

x t x x t , 

где функция nx t  является решением уравнения 

                         2

02λ ω α cos ω β sin ωn nx x x n t n t .                    (6.3) 

Функцию nx t  ищем методом неопределенных коэффициентов 

в виде  

cos ω sin ωn n nx t A n t B n t . 

Подставляя функцию nx t , ее первую производную 

ωsin ω ωcos ωn n nx t A n n t B n n t  

и вторую производную 
2 2

ω cos ω ω sin ωn n nx t A n n t B n n t  

в уравнение (6.3), приходим к равенству 
2 22 2

0 0ω ω ω cos ω ω ω ω sin ωn n n nA n B n n t B n A n n t

α cos ω β sin ωn nn t n t , 

где для упрощения выкладок и краткости записи мы ввели «частоту» 

ω 2λω . 

Из этого равенства и получаем требуемую систему уравнений 
22

0

22
0

ω ω ω α ,

ω ω ω β ,

n n n

n n n

A n B n

A n B n
 

решая которую, находим коэффициенты nA  и nB  (при этом вновь 

возвращаемся к явному виду для «частоты» ω ): 

                          

22
0

4 22 2 4
0 0

22
0

4 22 2 4
0 0

α ω ω 2αβ ω
,

ω 4α 2ω ω ω

2λα ω β ω ω
.

ω 4α 2ω ω ω

n n

n

n n

n

n n
A

n n

n n
B

n n

                      (6.4) 



 5 

Функция 
0x , являющаяся решением уравнения 

2 0
0

α
2λ ω

2
x x x , 

имеет вид 

0
0 2

0

α

2ω
x . 

Таким образом, частное периодическое решение уравнения (6.1) 

имеет вид 

                        0

2
10

α
cos ω sin ω

2ω
n n

n

x t A n t B n t ,                  (6.5) 

где коэффициенты ряда (6.5) 
nA  и 

nB  вычисляем по формулам (6.4). 

Пример 1. Рассмотрим осциллятор с параметрами α 1 , 2

0ω 2 . 

Уравнение вынужденных колебаний осциллятора под действием пе-

риодической силы f t  имеет вид 

                                             2 2x x x f t .                                (6.6) 

По формулам (6.4) находим коэффициенты ряда для частного пе-

риодического решения уравнения 
2

4

α 2 ω 2β ω
,

ω 4

n n

n

n n
A

n
 

2

4

2α ω β 2 ω
.

ω 4

n n

n

n n
B

n
 

Как следствие, получаем 

2

4

1
cos ω sin ω α 2 ω 2β ω cos ω

ω 4
n n n nA n t B n t n n n t

n
 

2

4

1
2α ω β 2 ω sin ω α 2 sin ω

ω 4
n n nn n n t n n t

n
 

2 2
ω 2 cos ω β 2 ωcos ω ω 2 sin ωnn n t n n t n n t  

4

1
α sin ω φ β cos ω φ

ω 4
n n n nn t n t

n

, 

где 

2
ω 2

tgφ
2 ω

n

n

n
. 
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Таким образом, выражение для частного решения данного урав-

нения (6.6) принимает вид 

                   0

4
1

α sin ω φ β cos ω φα

4 ω 4

n n n n

n

n t n t
x t

n

          (6.7) 

Пусть периодическая сила f t  имеет вид, представленный на 

рисунке 1:  

 

  

 
 

                                                                                                                       Рисунок 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

0

2
, 0 ,

2
( )

1
, .

2 2

t T
t

T
f t F

T
t T

 

Коэффициенты ряда Фурье для функции f t  вычисляем по 

формулам 

0

2 2π
α ( )cos

T

n

nt
f t dt

T T
, 

0

2 2π
β ( )sin , 1,2,

T

n

nt
f t dt

T T
n , 

0

0

2
α

T

f t dt
T

. 

Для данной функции f t  получаем  

2
0

0 0

2 2 2

0

2

1 14 2π 2π
α cos cos

π

T
n

T

n

T

FF Fnt nt
t dt dt

T T TT n
, 

0
F

( )f t

t

2

T T 2T

0

2

F

0
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2
0

0 0

2

0

2

1 14 2π 2π
β sin sin

2π

T
n

T

n

T

FF Fnt nt
t dt dt

T T T nT
. 

Так как  

2, 2 1,
1 1

0, 2 , 0,1,2, ,

n n k

n k k
 

2, 2 , 1,2, ,
1 1

0, 2 1,

n n k k

n k
 

то получаем 

2
0 0 0 0

2 1 2 0 02 22
0

2

2 4
α α , β β , α .

2ππ 2 1

T

T

n k n k

T

F F F F
tdt dt F

k TTk
 

Подставляя полученные коэффициенты в формулу (6.7), находим 

частное периодическое решение исходного уравнения 

 

2 120 0 0

24 2 440 1

sin 2 1 ωcos 2 ω 2
,

4 4π π4 ω 1 2 1 ω 2 1 4

kk

k k

k t jk t jF F F
x t

k k k k

 

 

где 

2

2

2 ω 1
tg

2 ω
k

k
j

k
,  

22

2 1

ω 2 1 2
tg

2ω 2 1
k

k
j

k
. 

 

6.2 Операционный метод 

 

Эффективным методом решения дифференциальных уравнений и 

систем уравнений в ситуации, когда на систему действуют внешние 

периодические силы, является операционный метод. Рассмотрим 

особенности метода на конкретных примерах. 

Пример 2. Найти лаплас-образы данных периодических функ-

ций. 

а) Функция f t  периода T  (рисунок 2). Аналитическая зави-

симость, определяющая функцию f t , имеет вид  
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                             0

2
, 0 ,

2

2
, .

2

t T
t

T
f t F

T t T
t T

T

                            (6.8) 

 

                                                   

 

 
                                                                                                                        Рисунок 2  

                                                        

 

 

 

 

 

 

Лаплас-образ периодической функции находим, используя фор-

мулу (5.6), в которой определим 0

0

T

ptF p e f t dt . 

Получаем  

2

0

0

2

2 2

0 0

2 2 1
2 1

T
T

pt pt pt pt

T

T T
t

F p te dt e dt te e
T T pT p

 

2

2 2 2

1 2 1 2
2

pT

pt pt pt pT

T T T

T T Te te e Te Te
p pT p pT

 

2

2 2 2
2 2

2 2 2
2 1 1

pT pT pT

pT pTe e e e e
pp T p T

. 

Как следствие, лаплас-образ  
2

2 2 4 4

2
22 22 4 4

2 1 2 1 2 2sh
4

1 ch1 4

pT pT pT pT

pT pT pT pT

pTe e e e

F p
pTp T e Tpp T e p T e e

. 

0
F

( )f t

t

2

T T 2T0
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Таким образом, окончательно получаем 

                                           
2

2sh
4

ch
4

pT

F p
pT

Tp

.                                     (6.9) 

б) Пусть функция f t  имеет период 2T , т.е. 2f t f t T  

(рисунок 3). Аналитически данная функция задается формулами 

                                  

                                 

, 0 ,

1 , 2

A t T

f t t
A T t T

T

.                          (6.10) 

 
 

 

 

          

      Рисунок 3 

                       

 

 

 

 

Меняя в формуле (5.6) T  на 2T , получаем выражение для лап-

лас-образа функции с периодом 2T : 

0

21 pT

F p
F p

e
, где 

2

0

0

T

pTF p e f t dt . 

Таким образом, получаем 
2 2

0

0
0

1 1
T T T

pt pt pt pt

T T

T
F p A e dt e dt te dt A e

T p

2

2

2 2 21 1 1pt pt pt pT pT
T T T

T T T

A
e te e e e

p pT p Tp
 

21 pT pTTp e e . 

Используя полученное соотношение для лаплас-образа 0F p , находим 

A

( )f t

t4TT 2T

A
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2 2

2 2

1

1

pt pt pT pT

pT

A e e Tp e e
F p

Tp e
 

 

22

1 1 1 2ch 1

2 sh

pt pT pT pT

pT pT

A e Tp e e A e Tp pT

Tp pTTp e e
. 

Итак, лаплас-образ данной периодической функции имеет вид  

                             
2

1 2ch 1

2 sh

ptA e Tp pT
F p

Tp pT
.                    (6.11) 

Пример 3. Найти решение поставленной задачи Коши. 

а) 2y m y f t , 0 0 1y y ,                                         (6.12)                                                                          

где f t  – периодическая функция, которая дается формулой (6.8). 

Решение. Вводим лаплас-образ неизвестной функции 

y t Y p , лаплас-образ функции f t  дается формулой (6.9). С 

учетом начальных условий, переходим к лаплас-образам в обеих час-

тях уравнения (6.12). Получаем 
2 2 1p m Y p p F p , 

откуда находим 

1 2 2 2 2 2

1 F pp
Y p Y p Y p

p m p m
. 

Рассмотрим сначала лаплас-образ 2Y p , который, с учетом 

формулы (6.9) для лаплас-образа F p , имеет вид  

0 0

2 2 2
2 2 2

2 sh 2 sh
4 4

ch
4

pT pT
F FF p

Y p
pT TB pp m

Tp p m

. 

Далее находим функцию-оригинал, отвечающую лаплас-образу 

2Y p . 

Функция 2 2 2 ch
4

pT
B p p p m  имеет бесконечно много 

нулей в точках np p , являющихся решениями уравнения 
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ch 0
4

pT
, 

π
π

4 2

np T
i n , 

2π 2 1
ω 2 1n

i n
p i n

T
 

2π
ω ,

T
 

0,1, 2,n . Нулю функции B p  в точке 
np p  отвечает простой 

полюс (1-го порядка) функции 2Y p . Вычет функции 2
ptY p e  в 

простом полюсе  
np  находим по формуле [см. формулу (5.10)] 

                               0
2

sh
2 4Res ( )

n

n

p tn

pt

p p
n

p T
e

F
Y p e

T B p
.                      (6.13) 

Находим производную функции B p : 

2 2 2 2 2 2sh ch
4 4 4

'

p

T pT pT
B p p p m p p m , 

поэтому 

2 2 2sh 0 подставляем ω 2 1 =
4 4

n
n n n n

p TT
B p p p m p i n  

2 2 22 2 2 2sh ω 2 1 ω 2 1 sh ω 2 1
4 4 4 4

n np T p TT T
n m n n  

22 2ω 2 1n m . 

Подставляя полученное соотношение для производной nB p  в 

равенство (6.13), получаем 

0 0
2 2 2

2 22 2 2

sh
8 84Res

sh ω 2 1 ω 2 1
4

n

n

p tn

pt

p p n

p T
e

F F
Y p e

p TT T
n n m

 

ω 2 1

0

22 2 2 22 2 2 2 2 2

cosω 2 1 sinω 2 18

ω 2 1 ω 2 1 ω 2 1 ω 2 1

i n t n t i n tFe

Tn n m n n m
. 

Выделяя в полученном выражении действительную часть, приходим 

к соотношению 

         0
2 2 2 22 2 2

cosω 2 18
ReRes

ω 2 1 ω 2 1n

pt

p p

n tF
Y p e

T n n m
.     ( 6.14) 
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Функция 2Y p  имеет также два простых комплексно сопряжен-

ных полюса в точках p im  (корни уравнения 2 2 0p m ). Пред-

ставив лаплас-образ 2Y p  в виде 

0

2
2

2 sh
4

ch
4

pT
F

Y p
pT

Tp p im p im

, 

находим вычет в полюсе 1-го порядка p im  [см. формулу (5.9) для 

случая кратности полюса 1kn ]. В дальнейших вычислениях мы 

также будем использовать формулы, связывающие гиперболические 

функции мнимого аргумента с тригонометрическими функциями 

                            

                                  ch cosix x ,  sh sinix i x ,                               (6.15) 

где x  – действительное число. 

Используя формулы (6.15), получаем 

0
2

2

sh
2 4Res lim

ch
4

pt

p imp im

pT
F

Y p e p im
pTT

p p im p im

 

0 0

2 3

sh sin cos sin
2 4 4

2 ch cos
4 4

imtimT mT
e i mt i mt

F F

imT mTT T
im im im

 

0
3

tg cos sin
4

F mT
mt i mt

Tm
. 

Далее выделяем действительную часть: 

                              0
2 3

Res tg cos
4

pt

p im

F mT
Y p e mt

Tm
.                  (6.16) 

Рассмотрим точку 0p . Используя разложение гиперболическо-

го синуса в ряд Маклорена 
3 2

1 1
sh 1

4 4 3! 4 4 3! 4

pT pT pT pT pT
, 

представим лаплас-образ 2Y p  в виде 
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2 2

0

0
2

2 2 2 2 2

1 1
1 1

4 3! 4 3! 42

ch 2 ch
4 4

pT pT pT
F

F
Y p

pT pTT
p p m p p m

. 

Из полученного соотношения видно, что точка 0p  является полю-

сом 1-го порядка. Поэтому получаем  
2

00 0
2 2 20 2 20

lim

1
1

3! 4 1 0
Res . (6.17)

2 2 2
ch

4

pt

pt

p
p

pT
e

FF F
Y p e p

pT m m
p p m

Суммируя результаты, даваемые соотношениями (6.14), (6.16), (6.17), 

находим функцию-оригинал для лаплас-образа 2Y p . Получаем  

2 2 2
0

Res 2ReRespt pt

p p im
Y p Y p e Y p e  

0 0
2 2 3

0

2
2ReRes tg cos

42n

pt

p p
n

F F mT
Y p e mt

m Tm
 

                         0

2 2 22 2 2
0

cosω 2 116

ω 2 1 ω 2 1n

n tF

T n n m
.                (6.18) 

Лаплас-образ 1Y p  представим в виде суммы двух табличных 

лаплас-образов: 

      1 2 2 2 2 2 2

1 1 1
cos sin

p p m
Y p mt mt

m mp m p m p m
.   (6.19) 

Суммируя функции-оригиналы (6.18), (6.19), находим решение 

поставленной задачи Коши: 

0 0
2 3

1 2
cos sin tg cos

42

F F mT
y t mt mt mt

m m Tm
 

0 0

2 22 22 2 2
0

cosω 2 116 1
sin

2ω 2 1 ω 2 1n

nF F
mt

mT mn n m
 

0 0

3 2 2 22 2 2
0

cosω 2 12 16
1 tg cos

4 ω 2 1 ω 2 1n

n tF FmT
mt

Tm T n n m
. 
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б) 2y m y f t , 0 0 0y y ,                                        (6.20)                                                               

где f t  – периодическая функция вида (6.10). 

Решение. Переходим к лаплас-образам в обеих частях уравнения 

(6.20). С учетом нулевых начальных условий получаем  
2 2p m Y p F p , 

где лаплас-образ F p  дается формулой (6.11). Из полученного 

уравнения находим лаплас-образ Y p , который имеет вид 

2 2 2 2 2

1 2ch 1

2 2shpT

ptF p e Tp pt С pA A
Y p

T T B pp m p p m
. 

Далее вновь находим все нули функции 2 2 2 shB p p p m pT . 

Из уравнения sh 0pT  получаем бесконечно много нулей: 

πnp T i n , 
π

n

i n
p

T
, 1, 2,n . 

Вычисляем вычет функции ptY p e  в полюсе первого порядка 

np p . Производная функции B p  имеет вид 

2 2 2 2 2 2ch sh
p

B p T pTp p m pT p p m , 

поэтому [в дальнейших вычислениях вновь используем формулы 

(6.15)] 
2

2 2 2

2

π
ch 0 cosπn n n n

n
B p T p Tp p m T n

T
 

2

2 2 22

2 3

π 1
1 π π

nn
m n n mT

T T
. 

Так как  
π cosπ sinπ 1n

np T i ne e n i n , 

то для функции 1 2ch 1pTС p e Tp pT  при np p  получаем 

1 1 π 2cosπ 1 1 1 π 2 1 1 .
n n n

nС p i n n i n   

Используя полученные соотношения, находим 
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2

2 2 2

1 1 π 2 1 1
Res

2 2 1 π π

n

n

n n

n p tpt

np p
n

i nС pA AT
Y p e e

T B p n n mT

π

2

2 2 2

1 1 π 2 11 π π
cos sin

2 π π

n n
nt

i
T

i n nt nt
e AT i

T Tn n mT
. 

Выделяя в полученном выражении действительную часть, приходим 

к соотношению                                                                                    

2

2 2 2

π π
(1 ( 1) )cos π (2 ( 1) )sin

1
ReRes( ) .

2 π πn

n n

pt

p p

nt nt
n

T TY p e AT
n n mT

(6.21) 

Функция B p  имеет также два действительных нуля p m , яв-

ляющихся решениями уравнения 
2 2 0p m . 

Представив лаплас-образ Y p  в виде  

2

1 2ch 1

2 sh

pte Tp pTA
Y p

T p p m p m pT
, 

находим вычеты функции ptY p e  в полюсах p m : 

2

1 2ch 1
Res lim

2 sh

pT
pt pt

p mp m

e Tp pTA
Y p e p m e

T p p m p m pT

3

1 2ch 1

4 sh

mT

mte Tm mTA
e

T m mT
. 

2

1 2ch 1
Res lim

2 sh

pT
pt pt

p mp m

e Tp pTA
Y p e p m e

T p p m p m pT
 

3

1 2ch 1

4 sh

mT

mte Tm mTA
e

T m mT
. 

Суммируя эти два соотношения, получаем 

3
Res Res 1

4 sh

pt pt mT mt

p m p m

A
Y p e Y p e e e

Tm mT
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3
1 2ch 1

4 sh

mT mt mt mT A
e e Tm mT e e

Tm mT
 

                  2ch 2ch 2 2ch 1 shm t T mt Tm mT mt .           (6.22) 

 

Чтобы определить порядок полюса в точке 0p , используем 

разложение гиперболических функций и экспоненты в ряд Маклоре-

на: 

                               
2 4 3 5 2 3

ch 1 , sh , 1 ,. (6.23)
2! 4! 3! 5! 2! 3!

zz z z z z z
z z z e z

                          

Для функции С p  получаем (используем разложение для ги-

перболического косинуса и экспоненты) 
2 3 2

1 1 2 2
2! 3! 2!

pT pT pT
С p pT Tp  

4
2 42 1

2 1
4! 4! 2!

pT
pT pT pT pT

2 21 1 5

3! 2 6
pT pT pT . 

 

Соответственно, функцию B p  приводим к виду (используем раз-

ложение для гиперболического синуса) 

23 2 2 1
1

3!
B p p T p m pT . 

Как следствие, лаплас-образ Y p  принимает вид 

22 2

1 5
2 6

2 2 1
1

3!

pTA pA A
Y p

T B p
p p m pT

. 

Как следует из полученного выражения, точка 0p  является по-

люсом 1-го порядка для функции Y p . Поэтому получаем 
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00 22 2

1 5
2 6Res lim

2 1
1

3!

pt

pp

pTA
Y p e p

p p m pT

 

                                   
22

1
0

2
2 40 1 0

A A

mm
.                           (6.24) 

Суммируя результаты, даваемые формулами (6.21), (6.22), (6.24), 

находим функцию y t , являющуюся решением поставленной задачи 

Коши: 

0
Res Res Respt pt pt

p p m p m
y t Y p e Y p e Y p e  

2 3
1

2ReRes 2ch
4 4 shn

pt

p p
n

A A
Y p e m t T

m Tm mT
 

22ch 2 2ch 1 shmT mT mT mt AT  

22 2 2
1

π π
1 1 cos π 2 1 sin

4π π

n n

n

nt nt
n AT T

mn n mT
 

3
ch ch 2ch 1 sh

2 sh

A
m t T mt Tm mT mt

Tm mT
 

2

2 2 2 22
0

π 2 12 1
cos

π 2 1 π 2 1k

k tAT

Tk k mT
 

2

2 2
1

2 1 π
sin

π π

n

n

AT nt

Tn n mT
. 

Совершенно аналогичным образом операционный метод может 

быть использован и для решения систем дифференциальных уравне-

ний. 

Пример 4. Найти решение задачи Коши для данной системы 

дифференциальных уравнений 

                                      
,

0, 0 0 0,

y z f t

z y y z
                      (6.25)                                       

где f t  – периодическая функция периода T  (рисунок 4). 
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                                                                                                                   Рисунок 4 

 

 

 

Решение. Аналитическая зависимость для функции f t  имеет 

вид 
t

f t
T

, где 0;t T . По формуле (5.6) находим лаплас-образ 

функции f t  

0

1 pt

F p
F p

e
, 

где  

0

0

1 1 1
1

T

pt pT pTF p te dt Te e
T pT p

 

2

1
1 pT pTe pTe

p T
. 

Как следствие, получаем 

2 2 2
2

2
2

2 2 2

2sh
1 2 .

1 2 sh
2

pT pT pT
pT

pT pT

pT pTpT

pTe e pTe pTe
e pTe

F p
pTp T e p Tp T e e

 

Вводим лаплас-образы неизвестных функций y t Y p , 

z t Z p . Тогда, после перехода к соответствующим лаплас-

образам в системе уравнений (6.25). Получаем систему уравнений 

вида 

                                      
,

0.

pY p Z p F p

Y p pZ p
                             (6.26) 

С учетом явного выражения для лаплас-образа F p  находим из 

системы уравнений (6.26) лаплас-образ 

1

( )f t

t3TT 2T0
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2 2

2
2 1

2sh 2sh
2 2

1 2
2 1 sh

2

pT pTpT pT
pTe pTepF p

Y p
pTp TB p

Tp p

. 

Далее находим функцию-оригинал, отвечающую лаплас-образу 

Y p . Функция 2
1 1 sh

2

pT
B p p p  имеет нули в точках 

2π
ω , 1, 2,n

i n
p i n n

T
  (корни уравнения sh 0

2

pT
). Произ-

водная функции 1B p   

2 2

1 ch 1 sh 1
2 2 2 p

T pT pT
B p p p p p , 

поэтому 

2 2

1 ch π ω ω 1 1 ω ω 1
2 2

n

n

T T
B p i n i n n i n n . 

Используя полученное соотношение для производной 1 nB p , нахо-

дим вычет функции ptY p e  в полюсе 1-го порядка ωnp i n : 

π ω2

2

1

1 ω
Res

2 1 ω ω 1

n

n

n

p T

p t i n i nt
pt n

np p
n

Tp e e i ne e
Y p e

TTB p i n n
 

2

1 cos ω sin ω

ω 1

n t i n t

T n
. 

Как следствие, 

                                
2

1 cos ω
ReRes

ω 1n

pt

p p

n t
Y p e

T n
.                       (6.27) 

Из уравнения 
2 1 0p  получаем два полюса 1-го порядка 1p . 

Вычисляем вычеты функции ptY p e  в этих полюсах 

2

11

2sh
21

Res lim 1
2

1 1 sh
2

pT
pt

pt

pp

pT
pTe e

Y p e p
T pT

p p p
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2

2

2sh
1 12 2

4 4
sh sh

2 2

T

T
t

t t

T
Te

T
e e e

T TT T
,            (6.28)                                                          

2

11

2sh
21

Res lim 1
2

1 1 sh
2

pT

pt

pt

pp

pT
pTe e

Y p e p
pTT

p p p

 

                
2

2
2sh1 12 2

4 4
sh sh

2 2

T

T
t

t t

T
Te T

e e e
T T T T

.           (6.29)                                                                               

Точка 0p  не является полюсом функции Y p . Действитель-

но, используя формулу (6.23), для функции в числителе дроби Y p  

получаем  
2 4

2
1 1

2sh 1
2 3! 2 5! 2

pT
pT pT pT

pTe pT  

          

2 2
1 1 1

1 1 .
2 2! 2 2 2 6

pT pT pT
pT pT     (6.30) 

Разлагая также в ряд Маклорена функцию sh
2

pT
 в знаменателе дро-

би Y p , приводим лаплас-образ Y p  к виду 

2

2 2

2 2 2

1 1 11 12 61 6 .
2 1 1 1

1 1 2 1 1
2 3! 2 3! 2

pT pT pT
Y p

T pT pT
p T p p

 

Из полученного выражения выражения видно, что в точке 0p  

функция Y p  равна конечной величине. 
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Суммируя результаты равенств (6.27), (6.28), (6.29), находим 

функцию y t  [оригинал лаплас-образа Y p ]: 

 

1 1
1

Res Res 2ReRes
n

pt pt pt

p p p p
n

y t Y p e Y p e Y p e  

22
2

1

1 1 2 cos ω
2 2

4 4 ω 1sh sh
2 2

TT ttt t

n

T T n t
e e e e

T T T T T n

22
1 1 2

2 4ch ch
4 4 2

sh sh
2 2

TT ttt t T T T
e e e e t t

T T T T
 

2 2
1

1 2πn 1 1
2 cos ch ch

22π 2sh
2

n

t T
T t t

TT Tn T
 

2 2
1

1 2π
2 cos

2πn

nt
T

Tn T
. 

Из второго уравнения системы уравнений (6.26) получаем  

2

2
2 2

sh
1 2

1
2 1 sh

2

pT
pT

pTeF p
Z p Y p

pTp p
Tp p

 

2 2

2 2 2

2sh 2sh
2 2

2
2 1 sh

2

pT pT
pT pT

Tpe Tpe

pT TB p
Tp p

. 

Производная 2B p  имеет вид 

2 2 2 2

2 ch 1 sh 1
2 2 2 p

T pT pT
B p p p p p , 

поэтому  

2 2

2 2 ω 1 ω ω 1
2

n

n

T
B p B i n n n . 
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Используя это соответствие, вычисляем вычет функции ptZ p e  в 

полюсе ωnp i n : 

π ω2

2 2
2

1 ω
Res

2 1 ω ω 1

n

n

n

p T

p t i n i nt
pt

np p
n

Tpe e i ne e
Z p e

TB p T n n
 

=
2

cos ω sin ω1

ω ω 1

i n t i n t

T n n
. 

                         
2

1 sin ω
ReRes

ω ω 1n

pt

p p

n t
Z p e

T n n
.                   (6.31) 

Далее вычисляем вычеты функции ptZ p e  в действительных 

полюсах: 

                          

2

1

2sh
1 2Res

4
sh

2

T

pt t

p

T
Te

Z p e e
TT

,                       (6.32) 

                          

2

1

2sh
1 2Res

4
sh

2

T

pt t

p

T
Te

Z p e e
TT

,                    (6.33) 

Используя равенство (6.30), представим лаплас-образ Z p  в виде 

2

23 2 2

1
1

1 6

12
1 1

3!

pT pT

Z p

p T p pT

 

22

1
1

1 6
12

1 1
3!

pT

p p pT

. 

Как следует из полученного соотношения, точка 0p  является по-

люсом 1-го порядка функции Z p , поэтому получаем 
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00 22

1
1

1 6
Res lim

12
1 1

3!

pt

pt

pp

pT e

Z p e p

p p pT

 

                                      
1 1 0 1

2 0 1 1 0 2
.                               (6.34) 

Суммируя результаты полученных равенств (6.31) – (6.34), нахо-

дим функцию z t : 

2

2

2
1

2

2 2
1

1 1 2 sin ω
2

2 4 ω ω 1sh
2

1 1 1 1 2π
sh sh sin .

2 2 π π2sh
2

T
t

T
t

t t

n

n

T n t
z t e e e e

TT T n n

T nt
t t T

T T Tn n T

 

Таким образом, решение поставленной задачи Коши для системы 

дифференциальных уравнений имеет вид 

2 2
1

2

2 2
1

1 1 1 2π
ch ch 2 cos ,

2 2π2sh
2

1 1 1 1 2π
sh sh sin .

2 2 π 2π2sh
2

n

n

T nt
y t t t T

T T Tn T

T nt
z t t t T

T T Tn n T

, 

 

Пример 5. Рассмотрим систему двух связанных гармонических 

осцилляторов массами 1m  и 2m , которые соединены между собой и с 

опорами тремя линейными пружинами (рисунок 5) (коэффициенты 

жесткости трех пружин одинаковы, т.е. 1 2 3k k k k ). Осциллято-

ры находятся на гладкой горизонтальной поверхности (пренебрегаем 

трением). Координаты 1x t  и 2x t  определяют смещение осцилля-

торов от положения статического равновесия масс. На осциллятор с 

массой 1m  действует периодическая сила f t  (рисунок 6) с перио-

дом T f t f t T . 
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                                                                                                                             Рисунок 5 

 
 

 

 

 

 

 

 

       Рисунок 6 

 

 

 

 

 

 

Начальные условия для системы осцилляторов полагаем нуле-

выми, т.е. 1 1 2 20 0 0 0 0x x x x . Уравнения движения для 

системы осцилляторов имеют вид  

1 1 1 1 2

2 2 2 2 1

,

,

m x kx k x x f t

m x kx k x x
 

или, приводя подобные в правых частях уравнений этой системы, 

получаем 

                                     
1 1 1 2

2 2 1 2

2 ,

2 .

m x kx kx f t

m x kx kx
                           (6.35) 

Далее вводим лаплас-образы неизвестных функций 

1 1x t X p , 2 2x t X p . По формуле (5.6) находим лаплас-

образ периодической силы f t F p . Получаем 

0sh
4

ch
4

pT
F

F p
pT

p

. 

Тогда, переходя в системе уравнений (6.35) к соответствующим 

лаплас-образам, получаем систему уравнений вида 

k
1m

( )f t

k k
2m

0F

( )f t

t2T

2

T T

0
F
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2
1 1 2

2
1 2 2

2 ,

2 0,

m p k X p kX p F p

kX p m p k X p
 

решая которую, находим требуемые лаплас-образы. Используя фор-

мулы Крамера, получаем 
2

2

1 2

2

21

0 2

m p k F pF p k
X p

p pm p k
, 

2

1
2

21

0

kF pm p k F p
X p

p pk
, 

где определитель системы 
4 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 22 3 ω ω .p m m p k m m p k m m p p  

При записи определителя p  мы ввели собственные частоты 

системы осцилляторов 

2 2

1 2 1 1 2 22

1

1 2

ω
m m m m m m

k
m m

, 

2 2

1 2 1 1 2 22

2

1 2

ω
m m m m m m

k
m m

. 

Таким образом, для лаплас-образа 1X p , с учетом явного выраже-

ния для лаплас-образа F p , получаем 

2

2
0

1
2 2 2 21 2

1 2

2 sh
4

ω ω ch
4

pT
m p k

F
X p

pTm m
p p p

. 

Далее находим функцию-оригинал для лаплас-образа 1X p . 

Вводим функцию 

2 2 2 2

1 2ω ω ch
4

pT
B p p p p . 

Ее производная равна 

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2sh ω ω +ch ω ω .
4 4 4 p

T pT pT
B p p p p p p p  
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Вычисляем вычет функции 1
ptX p e  в полюсе 1-го порядка 

2π 2 1
ω 2 1n

i n
p i n

T
, где 0,1, 2,n  (корни уравнения 

ch 0
4

pT
). Используя полученное соотношение для производной 

B p , находим  

2

2
0

1

1 2

2 sh
4Res n

n

n
n

p tpt

p p
n

p T
m p k

F
X p e e

m m B p
 

2

2
0

2 2 2 21 2
1 2

2 sh
4 4

ω ω sh
4

n

n
n

p t

n
n n n

p T
m p k

F
e

p Tm m T
p p p

 

22 ω(2 1)

2
0

2 22 2 2 2
1 2 1 2

2 ω 2 14

ω 2 1 ω ω 2 1 ω ω 2 1

i n tk m n eF

m m T i n n n
 

22

2
0

2 22 2 2 2
1 2 1 2

2 ω 2 1 cosω 2 1 sinω 2 14

ω 2 1 ω 2 1 ω ω 2 1 ω

k m n n t i n tF

m m T i n n n
. 

 

Действительная часть полученного выражения 
22

2
0

1 22 2
1 2 1

2 ω 2 14
ReRes

ω 2 1 ω 2 1 ωn

pt

p p

k m nF
X p e

m m T n n
 

                                 
22 2

2

sinω 2 1

ω 2 1 ω

n t

n
.                                        (6.36)                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

Представив функцию B p  в виде 

2 2

1 1 2ω ω ω ch
4

pT
B p p p i p i p , 

вычисляем вычет функции 1
ptX p e  в полюсе 1ωp i : 
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11

2

20
1 1

ωω
1 2 1 1

2
Res lim ω

ω ω

pt

p ip i

m p kF
X p e p i

m m p p i p i
 

1ω2 1
2 1

0

22 2 2 2 11 2
2 1 2 1

ω
sh 2 ω sh

4 4
ω

ω ch 2 ω ω ω ch
4 4

np t i tnp T i T
e k m e

F

pT i Tm m
p i

 

2 1
2 1 1 1

0

2 2 2 11 2
1 2 1

ω
2 ω sin cosω sinω

4
ω2

ω ω ω cos
4

T
k m t i t

F

Tm m
i

 

Выделяя действительную часть, получаем 

      
1

2 1
2 1 1

0
1 2 2 2ω

1 2 1 2 1

ω
2 ω tg sinω

4ReRes
2 ω ω ω

pt

p i

T
k m t

F
X p e

m m
.        (6.37) 

Аналогичным образом, использовав для функции B p  представле-

ние 2 2

1 2 2( ) ω ω ω ch
4

pT
B p p p p i p i , вычисляем 

       
2

2 2
2 2 2

0
1 2 2 2ω

1 2 2 2 1

ω
2 ω tg sinω

4ReRes
2 ω ω ω

pt

p i

T
k m t

F
X p e

m m
.     (6.38) 

Точка 0p  не является полюсом функции 1X p . Действитель-

но, использовав разложение гиперболического синуса в ряд Макло-

рена (формулы (6.23)), получаем 
2

2
2

0 0
1 2 2

0 0 2 2 2 21 2 1 2 1 2
1 2

1
2 1

4 3! 4
lim lim .

2 ω ω
ω ω ch

4

k

p p

pT pT
m p k

F F T
X p

pTm m m m
p p p

Суммируя результаты равенств (6.36), (6.37), (6.38), находим коор-

динату первого осциллятора (ее зависимость от времени) 

 

1 2

1 1 1
ω ω

2 ReRes 2 ReRespt pt

p i p i
x t X p e X p e  
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2
0 2 1 1

1 22 2
0 11 2 2 1

2 ω ω
2ReRes tg

4ωω ωn

pt

p p
n

F k m T
X p e

m m
 

2
02 2 2

1 22
1 22

42 ω ω
sinω tg sinω

4 πω

Fk m T
t t

m m

22

2

2 22 2 2 2
0

1 2

2 ω 2 1 sinω 2 1

2 1 ω 2 1 ω ω 2 1 ωn

k m n n t

n n n
, 

где при записи последнего выражения мы использовали равенство 

ω 2πT . 

Для лаплас-образа 2X p  мы получили следующее выражение:  

0
2

2 2 2 21 2
1 2

sh
4

ω ω ch
4

pT
kF p kF

X p
pTp m m

p p p

. 

Все дальнейшие вычисления аналогичны предыдущим, поэтому 

сразу приводим результаты: 

                      
1

1
1

0
2 2 2 2ω 1 2 1 2 1

ω
tg sinω

4ReRes
2 ω ω ω

pt

p i

T
tkF

X p e
m m

,             (6.39) 

                     
2

2
2

0
2 2 2 2ω 1 2 2 2 1

ω
tg sinω

4ReRes
2 ω ω ω

pt

p i

T
tkF

X p e
m m

,          (6.40) 

0
2 22 21 2

1

sinω 2 12
ReRes

π 2 1 ω 2 1 ωn

pt

p p

n tkF
X p e

m m n n
 

                                               
22 2

2

1
.

ω 2 1 ωn
                               (6.41) 

  

Суммируя результаты равенств (6.39) – (6.41), находим координату 

второго осциллятора 

0 1 2
2 1 22 22 2

1 21 2 2 1

ω ω1 1
tg sinω tg sinω

4 4ω ωω ω

kF T T
x t t t

m m
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0

2 22 2 2 2
01 2 1 2

sinω 2 14

π 2 1 ω 2 1 ω ω 2 1 ωn

n tkF

m m n n n
. 

Упражнение 1. Найти лаплас-образы данных периодических 

функций периода T f t f t T  (рисунок 7). 
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Отв. 
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Упражнение 2. Найти лаплас-образы периодической функции 

периода ( )f t  с периодом 3T  3f t f t T  (рисунок 8). 

 
 

 

 

                                                                                                                  Рисунок 8 
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Упражнение 3. Найти решение поставленной задачи Коши. 

3.1 4 ( ), (0) (0) 0, ( )x x f t x x f t  – периодическая сила с пе-

риодом 3T  (см. рисунок 8). 

Отв. 

( ) 6sin2 sin sin2 (3sin sin3 )cos2
6 8sin3

A A
x t T T t T T t

T
 

2

2 2
0

π (2 ) 2π
( 1) sin sin

27 3 3 .
2 9 (π )

n

n

n t T nt
AT T T

T n
 

3.2 ( ), (0) (0) 0, ( )y y f t y y f t  – периодическая сила с пе-

риодом 2T  2f t f t T  (рисунок 9). 

 

 

 

                                                                                                               

            Рисунок 9                                                                                                      
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3.3 
2 ( ), (0) (0) 0, ( )y k y f t y y f t  – периодическая сила с 

периодом 2T  2f t f t T  (рисунок 10). 
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3.4 ( ), (0) (0) 0, ( )x x f t x x f t  – периодическая сила с пе-

риодом 2T  2f t f t T  (рисунок 11). 

 

 

 

           

                                                                                                                 Рисунок 11 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 

(справочное) 

 

Гамма-функция Эйлера 

 

Интеграл 

                                                      1

0

x zz e x dx ,                                           (А.1) 

сходящийся для любого комплексного значения z  в полуплоскости Re 0z , назы-

вается эйлеровым интегралом II рода. Функция z , представленная этим инте-

гралом, является аналитической в области Re 0z . Эта функция называется гамма-

функцией Эйлера. 

Вычисляя интеграл (А.1) по частям 

1

0 0 0

1 1

0
x z x z x z x ze x dx e dx e x e x dx

z z
 

0 0

1 1 1
lim x z x z x z

x
e x e x dx e x dx z

z z z
, 

получаем основное функциональное соотношение для гамма-функции 

                                                       1z z z .                                                    (А.2)                      

Учитывая очевидное равенство 1 1 , при помощи соотношения (А.2) полу-

чаем  

                                          1 1z n z n z z                                     (А.3) 

и 

1 !n n , 

где n  – натуральное число. 

Соотношение (А.3) позволяет построить аналитическое продолжение гамма-

функции на всю плоскость. При этом продолженная функция будет в точках 

0,1,2,  иметь простые полюсы. В самом деле,  

1

1

z n
z z n

z n z
. 

Но в правой части этого равенства записана функция, аналитическая в некоторой 

окрестности точки z n . Поэтому при z n  гамма-функция имеет простой по-

люс с вычетом 
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1 1
Res

!1

n

z n
z z z n

z n nn
, 

где 0,1,2,n . 

Имеется ещѐ одно функциональное соотношение для гамма-функции 

                                                    
π

1
sinπ

z z
z

.                                              (А.4) 

Из этого соотношения непосредственно вытекают формулы 

               
1

π
2

,   
1 π

2 1 !!
2 2n

n n , 1,2,n . 

Из соотношения (А.4) также вытекает, что гамма-функция нигде в комплексной 

плоскости не обращается в 0 . Это означает, что функция 
1

z
 является целой 

аналитической функцией с простыми нулями в точках 0; 1; 2; . Эта функция 

может быть представлена в виде бесконечного произведения 

                                                 

1

1
1

z
cz k

k

z
ze e

kz
,                                         (А.5) 

где 0,577216c  – постоянная Эйлера, 

1

1
lim ln

n

n
k

c n
k

. 

Логарифмируя соотношение (п. 1.5) и дифференцируя результат по z , можно 

получить формулу 

1

1 1 1
ln

k

z d
z c

dz z z k kz
. 

В частности, 

1

1

k

n
c

kn
. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 

(справочное) 

 

Лаплас-образы некоторых элементарных функций 
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2 2
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