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РАСЧЕТ КИНЕМАТИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 

ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ИСПОЛНИТЕЛЬНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

Получены расчетные формулы и представлены примеры расчетов по определению 

кинематических характеристик пространственных исполнительных механизмов, рабо-

тающих в цилиндрической и сферической системах координат. Предложены анали-

тические зависимости для расчета матричным методом скорости и ускорения центра 

схвата робота-манипулятора в подвижной и неподвижной системах координат, необ-

ходимые для прочностного расчета и оценки динамических свойств механизма. 

Введение. Для оценки технических возможностей промышленных робо-

тов-манипуляторов [1, 2] необходимо знать их кинематические характери-

стики. Они требуются для решения задач, связанных с прочностным расчё-

том, конструированием звеньев и оценки динамических свойств механизма. 

Знание отдельных составляющих вектора абсолютной скорости в подвижной 

системе координат для оснащенных режущим инструментом исполнитель-

ных механизмов позволяет определить кинематические углы резцов [3], ко-

торые предопределяют их установку. При проведении силового расчёта ис-

полнительного механизма необходимо определить силы инерции и сопро-

тивления движению звеньев, для чего должны быть известны скорости и 

ускорения центра схвата робота [2, 4 ,5]. 

Существуют различные методы определения геометрических, кинемати-

ческих и силовых параметров исполнительных механизмов роботов-

манипуляторов. Наиболее простой векторный метод расчета целесообразно 

применять в случаях, при которых звенья расположены в одной плоскости 

[1, 6]. Методика его применения предполагает определение проекций звень-

ев, а затем векторов скорости и ускорения на неподвижные оси координат. 

Установлено, что применительно к двухзвенному исполнительному меха-

низму с тремя степенями подвижности [6] векторный метод достаточно сло-

жен и поэтому не используется для пространственных схем размещения 

звеньев роботов-манипуляторов. 

В пособиях [7, 8, 9] скорость v
r

 и ускорение a
r

 в сферической системе ко-

ординат находятся как частный случай их расчёта в ортогональных криволи-

нейных координатах. Для расчёта скорости берутся частные производные от 

декартовых координат x, у, z точки по соответствующим криволинейным ко-

ординатам q1, q2, q3 и находятся коэффициенты Ляме Н1, Н2, Н3. Модуль ско-

рости v точки вычисляется из выражения 
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расчёта ускорения также используются коэффициенты Ляме. При этом находят-

ся соответственно частные производные от квадрата скорости по обобщённым 

скоростям 321 ,, qqq &&&  и координатам q1, q2, q3, а затем – полные производные по 

времени от полученных соответствующих разностей частных производных по 

iq&  и qi. Такая методика расчёта кинематических параметров достаточно трудо-

ёмка, причем искомые v
r

 и a
r

 определяются только в проекциях на подвижные 

сферические оси координат R, φ, Θ, связанные с движущейся точкой М.  

В работах [10, 11] скорость v
r

 и ускорение a
r

 получены с использованием 

векторного анализа. Матричное исчисление в [10] использовано для перехо-

да от прямоугольной и цилиндрической к сферической системе координат. В 

статьях [3, 12] предложена методика расчета кинематических характеристик 

движения точки в проекциях на подвижные оси координат, основанная на 

матричном представлении формул Эйлера. В таком случае движение твердо-

го тела рассматривается как движение подвижного трехмерного пространст-

ва в неподвижном. 

Отметим, что тенденция сокращения часов, отведенных в университетах на 

изучение теоретической механики, привела к отсутствию в программах мно-

гих важных разделов кинематики [12]. Задачи, решение которых основано на 

использовании полярной или цилиндрической систем координат, становятся 

объектами только научных исследований. Сферические координаты прописа-

ны исключительно в списках компетенций курса математики [9, 12]. При под-

готовке инженеров в технических вузах практически не используются методы 

матричной, линейной и тензорной алгебр [13]. В то же время высокая степень 

формализации операций над матрицами позволяет получить строгие резуль-

таты, имеющие физический смысл, путем алгебраических преобразований. 

Преимущество матричной структуризации пространства проявляется в наи-

большей степени при определении ускорений точек движущегося тела [13]. 

Геометрические и кинематические параметры робота можно определить 

путем анализа комбинации параллельного переноса и поворота. Скорости 

точек находятся в результате дифференцирования текущих координат центра 

схвата. Удобство использования матричного способа заключаются в том, что 

скорость и ускорение центра схвата робота-манипулятора в подвижной систе-

ме координат легко определяются с помощью транспонированных матриц 

перехода. В представленной работе рассматривается методика применения 

матричного метода для расчета кинематических параметров пространствен-

ных исполнительных механизмов в цилиндрической и сферической системах 

координат, а также двухзвенного механизма с тремя степенями подвижности. 

Определение матричным методом кинематических параметров в ци-

линдрических координатах. Рассмотрим особенности выполнения кинема-

тического анализа в цилиндрических координатах и применим изложенную 

методику к роботу-манипулятору с тремя степенями подвижности. 
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Предположим, что текущее поло-

жение точки M относительно подвиж-

ной системы отсчета X3Y3Z3, связанной 

с точкой O3 (рисунок 1, точка M на нем 

не показана), определяется координата-

ми x3, y3, z3 = const. В прямоугольной 

неподвижной системе отсчета XYZ те-

кущие координаты той же точки равны 

x, y и z. 

Положение точки O3 с одной сто-

роны задается вектором R
r

, с другой– 

в цилиндрической подвижной системе 

координат, определяется расстояни-

ем r, углом φ, и отрезком O2O3 = z.  

Тогда в рассматриваемом случае координаты точки М в неподвижной 

системе XYZ выражаются через ее же координаты в системе X3Y3Z3 следую-

щим образом: 
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Вектор скорости v
r

 точки М в системе отсчета XYZ при x3, y3, z3 = const 

определяется дифференцированием выражения (1) по времени: 
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где ϕ′A  – матрица, каждый элемент которой получается дифференцировани-

ем по φ элементов матрицы Aφ. 

В случае, при котором точка М совпадает с O3, т. е. при x3 = y3 = z3 = 0, 

выражения проекций вектора ее скорости на неподвижные оси координат 

XYZ имеют вид 
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При этом модуль скорости 

2222222
zrrzyx +ϕ+=++= &&vvvv .  (4) 

Рисунок 1 – Расчетная схема для ци-

линдрических координат 
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Положение вектора скорости по отношению к системе осей XYZ определя-

ется через соответствующие направляющие косинусы. 

Представим цилиндрическую систему координат в виде схемы манипу-

лятора, звенья которого O1O2, O2O3  и O3M (см. рисунок 1). С целью после-

довательного преобразования координат схвата манипулятора из системы 

отсчета, связанной с последним звеном X3Y3Z3, к неподвижной системе от-

счета XYZ введем в рассмотрение подвижные системы отсчета X1Y1Z1 и 

X2Y2Z2, начала которых находятся соответственно в точках O1≡ O и O2. 

Пусть A12 – матрица размерностью 3×3, элементами aij которой являются 

направляющие косинусы углов между i-той осью первой системы отсчета и 

j-той осью второй. В рассматриваемом случае между осями систем коорди-

нат X1Y1Z1 и X2Y2Z2, а также X2Y2Z2 и X3Y3Z3, углы таковы, что их косинусы 

образуют единичные матрицы A1 и A2. Углы же между осями систем XYZ и 

X1Y1Z1 дают матрицу Aφ. Тогда общая матрица перехода от  XYZ  к  X3Y3Z3 

ϕϕ =⋅⋅= AAAAA 21 . 

В свою очередь вектор скорости 3v
r

точки М в системе X3Y3Z3 (r, φ, z) 

vv
rr T

3 A= ,     (5) 

где A
T
 – транспонированная матрица, равная произведению транспонирован-

ных матриц-сомножителей, взятых в обратном порядке, 

TTT
1

T
2

T
ϕϕ == AAAAA . 

Векторы v
r

, 3v
r

 в равенствах (2) и (5) представляют разложение одного и 

того же вектора v
r

 по базисам систем отсчета XYZ и X3Y3Z3 соответственно. 

С учетом (2) равенство (5) приобретает вид 
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Из формулы (6) легко определяются проекции вектора скорости точки M 

на подвижные оси координат X3 Y3 Z3, которые при x3 = y3 = z3 = 0 имеют вид 

rx r && == v3 , ϕ== ϕ && ry v3 , zz r && == v3 .   (7) 

Модуль скорости точки O3 определяется из выражений (7) формулой (4), 

а направление скорости – направляющими косинусами. 

Теперь матричным методом определим ускорение в цилиндрической сис-

теме координат. Вектор ускорения a
r

 точки М в системе XYZ определится 

дифференцированием по времени равенства (2): 
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Отсюда находим проекции вектора ускорения точки M на неподвижные 

оси координат XYZ, которые при x3 = y3 = z3 = 0 таковы: 
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Соответственно модуль ускорения точки M ≡ О3 
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Вектор ускорения a
r

 точки M в системе X3Y3Z3 (или r, φ, z, см. рисунок 1) 
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rr T

3 A= . 

С учетом (8) проекции вектора ускорения точки M на подвижные цилин-

дрические оси координат X 3Y3Z3 при x3 = y3 = z3 = 0 имеют вид: 
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Как и в случае со скоростями, направление ускорения по отношению к 

рассматриваемым системам осей определяется через направляющие косинусы. 

Полученные расчетные формулы (3), (4), (7), (9), (10), (11) в частном слу-

чае применимы для движения, заданного в полярных координатах. Они по-

зволяют найти проекции скорости и ускорения на ра-

диальное и поперечное направления. 

Изложенную методику расчета скорости и ускоре-

ния целесообразно использовать для роботов-

манипуляторов, работающих в цилиндрической сис-

теме координат. Рассмотрим пример расчета кинема-

тических параметров исполнительного механизма ро-

бота-манипулятора, который состоит из поворотного 

устройства, колонны для вертикального перемещения 

и выдвигающейся руки со схватом (рисунок 2) [14, 

задача 12.38]. 

Применительно к заданной схеме координаты цен-

тра схвата робота-манипулятора в неподвижной сис-

теме XYZ при известных φ(t), z(t), r(t), выражаются 

формулой (1), в которой x3 = y3 = z3 = 0. Выражение 

для расчета скорости центра схвата имеет вид (4), а ее проекции скорости на 

подвижные цилиндрические оси координат определяются из (7). Формула 

для расчета ускорения центра схвата имеет вид (10), а его проекции на оси 

цилиндрической системы координат определяются из (11). 

Рисунок 2 – Схема 

робота-манипулятора, 

работающего в цилин-

дрических координатах 
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При заданных φ(t), z(t), r(t) уравнения траектории центра схвата в системе 

отсчета XYZ получаются в параметрической форме из формулы (1), где роль 

параметра играет время t. Они имеют вид 

ϕ= cosrx , ϕ= sinry , zz = .    (12) 

В цилиндрической системе координат уравнения траектории центра схвата 

находятся из формулы (1) с использованием транспонированной матрицы 
T
ϕA  

ϕ+ϕ= sincos yxr , ),/arctg( xy=ϕ  zz = .   (13) 

Выражения (12) и (13) позволяют построить траекторию центра схвата 

как при заданных φ(t), z(t), r(t), так и при x = x(t), y = y(t), z = z(t). 

Расчёт матричным методом кинематических параметров в сфериче-

ских координатах. Определим проекции абсолютной скорости v
r

 и ускоре-

ния a
r

 точки М (рисунок 3, а) на оси неподвижной системы отсчета XYZ и на 

подвижные сферические оси XRYφ Zθ (R, φ, θ). 

 
Рисунок 3 –Схема для случая сферических координат: аксонометрия (a) и проекция (б) 

В прямоугольной неподвижной системе координат XYZ положение век-

тора R
r

 определяется текущими координатами x, y, z точки М. В сфериче-

ской подвижной системе координат положение той же точки М определяется 

расстоянием R, углами φ и θ. Введём также подвижные системы координат 

X1Y1Z1; X2Y2Z2, первая из которых получается путем поворота на угол φ во-

круг оси Z, а вторая – в результате поворота системы X1Y1Z1 на угол θ вокруг 

оси Y1. 

Координаты некоторой точки М3 (на рисунке 3, а не показана) в непод-

вижной системе XYZ в рассматриваемом случае выражаются через коорди-

наты этой же точки в системе XRYφZθ следующим образом: 

a) б) 
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где  
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θθ

θ−θ

=θ
cos0sin

010

sin0cos

A . (15) 

Для точки M имеем xR, yφ, zθ = 0. Поэтому вектор ее скорости v
r

 в системе 

XYZ определяется выражением 
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Из формулы (16) выражаем проекции вектора скорости точки М на не-

подвижные оси координат XYZ, которые имеют вид: 
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;sinsincoscoscossin
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θθ+θ==
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    (17) 

В свою очередь вектор скорости Mv
r

 точки М в системе XRYφZθ (R, φ, θ) 

vv
rr T

A=M ,  (18) 

где А
Т
 – транспонированная матрица, равная произведению транспониро-

ванных матриц-сомножителей, взятых в обратном порядке: 
TTT
ϕθ ⋅= AAA . 

Векторы v
r

 и Mv
r

 в равенствах (16) и (18) представляют разложение од-

ного и того же вектора v
r

 по разным базисам систем координат XYZ и XRYφZθ. 

С учётом (16) формула (18) будет иметь вид 

















+
















θ′+ϕ′= θθϕ

0

0

0

0)(
TT

RR

M

&

&&
r

AAAAAv . 

Отсюда определяются проекции вектора скорости точки М на подвижные 

сферические оси координат XRYφZθ: 

Rx R
&& == vR , θϕ==ϕ cos&& Ry yv , θ== θθ

&& Rvz . (19) 

Модуль скорости точки М можно получить из формул (17) или (19): 

222222
cos θ+θϕ+= &&& RRRv . 
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Положение вектора скорости как относительно осей X, Y, Z, так и XR, Yφ, 

Zθ теперь можно получить по направляющим косинусам. 

Вектор ускорения a
r

 точки М в системе XYZ определится дифференциро-

ванием по времени выражения (16) 
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 (20) 

Из приведенной формулы определяются проекции вектора ускорения 

точки М на неподвижные оси координат XYZ, которые для краткости с учё-

том полученных далее выражений (22) можно записать в виде 

.cossin

;sinsincoscossin

;sincossincoscos

θ+θ=

θϕ−ϕ+θϕ=
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θ
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Вектор ускорения Ма
r

точки М в системе XRYφZθ (R, φ, θ, см. рисунок 3, а) 

aaM

rT
A= .     (21) 

С учётом (20) из равенства (21) получим проекции вектора ускорения точ-

ки М на подвижные сферические оси координат XRYφZθ: 
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  (22) 

Модуль ускорения точки М определяется по формуле 

222222
θϕ ++=++= aaaaaa Rzyxa ,  (23) 

а направление – по направляющим косинусам. 

В тех задачах, где ось Z является осью вращения, угол Θ = 90°– θ удобно 

отсчитывать от положительного направления этой оси Z (рисунок 3, б). В 

таком случае выражение (15) запишется в виде 
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Матрица Аφ сохраняется, а матрица АΘ по рисунку 3, б получается транс-

понированием матрицы Аθ (формула (15)), соответствующей рисунку 3, а, 

относительно главной диагонали. При этом определить скорость и ускорение 

точки М в сферических координатах можно по описанной выше методике.  

Рассмотрим пример расчета кинематических 

параметров исполнительного механизма [14, 

задача 12.39], в котором вертикальная колонна, 

несущая руку робота-манипулятора, может по-

ворачиваться на угол φ, как это показано на 

рисунке 4. Рука со схватом поворачивается на 

угол Θ и выдвигается на расстояние R. Опреде-

лим скорость и ускорение центра схвата при 

заданных R(t), φ(t), Θ(t). 

Применительно к этой задаче координаты 

центра схвата (точка М) в неподвижной системе 

координат XYZ при заданных R(t), φ(t), Θ(t) вы-

ражаются формулой (24). 

Скорость и ускорения центра схвата в проекциях на оси XYZ и XΘYφZR 

определяются из соотношений: 
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sin RRRzyx
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;Θ== ΘΘ
&& Rx v  Θϕ== ϕϕ sin&& Ry v ;  RzR

&& == Rv . 
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Модуль ускорения точки М найдётся по формуле (23). 

При заданных R(t), φ(t), Θ(t) уравнения траектории центра схвата в пара-

метрической форме можно получить из формулы (24), где роль параметра 

играет время t. Они имеют вид 

ϕΘ= cossinRx , ϕΘ= sinsinRy , Θ= cosRx .    (25) 

Рисунок 4 – Робот в сфериче-

ской системе координат 



 115

При заданных x = x(t), y = y(t), z = z(t) уравнения траектории центра схва-

та в параметрической форме, используя транспонированную матрицу А
Т
, 

получим из формулы (24). Они имеют вид 

.arctg;arctg

;cossinsinsincos

22
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
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



=ϕ

Θ+Θϕ+Θϕ=

z

yx

x

y

zyxR

  (26) 

Уравнения (25) и (26) позволяют построить траекторию центра схвата как 

при заданных R(t), φ(t), Θ(t), так и при x = x(t), y= y(t), z= z(t). 

Расчёт матричным методом кинематических параметров двухзвен-

ного механизма с тремя степенями подвижности. 

Исполнительный механизм (его схема приведена на рисунке 5) состоит 

из поворотного устройства с вертикальной осью вращения, угол поворота 

которой φ, и двух звеньев l1, l2, расположенных в вертикальной плоскости 

Y1OZ1 (углы поворота звеньев – θ1 и θ2 ).  

 

Рисунок 5 – Расчетная схема двухзвенного механизма с тремя степенями 

подвижности 
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Координаты точки М в неподвижной системе XYZ в рассматриваемом 

случае могут быть связаны с координатами этой же точки в системе X5Y5Z5 

путем следующих преобразований. Система XYZ поворотом на угол φ 

переводится в подвижную систему X1Y1Z1 таким образом, что механизм раз-

мещается в вертикальной плоскости Y1ОZ1. Следующим преобразованием 

переводим систему координат X1Y1Z1 в систему X2Y2Z2 поворотом вокруг оси 

ОX1 на угол θ1. Затем, перемещая начало координат X2Y2Z2 на длину l1, полу-

чим систему X3Y3Z3. Поворотом системы X3Y3Z3 вокруг оси ОX3 на угол θ2 

приходим к системе отсчета X4Y4Z4, которую перемещаем на длину l2 и 

окончательно получим систему X5Y5Z5. Для каждого поворота по описанно-

му выше правилу составляются матрицы ϕθθ ААА ,,
21

, с помощью которых 

определяются координаты точки М. В результате выполненного анализа ус-

тановлено, что при других способах преобразования координат усложняются 

матрицы перехода и, следовательно, в целом весь расчёт.  

Координаты точки М5 (на рисунке 5 не показана) в неподвижной системе 

XYZ в рассматриваемом случае выражаются через координаты этой же точки 

в системе X5Y5Z5 следующим образом: 
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Принимая x5, y5, z5 = 0, и для точки M получаем: 
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Отсюда определяются проекции радиус-вектора точки М на неподвиж-

ные оси координат XYZ, которые имеют вид 
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 (28) 

Вектор скорости v
r

 точки М в системе XYZ определяется дифференциро-

ванием текущих координат равенства (27) по времени из выражения 
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Отсюда проекции вектора скорости точки М на неподвижные оси коор-

динат XYZ: 

( ),))(cos(sin)sin(cos

)cossinsin(cos

2121212

1111

θ+θθ+θϕ+ϕθ+θϕ−
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( ).))(sin(sin 21212111 θ+θθ+θ−+θθ−== &&&& llz zv  

В свою очередь вектор скорости Mv
r

 точки М в системе X5Y5Z5 

vv
rr T

A=M ,  (31) 

где А
Т
 – транспонированная матрица, равная произведению транспониро-

ванных матриц-сомножителей, взятых в обратном порядке: 
TTTT

12
ϕθθ= AAAA . 

Векторы v
r

 и Mv
r

 в равенствах (29) и (31) представляют разложение од-

ного и того же вектора v
r

 по разным базисам систем координат XYZ и X5Y5Z5. 

С учётом (29) равенство (31) будет иметь вид 
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Отсюда определяются проекции вектора скорости точки М на подвижные 

оси координат X5Y5Z5: 

,0
55 == xx v&  

,cos)( 2212115 5
θθ+θ+θ== &&&& lly yv  (32) 

)sin(sin 212115 5
θ+θϕ+θϕ== &&& llz zv . 

Модуль скорости точки М определяется из равенств (30) или (32): 
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Направление скорости снова находится через направляющие косинусы. 
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Вектор ускорения a
r

 точки М в системе координат XYZ определится 

дифференцированием равенства (29): 
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Из полученной формулы определяются проекции вектора ускорения точ-

ки М на неподвижные оси координат XYZ.  

Вектор ускорения Ma
r

точки М в системе X5Y5Z5 (см. рисунок 5)  

aa
T

M

r
A= .     (34)  

С учётом (33) из равенства (34) получаем проекции вектора ускорения 

точки М на подвижные оси координат X5Y5Z5: 
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Модуль ускорения точки М определяется по формуле 

2222
5

2
5

2
5

555 zyx
aaazyxa ++=++= &&&&&& . 

Как и во всех рассмотренных ранее случаях направление ускорения оп-

ределяется направляющими косинусами. 

Полученные расчётные формулы позволяют определить скорость и уско-

рение точки М двухзвенного исполнительного механизма с тремя степенями 

подвижности матричным методом. 

Изложенную методику расчета скорости и ускорения можно использо-

вать для двухзвенных и многозвенных исполнительных механизмов с тремя 

и более степенями подвижности, имеющие исходные расчетные кинемати-

ческие и конструктивные параметры роботов-манипуляторов в виде φ = φ(t), 

l1, l2, …, lk, θ1 = θ1(t), θ2 = θ2(t), …, θk = θk(t). 
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Рассмотрим пример расчета кинемати-

ческих параметров исполнительного меха-

низма [14, задача 12.40], в котором верти-

кальная колонна, несущая руку робота-

манипулятора, может поворачиваться на 

угол φ. Рука со схватом состоит из двух 

звеньев, каждый из которых может пово-

рачиваться на свой угол, первое звено на 

угол θ1, второе – на угол θ2  (рисунок 6). 

Требуется найти скорость и ускорение 

центра схвата при заданных законах дви-

жения φ(t), θ1(t), θ2(t). 

Применительно к рассматриваемой задаче координаты центра схвата 

(точка М) в неподвижной системе координат XYZ при заданных φ(t), θ1(t), 

θ2(t) выражаются формулой (27). Скорость и ускорения центра схвата опре-

деляются из (32) и (35). 

При заданных φ = φ(t), θ1 = θ1(t), θ2 = θ2(t) уравнения траектории центра 

схвата в параметрической форме получим из формулы (28), где роль пара-

метра играет роль t. Используя транспонированную матрицу А
Т
, при задан-

ных x = x(t), y = y(t), z = z(t) получим траекторию центра схвата в подвижных 

координатных осях X5Y5Z5. 

Выводы: 

1 Проанализированы методика и методы расчета кинематических пара-

метров исполнительных механизмов. Получены расчетные формулы и пред-

ставлены примеры расчета для определения кинематических характеристик 

пространственных исполнительных механизмов, работающих в цилиндриче-

ской и сферической системах координат. 

2 Предложены аналитические зависимости для расчета матричным мето-

дом скорости и ускорения центра схвата робота-манипулятора в подвижной 

и неподвижной системах координат. Они могут быть использованы для 

прочностного расчета и оценки динамических свойств механизма. 
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A. V. LOKTIONOV 

CALCULATION OF KINEMATIC PARAMETERS OF SPATIAL EXECUTIVE 

MECHANISMS 

The calculation formulas are received and the examples of calculations for the spatial 

executive mechanisms’ kinematic characteristics in cylindrical and spherical systems of 

coordinates are presented. There were proposed the analytical dependences for matrix 

method calculation of speed and acceleration of the robot-manipulator gripper center in the 

mobile and motionless systems of the coordinates. These dependences are necessary for 

strength calculation and for the estimation of mechanism dynamic properties. 
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