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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ АГРЕГАЦИИ 

БИОЛОГИЧЕСКИХ МАКРО- И НАНОЧАСТИЦ  

Обсуждаются особенности агрегации микро- и наноразмерных частиц – молекул, 

молекулярных структур, клеток и внеклеточных образований в биологических жид-

костях. Приведен краткий обзор существующих математических моделей кинетики 

агрегации частиц и эффективной вязкости суспензий. Предложена континуальная 

модель суспензии с несколькими сортами агрегирующих частиц. Проведены сравни-

тельные расчеты кинетики агрегации для модельной системы. 

Биологические жидкости представляют собой взвеси клеток, неорганиче-

ских молекул и структур в дисперсионной фазе, которая представлена вод-

ными растворами неорганических веществ в малых концентрациях. Размеры 

клеток составляют ~3–20 мкм, а органических молекул – ~5–100 нм, поэтому 

биожидкости можно рассматривать как нанодисперсные коллоиды. Взвеси 

клеток (кровь, бактерии, одноклеточные водоросли) представляют собой 

суспензии, частицы которых могут образовывать агрегаты и микроструктуры. 

Агрегация приводит к изменению вязкости, тепло- и электропроводности 

жидкости, ее оптических свойств, поэтому теоретическое и эксперименталь-

ное исследование процессов агрегатообразования и связанных с ним изме-

нений реологии имеет большое значение для целей медицинской диагности-

ки, управления микробиологическими реакторами, очистке воды и пр. [1]. 

При этом наряду с дискретными моделями имеются их континуальные ана-

логи, позволяющие описать свойства биожидкостей как вязкоупругих 

сплошных сред. В последние годы в связи с большим интересом к кинетиче-

ским процессам и физическим свойствам наножидкостей широко использу-

ются методы молекулярной динамики.  

1 Модель Эйнштейна и ее обобщения. Рассмотрим систему, состоящую 

из водного раствора минеральных веществ с плотностью ρf, проявляющего 

свойства несжимаемой ньютоновской жидкости с динамической вязкостью µf, 

в котором взвешены частицы со средним диаметром ds и плотностью ρs. 

Массовая концентрация частиц C = Ms / M может отличаться от их объемной 

концентрации H = Vs / V, где M и V – масса и объем системы, а индекс s от-

носится к взвешенной фазе, поскольку объем и масса агрегатов могут ме-

няться различным образом из-за активного транспорта клетками, захвата 

частиц или пузырьков газа, фазовых переходов. При существенных различи-

ях диаметров частиц можно также ввести в рассмотрение дисперсию Ds диа-
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метров, а если форма частиц далека от сферической, то следует ввести без-

размерные параметры, характеризующие форму (вытянутость χ1= d⊥  / d║, 

закрученность и другие). Помимо этого, можно дополнительно ввести эф-

фективные упругие коэффициенты E1,2,3 для деформирующихся частиц 

(клетки, макромолекулы), степень шероховатости поверхности υ для описа-

ния сухого трения между частицами, ион-зависимую активацию α поверхно-

сти (клеток, например лейкоцитов, тромбоцитов), которая способствует уве-

личению адгезивных свойств. 

С уменьшением размера частиц увеличивается соотношение поверх-

ность/объем, что приводит к сильному росту поверхностной энергии частиц 

и усилению агрегации. Для нано- и микрочастиц существенным становится 

броуновское движение и, соответственно, зависимость физических свойств 

от температуры. Вязкость µ такой системы можно записать в общем виде 

),,,,,,,,,,,( 3,2,1...3,2,1 αυµρρχµ=µ EHCDdT ffsss   (1) 

и построить соответствующую функциональную зависимость µ от характе-

ристик дисперсной и дисперсионной фаз с помощью методов теории раз-

мерностей и данных соответствующих экспериментов.  

При моделировании термических, электрических, магнитных, оптических 

свойств микро- и наножидкостей в список переменных следует добавить 

соответствующие физические величины для частиц и несущей жидкости [2].  

Исторически первая аналитическая зависимость вида (1) была получена 

Эйнштейном в 1906 г. как решение задачи для слабоконцентрированной 

суспензии твердых сфер одинакового радиуса при условии Стоксова обтека-

ния и отсутствия гидродинамического взаимодействия 

5,2),1( =+µ=µ kkCf . (2) 

Формула (2) дает хорошие результаты при C < 2 %, а при больших кон-

центрациях дает заниженные значения эффективной вязкости. Для концен-

трированных суспензий в 1952 г. Бринкманом была предложена формула: 

k
f C −−µ=µ )1( , (3) 

которая используется и для биологических суспензий. 

В 1977 г. Бэтчелор предложил модификацию формулы Эйнштейна в ви-

де, который учитывает броуновскую диффузию частиц: 

)5,65,21(
2CCf ++µ=µ . (4) 

Здесь учтены слагаемые второго порядка малости по концентрации. С 

точностью до малых третьего порядка (4) можно переписать в виде  

kC
f

−

µ
=µ

1
,  (5) 
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который представляет собой сумму геометрической прогрессии 

µ = µf (1 + 2,5С + 6,5С 2
 + …), то есть имеет отличия от формулы Бэтчелора в 

коэффициенте при квадратичном слагаемом.  

Для отдельных биожидкостей построены специальные формулы, харак-

терные для определенного типа частиц и условий их взаимодействия. На-

пример, для суспензии крови хорошие результаты дает формула Quemada, 

которая является обобщением нелинейной модели Кессона с учетом агрега-

ции и деформации частиц: 

2
)5,01( kC

f

−

µ
=µ , 

cr

crkk
k

γγ+

γγ+
=

&&

&&

1

10
, 

где k0,1 – функции концентрации частиц, их деформируемости kdef и агреги-

руемости kagg; γ&  – скорость сдвиговых деформаций. 

Формулы (2)–(5) часто используются и для суспензий несферических 

частиц, в этом случае используются значения k ≠ 2,5, которые находятся  

эмпирическим путем, а k называется фактором формы частиц. Такой подход 

применяется и при оценке вязкости суспензий нанотрубок как вытянутых 

цилиндрических частиц [3]. Поскольку в норме биожидкости являются 

высококонцентрированными суспензиями клеток и макромолекул, то 

представляет большой интерес разработка моделей поведения таких 

суспензий с учетом обратимой агрегации частиц в сдвиговом потоке. 

Следует отметить, что для наноразмерных частиц даже при малых 

концентрациях С = 0,01–0,3 % отмечены заниженные значения вязкости, 

предсказываемые формулой (2) и нелинейный рост вязкости с увеличени-

ем С [4], поэтому в практических целях используются формулы вида 

)(
32 fCdCbCaf +++µ=µ , где эмпирические коэффициенты есть функции 

температуры, специфичные для конкретной наножидкости [5]. Такой же 

подход используется и при моделировании течений биожидкостей, которые 

рассматриваются как растворы полимеров.  

Имеются обобщения формул вида (2)–(5) с учетом самоподобной (фрак-

тальной) формы агрегата, что имеет место в случае стационарных течений 

монодисперсных суспензий частиц специальной формы (эллипсоиды, па-

лочкообразные частицы, диски) [6] 

,1
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d
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−µ=µ  (6) 

где Cm ax – концентрация частиц при их максимально плотной упаковке;  

da – эффективный размер агрегата; k < 3 – его фрактальная размерность.  

На основе модели (6) рассматривались задачи о течениях концентриро-

ванных суспензий агрегирующих частиц в каналах. Детальный обзор фор-
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мул для вязкости суспензий наночастиц в сравнении с данными эксперимен-

тов приведен в [7].  

2  Модель Смолуховского. Кинетическое уравнение коагуляции было 

впервые сформулировано в 1915 г. М. Смолуховским для агрегации частиц в 

коллоидах за счет броуновского движения. Предполагалось, что в системе 

имеются агрегаты различной массы mk = km0, кратной массе одиночной час-

тицы m0. Под действием броуновского движения пара агрегатов может 

столкнуться, и имеется некоторая вероятность того, что они слипнутся, об-

разуя новую частицу с массой, равной сумме масс столкнувшихся частиц. 

Парные столкновения могут приводить к образованию агрегата из k частиц, 

если сталкиваются и слипаются агрегаты из k – p и p частиц, но могут спо-

собствовать и уходу агрегата из класса mk, если он слипается с агрегатом из p 

частиц и приобретает массу mk +p. В кинетическом уравнении Смолуховского 

вводятся соответствующие положительные и отрицательные источники: 

∑ ∑
−

=

∞

=
− −−=

1

1 1

),(),(
2

1
k

p p
pkppk

k nnpkKnnppkK
dt

dn
,  (7) 

где nk – количественная концентрация агрегатов, состоящих из k частиц, в 

единице объема среды; K(k – p, p) = K(p, k – p) – вероятность образования 

агрегата при столкновении k – p и p частиц.  

При учете возможности распада агрегатов и обменных взаимодействий 

(что имеет место в концентрированных суспензиях) модель Смолуховского 

можно записать в виде, аналогичном (7), где вместо K следует записать веро-

ятности распада агрегата из k + p частиц на два агрегата, состоящих из k и р 

частиц, а также вероятности слияния агрегатов из k + p и m частиц с после-

дующим отщеплением агрегата из k частиц при обменных взаимодействиях [8]. 

Полная количественная N и объемная H концентрации агрегатов могут 

быть вычислены по формулам 

∑
∞

=

=
1j

jnN , ∑
∞

=

=

1j
jjwnH , 

где wj – объем агрегата, содержащего j частиц.  

Вообще говоря, wj ≥ j·w0, где w0 – объем одной частицы, поскольку агре-

гат может содержать внутри себя часть дисперсионной фазы, захваченную и 

удерживаемую за счет адсорбции, химических связей, электрических и маг-

нитных сил.  

При наличии в агрегирующей среде нескольких видов взаимодействий 

уравнение вида (7), являющееся континуальным аналогом модели Смолу-

ховского и учитывающее как взаимодействия, так и диффузионный перенос, 

записывается так: 
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−+−+−+
−+−+−+−= )()()()()()( ГГГГГГdiv MkMkLkLkKkKkk

k J
dt

dn r
, (8) 

где знаки «+», «–» соответствуют положительным и отрицательным источ-

никам, индексы (K), (L), (M) – столкновениям, распаду и обменным взаимо-

действиям, kJ
r

 – вектор диффузионного потока агрегатов из k частиц. 

В некоторых случаях в дисперсных системах происходят более сложные 

обменные взаимодействия, связанные с большей устойчивостью крупных 

агрегатов, чем мелких, что приводит к необходимости усложнять кинетиче-

скую схему [8]. 

3  Многофазная модель агрегирующей суспензии. Термодинамическая 

модель двухфазной суспензии агрегирующих частиц, которая использова-

лась впоследствии для моделирования течений суспензии крови, описана в 

статье [9]. В данной работе предложена модель суспензии биологических 

частиц, содержащая агрегирующие частицы разного сорта, например, клетки 

и наночастицы, введенные для доставки лекарств или сорбционной детокси-

кации крови и тканей организма. Рассмотрим твердые фазы клеток ( 1α = ), 

наночастиц (α = 2), взвешенных в несущей жидкости ( 3α = ). Система урав-

нений баланса массы и импульсов фаз имеет вид [9] 

α
ααα

θ=
∂

ρ∂
+

∂

ρ∂

i

j

xt

v
, 

ααα
αα

α +ρ+
∂

∂
−=ρ jj

k

jkj
Rf

x

P

dt

dv
,   (9) 

где 
αααρ P,, v  – плотности, скорости и тензоры напряжений фаз; 

,
αα ρ=ρ C ,

αR
r αθ  – силы межфазного взаимодействия и скорости межфаз-

ного массообмена, причем 0
3

1

=θ∑
=α

α
; 

αf
r

 – внешние массовые силы.  

Кинетику  агрегации  частиц  будем  описывать  континуальными  анало-

гами модели Смолуховского (7), (8), учитывающими несколько видов  

взаимодействий:  

;ГГdiv
−α+αα

α
−+−= NJ

dt
dN v

;div
−α+αα

α
−+−= KKJ

dt
dH

H
v α

α
−= CJ

dt
dC v

div , (10) 

где N, H, C – числовые, объемные и массовые концентрации фаз, причем 

C3
=1 – C1

 – C2
; Kα±

 – скорость запирания жидкости в агрегатах; CHNJ ,,

r

 – 

соответствующие диффузионные потоки, которые являются линейными 

функциями градиентов соответствующих термодинамических сил:  

e
e

HIHN
HCHH I

I

D
N

N

D
CDHDJ ∇−∇−∇−∇−=

ββ
βββ

r
, (11) 
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где β = N, H, C, Dβ ij – феноменологические коэффициенты; Ie – второй инва-

риант тензора скоростей деформаций среды, который для сдвиговых течений 

можно принять равным скорости сдвига. 

Из термодинамической теории следует: 

t
C

pFR
∂

∂
+−−=

α
α

)(
32,12,12,1 vv , ),,(

2,12,132,12,1 CNFF µ= .  (12) 

Подставляя (11)–(12) в (9)–(10), получим уравнения движения фаз. Фе-

номенологические коэффициенты F1,2
, Dβij, 

±αГ , 
±αK  определяются, как 

указывалось выше, методами теории размерностей с учетом набора возмож-

ных параметров, перечисленного в (1). Безразмерные функции, которые вхо-

дят в F1,2
 и Dβij, имеют смысл сопротивления движению агрегатов со сторо-

ны суспензии и в их структуру входит вязкость среды µ, поэтому для восста-

новления вида этих функций можно использовать соотношения (3)–(6) для 

концентрированных суспензий. В случае, если суспензия движется в неод-

нородном поле внешних сил (центробежные, электрические, пондеромотор-

ные силы), то набор параметров должен быть дополнен характеристиками 

неоднородности поля, так как в этом случае к обычному перечню механиз-

мов агрегации (броуновское движение, сдвиговое течение, межчастичное 

притяжение) добавляется возможность сближения и слияния агрегатов в 

неоднородном поле. Рассмотрим случай центробежных сил, величина кото-

рых задается угловой скоростью ω вращения, например, центрифуги, в кото-

рую помещена суспензия. Можно показать, что в этом случае возможны раз-

личные комбинации параметров, имеющие нужную размерность. Рассорти-

руем полученные зависимости, например, для 
±αГ , по степеням параметра 

неоднородности поля. Тогда получим: 

1
6 53
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δρµ
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6Г f
Ng

Tk
f

f
B

µ

µδρ
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2

6 532

7Г

f

B NgTk

µ

ωδρ
= , 

где kB – постоянная Больцмана; f1–7 – безразмерные функции. 

4 Численные расчеты для модельной задачи. Рассмотрим случай, при 

котором захват жидкости в агрегатах пренебрежимо мал и Hα
 = Cα

. Проведя 

численные расчеты по (11) с учетом различных выражений (13). Путем реше-

ния задачи о течении суспензии в канале или оседании в контейнере, поме-

(13) 
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щенном с поле центробежных сил, можно определить скорость оседания и, 

сравнив ее с результатами экспериментов, оценить величины f1-7, которые не 

могут быть определены методами теории размерностей. Следует отметить, 

что эти величины могут быть приняты за коэффициент kagg, определяющий 

агрегируемость частиц. В связи с отсутствием экспериментальных данных о 

структуре агрегатов, необходимых для (6), использовалась формула (3).  

Если переписать (11) в виде уравнений для Cα
 и среднего объема агрега-

тов Wα
 = Cα

/Nα
, то придем к гиперболической системе уравнений, решение 

которой может быть найдено методом характеристик. Уравнения характери-

стик и условия на них для случая неоднородного поля сил выписаны в [10]. 

На рисунке 1 а, б приведены результаты анализа движения агрегатов в ус-

ловно выделенной трубке, ориентированной вдоль направления центробеж-

ной силы. Вертикальная ось – безразмерная координата, отсчитываемая 

вдоль трубки от ее нижнего сечения, а горизонтальная ось – безразмерное 

время. При использовании выражений Г1-4 ∼ ω и Г5-7 ∼ ω2
 получены линей-

ные (рисунок 1, а) и нелинейные (рисунок 1, б) семейства характеристик. В 

соответствии с [10] значения времени, при которых линейные семейства 

сходятся в одной точке, а производные по времени от нелинейных достига-

ют максимума, использовались для оценки kagg. Результаты расчетов по раз-

личным моделям (13) приведены на рисунке 1, в. Выполнено сопоставление 

численных расчетов с результатами экспериментов по оседанию эритроци-

тов крови в центрифуге [10]. Всего проводились четыре серии испытаний; 

образцы крови разных испытуемых отмечены на рисунке 1, в различными 

маркерами. Установлено, что зависимость Г4 лучше всего соответствует ки-

нетике оседания клеток крови здорового человека.  

 

Рисунок 1 – Результаты решения модельной задачи: 

семейства линейных (а) и нелинейных (б) характеристик  

в координатах (x, t); зависимости kagg(ω) (в) 

Заключение. В работе приведен обзор моделей, описывающих кинетику 

агрегации в суспензиях биологических нано- и микрочастиц. Предложена 

континуальная модель и методика численных расчетов по ней. Путем сопос-
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тавления результатов расчетов для модельной задачи с данными экспери-

ментов по оседанию крови в вертикальной трубке предложен вид выраже-

ния, описывающего кинетику агрегации эритроцитов в суспензии крови в 

неоднородном поле сил. Результаты могут использоваться для медицинской 

диагностики. 
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N. N. KIZILOVA, V. A. CHEREVKO 

MATHEMATICAL MODELS OF THE BIOLOGICAL MACRO- AND NANOPAR-

TICLES AGGREGATION 

The aggregation features of micro- and nano-sized particles – molecules, molecular 

structures, cells and extracellular structures in biological fluids are discussed. A brief 

review of the existing mathematical models for the aggregation kinetics of the particles and 

the effective viscosity of suspensions is presented. There was proposed the continuum 

model of the suspension with several kinds of aggregate particles. The comparative 

calculations for the aggregation kinetics of the model system were performed. 
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