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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 

ДЕТАЛЕЙ МАШИН НА ОСНОВЕ ОДНОМАССОВОЙ МОДЕЛИ, 

УЧИТЫВАЮЩЕЙ ВЯЗКОУПРУГИЕ СВОЙСТВА МАТЕРИАЛА 

Составлены динамические уравнения колебаний груза, прикрепленного к стерж-

ню из материала с вязкоупругими свойствами. Получены выражения для коэффици-

ентов жесткости и вязкого сопротивления в одномассовой модели рассматриваемой 

системы при продольных, изгибных и крутильных установившихся вынужденных 

колебаниях. Сформулирован способ учета вязкости материала в рамках одномассо-

вой модели вибраций элементов конструкций произвольной конфигурации. 

Введение. При функционировании машин их детали подвергаются пе-

риодическим силовым воздействиям, вызывающим деформационные (про-
дольные, крутильные и изгибные) колебания элементов конструкций. Эти 

колебания являются, в частности, одним из основных источников шума в 

зубчатых передачах [1, 2]. 

Наиболее распространенный подход к описанию и прогнозированию 

вибраций деталей машин основан на использовании упрощенной одномас-

совой динамической модели [3–5]. Характеристики элементов данной моде-

ли определяются геометрическими и инерционными параметрами модели-

руемой системы, а также механическими характеристиками материалов, из 

которых изготовлены детали машины. В настоящее время в конструкциях 

различных механизмов широко используются полимерные материалы и дис-

персно-армированные композиты на их основе [4, 6]. Деформационное пове-

дение подобных материалов характеризуется рядом отличительных особен-

ностей. В качестве одной из таких особенностей следует отметить ярко вы-

раженные вязкие свойства полимерного материала, обуславливающие высо-

кую демпфирующую способность полимерных элементов конструкций. 

В известных научных публикациях [1–6], посвященных описанию вибра-

ций механических передач, не приводится достаточно подробный анализ 
влияния релаксационных и вязкоупругих характеристик полимеров на виброа-

кустические параметры машин. Исследование такого влияния позволит более 

эффективно выбирать рецептуру конструкционных полимерных композитов 

для снижения динамической нагруженности и уровня шума, создаваемого при 

работе различных механизмов. В связи с вышесказанным целью настоящей 

работы является установление зависимости параметров колебаний элемен-

тов одномассовой динамической модели детали машины от вязкоупругих 

характеристик материала, используемого в моделируемой конструкции.  
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Описание модели. Упрощенная одномассовая 

динамическая модель (рисунок 1) детали машины 

включает материальную точку массой m, упругий 

элемент (пружину) с коэффициентом жесткости k и 

вязкий элемент (демпфер) с коэффициентом вязко-

го сопротивления α. На материальную точку дейст-

вует вынуждающая гармоническая сила F с часто-

той ω и амплитудой F0.  

Смещение u материальной точки удовлетворяет 

уравнению 

( )tFkuuum ω=+α+ sin0&&& .                  (1) 

Точка над символом здесь и далее обозначает 

производную по времени от соответствующей ве-

личины. Решение уравнения (1) для установившихся вынужденных колеба-

ний имеет вид 
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Амплитудное значение скорости колебаний, определяющее уровень зву-

кового давления при вибрации [4], задается соотношением 

( ) 2222

0
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ωα+ω−

ω
=

mk

F
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Коэффициенты k и α определяются вязкоупругими характеристиками ма-

териалов, из которых изготовлены детали моделируемого механизма. 

Вязкоупругие характеристики материала. Линейно вязкоупругое де-

формирование изотропного материала описывается физическими уравне-

ниями вида [7] 

( ) ∆=σ

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где t – время; sij, υij – компоненты девиатора тензора напряжения и деформа-

ции соответственно; σ – гидростатическое давление; ∆ – объемная деформа-

ция; G – мгновенный модуль сдвига материала; K – объемный модуль мате-

риала; R(t) – ядро релаксации материала при сдвиговом деформировании. 

В рамках настоящей работы будем использовать ядро релаксации в виде 

суммы экспоненциальных функций 
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Рисунок 1 – Одномассо-

вая динамическая модель 
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где τ – время релаксации; δ – безразмерный параметр ядра релаксации; n – 

количество описываемых релаксационных процессов. 

Наряду с константами G и K для характеризации механических свойств 

изотропных материалов часто используют модуль Юнга E и коэффициент 

Пуассона ν 

GK

GK

GK

KG
E

26

23
,

3

9

+

−
=ν

+
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При анализе циклического нагружения материала удобно наряду с урав-
нениями (3) использовать комплексный динамический модуль сдвига [7]. 

Если угол сдвига γ для рассматриваемого материала изменяется по гармони-

ческому закону ( )tωγ=γ sin0 , то соответствующее сдвиговое напряжение s 

будет определяться соотношением 

( ) ( )tGtGs ωγω′′+ωγω′= cos)(sin)( 00 .                              (6) 

Здесь )(ω′G , )(ω′′G  – действительная и мнимая компоненты комплекс-

ного динамического модуля сдвига соответственно. При использовании ядра 

релаксации в виде (4) для функций )(ω′G , )(ω′′G  можно получить 
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В случае установившихся гармонических деформаций физические урав-

нения (3) можно переписать в виде 

∆=συω′′
ω

+υω′= KtGtGts ijijij ),()(
2

)()(2)( & .      (8) 

Если колебания реализуются в условиях одноосного напряженного со-

стояния, то связь осевого напряжения σx с продольной деформацией εx опи-

сывается дифференциальным уравнением 

xxx EE εω′′
ω

+εω′=σ &)(
1

)( .        (9) 

Здесь E′ , E ′′  – действительная и мнимые компоненты комплексного ди-

намического модуля Юнга. Функции )(ω′E , )(ω′′E определяются следую-

щим образом 
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Примеры определения коэффициентов модели. В качестве модельных 

примеров вибраций элементов конструкций рассмотрим продольные (рису-

нок 2, а), изгибные (рисунок 2, б) и крутильные (рисунок 2, в) колебания 

стержня. 
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Рисунок 2 – Схемы продольных (а), изгибных (б) и крутильных (в) колебаний 

вязкоупругого стержня (ВУС) 

Продольные колебания. На вязкоупругий стержень длины L с площадью 

поперечного сечения S действует гармоническая продольная сила F = F0 sin(ωt) 

(см. рисунок 2, а). В точке приложения силы к стержню крепится точечная 

масса m. Динамическое уравнение движения материальной точки имеет вид 

PFum −=&& .                                                         (11) 

Здесь u – смещение материальной точки; P – сила, действующая на мате-

риальную точку со стороны стержня. Стержень находится в одноосном на-

пряженном состоянии. При этом P = σxS, u = εxL. Используя совместно урав-
нения (8) и (9), получим 
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S
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S
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Сопоставив данное выражение с уравнением (1), определим коэффициен-

ты модели в рассматриваемом примере 
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Изгибные колебания. Консольно закрепленный вязкоупругий стержень 

имеет длину L и осевой момент поперечного сечения Jz. На свободном конце 

стержня (x = 0) закреплен точечный груз m и действует поперечная гармони-

ческая сила F = F0sin(ωt) (см. рисунок 2, б). Динамическое уравнение мате-

риальной точки в проекциях на ось y имеет вид 

PFum −=&& .         (13) 

Здесь u – вертикальное смещение материальной точки; P – сила, дейст-

вующая со стороны стержня. Изгиб стержня под действием силы P будем 

описывать без учета сдвиговых деформаций. При этом 

y
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Здесь uy – вертикальное смещение точек средней линии стержня, завися-

щее от времени и координаты x. Помножив обе части равенства (9) на y и 

проинтегрировав по площади поперечного сечения, получим 

y
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Решение данного уравнения будем искать в виде )()(),( tfxftxu txy = . 

Пусть функция времени  ft  удовлетворяет уравнению 

tt fEfEP &)(
1

)( ω′′
ω

+ω′= .                                        (14) 

Тогда для функции координаты fx получим: xz fJx ′′= . 

Решение данного уравнения при граничных условиях консольного закре-

пления (f(L) = f
/
(L) = 0) имеет вид 
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Здесь )()0(),0( tfftuu txy ==  – вертикальное смещение материальной точ-

ки. С учетом динамического уравнения (13) получим 
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J
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J
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Сопоставив последнее равенство с уравнением (1), определим коэффици-

енты жесткости и вязкого сопротивления 

ω
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Крутильные колебания. При моделировании крутильных колебаний (ри-

сунок 2, с) уравнение (1) переписывается в виде 

( )tMkJm ω=ϕ+ϕα+ϕ ϕϕ sin0&&& . 

Здесь M0 – амплитуда крутящего момента; Jm – момент инерции твердого 

тела; ϕ – угол поворота; kϕ, αϕ – угловые коэффициенты жесткости и вязкого 
сопротивления соответственно. Можно показать, что в случае установив-

шихся вынужденных гармонических крутильных колебаний консольно  

закрепленного стержня длины L коэффициенты kϕ и αϕ определяются  

соотношениями 

ω

ω′′
=αω′= ϕϕ

)(
),(

G
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J
G

L

J
k xx , (16) 

где Jx – полярный момент инерции поперечного сечения стержня. 
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Способ учета вязкости материала в рамках одномассовой модели. 
В таблице 1 приведены известные из курса «Сопротивление материалов» [8] 

соотношения для коэффициента жесткости консольно закрепленного линей-

но упругого стержня. В режиме растяжение-сжатие на свободный конец 

консоли действует продольная сила Fx = const. Коэффициент жесткости оп-

ределяется как отношение данной силы к продольному смещению точки ее 

приложения. В режиме изгиба на конце консоли действует поперечная сила 

Fy = const. При этом коэффициент жесткости равен отношению данной силы 

к максимальному прогибу средней линии стержня. В режиме кручения на 

стержень действует концевой момент Myz = const в плоскости yz, перпенди-

кулярной средней лини. Коэффициент жесткости при этом равен отношению 

момента к максимальному углу поворота поперечного сечения. 

Сопоставив выражения, приведенные в таблице 1, с полученными соот-

ношениями (12), (15) и (16), можно отметить следующее: 

1 Если в выражении для коэффициента жесткости линейно упругого 

стержня при статическом нагружении заменить модуль упругости действи-

тельной компонентой соответствующего комплексного динамического мо-

дуля, то получим коэффициент жесткости вязкоупругого стержня при гар-

моническом нагружении. 

2 Коэффициент вязкого сопротивления вязкоупругого стержня при гар-

моническом нагружении также может быть определен из соотношения для 

коэффициента жесткости линейно упругого стержня. Для этого модуль уп-

ругости следует заменить отношением мнимой компоненты комплексного 

динамического модуля к частоте деформирования. 

Таблица 1 – Коэффициенты жесткости упругого стержня 

при различных режимах статического нагружения 

Режим нагружения Коэффициент жесткости 

Растяжение-сжатие E
L

S

u

F
k

x

x ==
max  

Изгиб E
L

J

u

F
k z

y

y

3
max

3
==

 

Кручение G
L

JM
k xyz

=
ϕ

=ϕ
max  

Данный способ перехода от анализа упругого деформирования к описа-

нию вязкоупругого гармонического деформирования справедлив не только 

для консольно закрепленного стержня, но и для любого элемента конструк-

ции. В частности, жесткость пластин при изгибе, как и жесткость большин-

ства контактных пар, определяется комбинацией упругих характеристик ма-
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териала 
21 ν−

=
E

D . В данном случае согласно равенствам (5) при расчете ко-

эффициента жесткости следует произвести замену 

( ) ( )[ ]
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2
)(16)(43
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При расчете коэффициента вязкого сопротивления используется замена 

( ) ( )22
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2
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ω′
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ν− GGK
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При использовании сформулированного способа учета вязкости материа-

ла в одномассовой модели следует учитывать, что определяемый при этом 

коэффициент вязкого сопротивления отражает только те механические поте-

ри, которые обусловлены внутренним трением. 

Пример использования одномассовой модели. В качестве расчетного 

примера использования полученных соотношений рассмотрим продольные 

колебания стержня длины L = 0,1 м с площадью поперечного сечения 

S = 50 см
2
. На конце стержня крепится материальная точка массы m = 0,1 кг, 

и действует продольная гармоническая сила с амплитудой F0 = 10 кН. В таб-

лице 2 приведены значения вязкоупругих характеристик политетрафторэти-

лена (ПТФЭ) и полиэтилентерефталата (ПЭТФ). Данные полимеры будем 

рассматривать в качестве материалов стержня.  

Таблица 2 – Вязкоупругие характеристики полимерных материалов 

Материал K, ГПа G, ГПа δ1 δ2 τ1, с τ2, с Источник 

ПТФЭ 4,7 0,032 0,154 0,165 0,078 3,448 [9] 

ПЭТФ 6,05 1,376 0,34 0,39 0,01 3,48 [10] 

Одной из основных характеристик колебательного процесса является ам-

плитудное значение скорости колебаний материальной точки. Для определе-

ния величины vmax достаточно подставить выражения (12) в равенство (2). 

Действительная и мнимая компоненты комплексного модуля Юнга в (12) 

определяются соотношениями (10) с учетом (7). Для сравнения получим 

также расчетную оценку амплитуды скорости колебаний без учета вязкости 

материала стержня. При этом 

0, =α= E
L

S
k .       (17) 

Здесь E – мгновенный модуль Юнга, определяемый выражениями (5). 

На рисунке 3 представлены расчетные частотные зависимости амплиту-

ды скорости материальной точки. Можно отметить, что пренебрежение вяз-

костью материала стержня не позволяет адекватно прогнозировать парамет-
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ры колебательного процесса вблизи собственной частоты системы. Вне зоны 

резонанса влияние вязкости незначительно. 

 

  

Рисунок 3 – Зависимость амплитудного значения скорости колебаний от частоты 

вынуждающей силы для стержня из ПТФЭ (а) и ПЭТФ (б). Сплошные кривые – 

использование соотношений (12); пунктирные кривые – соотношений (17) 

Заключение. Предложен способ учета реономных свойств материала, из 

которого изготовлена деталь механизма, в рамках одномассовой динамиче-

ской модели вибраций данного механизма. Показано, что для этого в выра-

жениях для коэффициента жесткости упругие модули материала следует 

заменить действительными компонентами соответствующих комплексных 

динамических модулей. При расчете коэффициента вязкого сопротивления в 

тех же выражениях для коэффициента жесткости модули упругости заменя-

ются отношением мнимой компоненты динамического модуля к частоте де-

формирования. Данная замена правомерна только при моделировании уста-

новившихся гармонических колебаний. Определяемый при этом коэффици-

ент вязкого сопротивления позволяет учесть только часть механических по-

терь, обусловленную внутренним трением в материале. 
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DETERMINATION OF THE MACHINE PARTS FORCED VIBRATIONS 

PARAMETERS BASED ON THE SINGLE-MASS MODEL 

CONSIDERING THE VISCOELASTIC MATERIAL PROPERTIES 

There were composed the oscillations dynamic equations for the load, attached to the 

rod made of material with viscoelastic properties. The expressions for the stiffness coeffi-

cients and the viscous resistance for single-mass model of the considered system were ob-

tained for longitudinal, flexural and torsional steady forced vibrations. There was formu-

lated a method of the material viscosity accounting for the single-mass model of vibrations 

of structural elements with arbitrary configuration. 
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