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ГАШЕНИЕ КОЛЕБАНИЙ ГРУЗОВ, 

СОЕДИНЕННЫХ НЕЛИНЕЙНОЙ ПРУЖИНОЙ 

В настоящей работе построен класс управлений, решающих задачу гашения ко-

лебаний грузов, соединенных нелинейной пружиной. Эти управления обеспечивают 

остановку колебаний грузов за конечное время. Решение задачи проводится на осно-

ве метода функции управляемости. 

Рассмотрим механическую систему, состоящую из двух грузов, которые 

движутся без трения по горизонтальной прямой (рисунок 1); 1m  и 2m  – мас-

сы первого и второго грузов соответственно. Эти грузы соединены нелиней-

ной пружиной, сила упругости которой 
3kxF = , где k – коэффициент жесткости 

пружины, x – ее удлинение. Пусть x1 и 

x2 – смещения грузов от положения, в 

котором пружина находится в ненапря-

женном состоянии. На правый груз 

действует управляющая сила u. 

Наша задача состоит в гашении колебаний грузов за счет выбора управ-

ляющей силы u. Причем такое гашение должно быть произведено за конеч-

ное время. Решение задачи проводится на основе метода функции управляе-

мости В. И. Коробова [1].  

Движение рассматриваемой системы описывается уравнениями 
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Введем новые переменные 1413122121 ,,, xzxzxxzxxz ==−=−= &&& . Тогда 

движение грузов будет описываться системой дифференциальных уравнений 
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Рисунок 1 – Модель движения грузов 
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Обозначим 4
4321 ),,,( Rzzzzz ∈= . Теперь задача гашения колебаний грузов 

свелась к построению такой управляющей функции u = u(z), что траектория 

( ))(),(),(),()( 4321 tztztztztz =  ( 0)0( zz = , где 4
0 Rz ∈ ) системы (1), замкнутой 

управлением )(zuu = , удовлетворяет условию 0)(1 →tz , 0)(2 →tz , 0)(3 →tz  

при )( 0zTt → . Здесь +∞<)( 0zT  – время попадания из точки z0 в ноль по 

первым трем координатам в силу системы (1) с ).(zuu =  

Для того чтобы решить задачу о гашении колебаний грузов нам доста-

точно рассмотреть подсистему 

3
2

1
312

3
2

21
1 ,, z

m

k
zzzuz

m

k

m

k
z ==+








+−= &&& .        (2) 

Итак, наша задача состоит в выборе такой управляющей силы u = u(z), 

чтобы скорость левого груза, удлинение пружины и скорость удлинения 

пружины стали нулевыми в некоторый конечный момент времени T(z0) (z0 – 

начальное состояние системы). Основную трудность при решении этой зада-

чи представляет тот факт, что система (2) является неуправляемой по перво-

му приближению. Классические методы решения задачи стабилизации для 

системы (2) неприменимы, как это отмечается в ряде работ [2–10]. 

Идея построения управления для подобных систем была изложена в ста-

тье [2]. Решение, предложенное в ней, было выполнено на основе метода 

функции управляемости В. И. Коробова [1]. Далее управление для систе-

мы (2) будет построено в виде обратной связи ).,,( 321 zzzuu =  

Пусть a1, a2, a3, a4 < 0 – некоторые константы, которые будут определены 

ниже. Введем в рассмотрение действительные матрицы 
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Предположим, что f11, f12, f33 удовлетворяют условиям 
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Тогда матрица F положительно определена. 

Определим функцию управляемости )(zΘ=Θ  (где 3
Rz∈ ) при 0≠z  как 

положительный корень уравнения  
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( )zDzDFCCao )(,)(2 1114 ΘΘ=Θ −− , (4) 

где a0 – некоторое положительное число, )1,,diag()(
56 ΘΘ=ΘD  и 
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,1,1diag
m

k
C  – диагональные матрицы размерности 3×3. 

Положим Θ(0) = 0. Тогда уравнение (4) имеет единственное положитель-

ное решение при каждом фиксированном 3
Rz∈ , если матрица  
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является положительно определенной. В этом случае функция Θ(z) является 

непрерывной при всех 3
Rz∈  и непрерывно-дифференцируемой при z ≠ 0. 

Определим управление формулой вида 
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Выберем a1, a2, a3, a4 так, чтобы  

β−≤Θ ))(( tz& , 

где β > 0 – некоторая константа, z(t) – траектория системы (2), замкнутой 

управлением u = u(z) вида (5).  

Выберем константы a1 < 0, a2 < 0, a3 < 0 произвольным образом. Пусть 
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Определим положительно определенную матрицу F2 равенством 

∫
∞

∗
=







=

0

2
2212

1211
2

22 dteWe
ff

ff
F

tAtA
,  где 








=

01

21
2

aa
A . 

Тогда матрица F вида (3), при любом f33 таком, что 
2
2
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2233
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a
ff > , является 

положительно определенным решением сингулярного матричного уравне-

ния (см. [3], Теорема 2) 
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WFAFA −=+* ,     где       
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Причем матрица W неотрицательно определена. Пусть  
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Обозначим  
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Окончательно получаем, что производная функции управляемости в силу 

системы (2), замкнутой управлением u = u(z) формы (5), имеет вид 
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где y(z) = D(Θ(z)) z. Из (4) на основании положительной определенности 

матрицы F следует, что 
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где λmin(F) > 0 – минимальное собственное значение матрицы F. Тогда 
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Выберем произвольное значение ε из условия 0 < ε < w11. Введем в рас-

смотрение матрицу  
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Из (8) следует, что матрица G положительно определена при любом a0, 

удовлетворяющем условию 
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и согласно критерию Сильвестра матрица G(z) положительно определена 

при любом фиксированном ненулевом 3
Rz∈ . 

Неравенства (8) означают, что управление u(z) можно сделать малым по 

модулю в достаточно малом шаре rz ≤  ( 0>r ) за счет выбора достаточно 

малого a0 > 0. Из (7) следует, что  
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где ))(,)(()( 32
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6
1 zzzzzh ΘΘ= , )0,0,1diag(=P  – диагональные матрицы раз-

мерности 3×3.  

В работе [3, с. 81] было показано, что матрица W – εP неотрицательно 

определена. Тогда 0))(( <Θ tz& . Это означает, что функция управляемости 

Θ = Θ(z) является функцией Ляпунова системы (2) с u = u(z), а траектории 

этой системы стремятся к нулю с ростом времени. В работе [2, Теорема 3] 

доказано, что существует константа β > 0 такая, что β−≤Θ ))(( tz&  и траекто-

рия системы (2) попадает в ноль за конечное время )(
1

)( 00 zzT Θ
β

= . 

Таким образом, мы построили класс управлений, каждое из которых ре-

шает задачу гашения колебаний грузов за конечное время. Приведем кон-

кретный пример такого управления. 

Примем a1 = –1, a2 = –2, a3 = –2. Пусть 
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В этом случае матрицы F и F
1
 положительно определены. Согласно (6) по-

ложим 
7
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4 −=a . Пусть a0 = 0,03. Функция управляемости Θ(z) согласно (4) 

определяется как положительный корень уравнения 
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Тогда согласно (5) управление 
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решает задачу о гашении колебаний грузов. 
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OSCILLATIONS DAMPING OF LOADS 

CONNECTED BY NONLINEAR SPRING  

In the presented paper there was created a class of controls that solve the oscillation 

damping problem for nonlinear mass-spring model. These controls ensure the finite-time 

damping of oscillations. The solution is based on the controllability function method. 
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