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ИМПУЛЬСНЫЕ НАГРУЖЕНИЯ КРУГОВЫХ ТРЕХСЛОЙНЫХ 
ПЛАСТИН НА УПРУГОМ  ОСНОВАНИИ ПАСТЕРНАКА 

Рассмотрены осесимметричные поперечные колебания круглой упругой трех-
слойной пластинки, скрепленной с упругим инерционным основанием, под действи-
ем импульсных поверхностных нагрузок. Реакция основания описывается моделью 
Пастернака. Кинематика несимметричного по толщине пакета определяется гипоте-
зой ломаной нормали. Заполнитель – легкий. Аналитические решения получены с 
использованием обобщенной функции дельта-функции Дирака. Проведен численный 
анализ полученных решений. 
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Введение. В монографиях [1, 2], а также статьях [3–6] изучено поведение 
трехслойных конструкций, не связанных с упругим основанием. Колебания 
слоистых стержней и пластин на упругом основании Винклера при импульс-
ных и резонансных нагрузках рассмотрено в работах [7–9]. Терморадиаци-
онное деформирование трехслойных круговых пластин на упругом основа-
нии исследовано в [10, 11]. Статическое деформирование круговых трех-
слойных пластин на основании Пастернака рассмотрено в [12]. В статьях 
[13, 14] выполнен параметрический анализ собственных колебаний трех-
слойных пластин, в том числе, скрепленных с основанием Пастернака. 

Здесь рассматриваются малые осесимметричные поперечные колебания 
несимметричной по толщине упругой трехслойной пластинки круглой фор-
мы, скреплённой с основанием Пастернака, вызванные импульсными по-
верхностными нагрузками. 

Постановка задачи. Постановка задачи и ее решение проводятся в ци-
линдрической системе координат r, φ, z. Для тонких внешних несущих слоев 
принимаются гипотезы Кирхгофа, для толстого легкого заполнителя спра-
ведлива гипотеза о прямолинейности и несжимаемости деформированной 
нормали. Внешняя вертикальная нагрузка не зависит от координаты φ: 
q = q(r, t). На контуре пластинки предполагается наличие жесткой диафраг-
мы, препятствующей относительному сдвигу слоев. В силу симметрии зада-
чи тангенциальные перемещения в слоях отсутствуют, а прогиб пластинки 
w, относительный сдвиг в заполнителе ψ и радиальное перемещение коорди-
натной поверхности u не зависят от координаты φ, то есть u(r, t), ψ(r, t), 
w(r, t). В дальнейшем эти функции считаем искомыми. Через hk и ρk обозна-
чены толщина и плотность материала k-го слоя. 
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Связь между реакцией и прогибом принимаем в соответствии с моделью 
Пастернака [15], согласно которой 
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где κ0 – коэффициент сжатия среды, формально совпадающий с коэффици-
ентом жесткости модели Винклера; tf – коэффициент сдвига среды; mf – мас-
совый член (удельная масса) упругого основания; ∆ – оператор Лапласа в 
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запятая в нижнем индексе обозначает операцию дифференцирования по сле-
дующей за ней координате. 

Уравнения движения рассматриваемой пластины получены из вариаци-
онного принципа Гамильтона 
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где A = A1 +A2 – суммарная потенциальная энергия внешних нагрузок и кон-
турных силовых факторов; W – потенциальная энергия деформации; K – ки-
нетическая энергия системы. 

При определении потенциальной энергии считаем, что к наружной по-
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Система дифференциальных уравнений в частных производных, описы-
вающая вынужденные поперечные колебания круглой трехслойной пластин-
ки без учета обжатия и инерции вращения нормали в слоях, выводится из 
вариационного принципа Гамильтона (2) c учетом (1) 
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где *
0M  – удельная масса пластины и основания 
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коэффициенты ai и дифференциальные операторы L2, L3 определяются соот-
ношениями в [1]. 
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В качестве начальных принимаем условия 
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Задача отыскания функций u(r, t), ψ(r, t), w(r, t) замыкается присоедине-
нием к (3) начальных (4) и граничных условий. 

Решение начально-краевой задачи. Система дифференциальных урав-
нений, описывающая свободные колебания пластинки, следует из (3) при 
q = 0. Ее решение рассмотрено в [14]. В результате построена система собст-
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Здесь J0, I0 – функции Бесселя нулевого порядка [16]; ( , )
p
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выражаемый через величины tp и λ 
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где λ, tp – характеристики системы пластина – основание. 
Коэффициенты dn определяются из требования нормировки системы (5) 
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В задаче о вынужденных колебаниях круговой трехслойной пластины, 
скрепленной с упругим инерционным основанием Пастернака, внешнюю 
нагрузку и искомое решение разлагаем в ряды 
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где qn – коэффициенты разложения нагрузки в ряд по системе собственных 
функций (5) 
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Алгебраические уравнения для определения собственных чисел λn сле-
дуют из граничных условий. Например, при заделке контура пластины 
должны выполняться требования u = ψ = w = w,r = 0. 

Функции времени Tn(t) определяются выражением 
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Коэффициенты An, Bn определяются из начальных условий движения (4) 
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так как интеграл в (7) при t = 0 обращается в нуль. 
Пусть в начальный момент времени на всю внешнюю поверхность пла-

стины, связанной с упругим инерционным основанием Пастернака, воздей-
ствует мгновенный равномерно распределенный силовой импульс 
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где δ(t) – дельта-функция Дирака [17]. 
Подставляя нагрузку (8) в (6), получаем интегральное выражение для па-
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( ) ( )
( ) ( )

1
0 11

0 0* *
0 0 0 1

( )
( )

r

n

n n n

n n

J s rq t
q t r J s r I s r d r

d M I s r

−

− +

+

 δ
= − = 

  
∫  

 
( ) ( )1 0 11 1

1* *
0 0 1

( )( )

( )

n n

n

n n n n

J s r J s rq r t
I s r

d M s s I s r

− −
+

− + +

 δ
 = −
 
 

. (9) 

Искомая функция времени (7) с учетом (9) 
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Численное исследование. Численный счет проводился для защемленной 
по контуру пластины, слои которой набраны из материалов Д16Т – фторо-
пласт – Д16Т. Соответствующие механические характеристики материалов 
приведены в [1]. 

На рисунке 1 показано изменение максимальных прогибов (а) и относи-
тельных сдвигов в заполнителе (б) пластины в зависимости от коэффициента 
жесткости инерционного основания Пастернака κ0 при различных удельных 
массах основания mf для случая tf = 4,75 МПа·м. Импульсная нагрузка 
(q1

 = 1 кПа·с) действует на всю внешнюю поверхность слоя 1. Существенное 
уменьшение перемещений наблюдается при основаниях средней и высокой 
жесткости 106 < κ0 < 1011. Из графиков следует, что учет инерции основания 
(2, 3, 4) приводит к уменьшению перемещений на 40–60 % по сравнению с 
безынерционным основанием (1). 
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1 – mf = 0, 2– mf = 500 кг/м2, 3 – mf = 1000 кг/м2, 4 – mf = 2000 кг/м2 

Рисунок 1 – Изменение максимальных прогиба (а) и сдвига (б) 
защемленной по контуру пластины в зависимости от коэффициента κ0 

Изменение прогиба во времени защемленной по контуру трехслойной 
пластины, скрепленной с основаниями Винклера (а) и Пастернака (б), пока-
зано на рисунке 1: 1 – безынерционное основание, 2 – инерционное основа-
ние. Учет инерционности основания уменьшает максимальные прогибы на 
40 %. При расчетах по модели Пастернака по сравнению с моделью Винкле-
ра амплитуды прогибов и период колебаний уменьшаются. 

 
1 – безынерционное основание, 2 – инерционное основание 

Рисунок 2 – Изменение прогиба во времени защемленной по контуру 
трехслойной пластины, скрепленной с основаниями Винклера (а) и Пастернака (б) 

Графики изменения прогибов во времени в центре рассматриваемой пла-
стины, связанной с инерционным (mf = 641 кг/м2) основанием Пастернака, 
приведены на рисунке 3. Кривые построены при различных значениях коэф-
фициента сдвига основания: 1 – tf = 0 (основание Винклера), 2 – tf = 4 МПа·м, 
3 – tf = 8 МПа·м. Увеличение коэффициента сдвига приводит к уменьшению 
амплитудных значений прогибов и периода колебаний. 

Рисунок 4 иллюстрирует изменение прогибов во времени в центре пла-
стины на инерционном основании Пастернака при действии импульсной 
нагрузки интенсивностью q = 1 кПа·с. Кривые построены при различных 
значениях удельной массы основания для tf = 4,75 МПа·м. Увеличение 
удельной массы приводит к уменьшению амплитудных значений прогибов и 
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к увеличению периода колебаний. Рост коэффициента mf в 2 раза вызывает 
уменьшение максимальных значений прогибов примерно на 15 %. 

  
1 – tf = 0 (модель Винклера), 2– tf = 4 МПа·м, 

3 – tf = 8 МПа·м 

Рисунок 3 – Зависимость от времени 
прогиба защемленной по контуру трех-
слойной пластины, скрепленной с инер-

ционным основанием 

1 – mf = 0 (безынерционное основание), 
2 – mf = 500 кг/м2, 3 – mf = 1000 кг/м2 

Рисунок 4 – Зависимость от времени 
прогиба защемленной по контуру трех-
слойной пластины, скрепленной с осно-

ванием Пастернака 

Выводы. Таким образом, в работе рассмотрена методика исследования 
вынужденных колебаний трехслойных круговых пластин, скрепленных с уп-
ругим основанием Пастернака, находящихся под воздействием импульсных 
нагрузок. Установлено, что при импульсном нагружении рассматриваемой 
пластины расчеты по модели Пастернака дают существенное уменьшение пе-
ремещений и периода колебаний при основаниях средней и высокой жестко-
сти по сравнению со значениями, получаемыми по модели Винклера; подоб-
ный эффект дает увеличение жесткости основания на сдвиг. Рост плотности 
основания приводит к увеличению периода колебаний. 
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IMPULSE LOADS OF CIRCULAR THREE-LAYER PLATES 
ON THE ELASTIC PASTERNAK’S FOUNDATION 

There are considered the axisymmetrical transversal oscillations of the round elastic 
three-layer plate, fastened to the elastic inertial foundation under the action of impulsive 
superficial loadings. The foundation reaction is described by the Pasternak’s model. For the 
kinematic description of the package asymmetrical in thickness the broken normal hypothe-
sis was accepted. The filler is light. The analytical solutions are obtained using the 
generalized Dirac delta function. The numerical analysis of the obtained results is per-
formed. 
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