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УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ КРУГОВОЙ 
ПЛАСТИНЫ НА ОСНОВАНИИ ПАСТЕРНАКА 

Предложена математическая модель описания осесимметричного деформирова-
ния несимметричной по толщине упругопластической трёхслойной круговой пласти-
ны на двухпараметрическом основании Пастернака. Для изотропных несущих слоев 
приняты гипотезы Кирхгофа. Заполнитель считается легким, не учитывается работа 
касательных напряжений. Физические уравнения связи напряжений с деформациями 
в слоях соответствуют теории малых упругопластических деформаций. Дифференци-
альные уравнения равновесия в усилиях и перемещениях получены с помощью ва-
риационного метода Лагранжа. Краевая задача для рассматриваемой пластины замк-
нута выписанными граничными условиями. 

Ключевые слова: трёхслойная пластина, деформирование, осесимметричный из-
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Введение. Использование трёхслойных конструкций в технике и строи-
тельстве повлекло за собой интенсивную разработку теорий и методов их 
расчёта. В работах [1–5] исследованы колебания круговых трехслойных эле-
ментов конструкций, в том числе с учетом упругого основания. Реакция 
слоистых упругопластических систем на циклические нагружения изучалась 
в работах [6–9]. Квазистатическое изотермическое и термопластическое де-
формирование трехслойных стержней и оболочек с несжимаемым заполни-
телем рассмотрено в публикациях [10–12]. Деформирование круговых трех-
слойных пластин в настоящее время изучено в основном при опирании на 
однопараметрическое основание Винклера [13, 14]. 

Модель упругого основания с использованием двух коэффициентов по-
стели, учитывающая его сжимаемость и связность, была впервые использо-
вана П. Л. Пастернаком [15] для анализа взаимодействия с однородными 
элементами конструкций. Деформирование несимметричных по толщине 
упругих пластин на основании Пастернака исследовалось в работах [16–20]. 
В представленной работе приведены постановки краевой задачи в усилиях и 
перемещениях подобной упругопластической трёхслойной пластины, свя-
занной со сложным двухпараметрическим основанием. 

Постановка задачи. Рассматривается круговая трёхслойная пластина с 
лёгким заполнителем на упругом основании. Для изотропных несущих слоев 
толщиной h1, h2 приняты гипотезы Кирхгофа о несжимаемости, прямоли-
нейности и перпендикулярности нормали к деформированной срединной 
плоскости пластины. В лёгком несжимаемом по толщине заполнителе 
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(h3 = 2c) деформированная нормаль остается прямолинейной, не изменяет 
своей длины, но поворачивается на некоторый дополнительный угол ψ, тан-
генциальные перемещения линейно распределены по толщине, не учитыва-
ется работа касательных напряжений (3)

rz
σ . 

 
Рисунок 1 – Схема деформирования круговой пластины 

Постановка задачи и ее решение проводятся в цилиндрической системе 
координат r, φ, z. Внешняя вертикальная нагрузка не зависит от координаты 
φ: q0 = q(r). На контуре пластины предполагается наличие жесткой диафраг-
мы, препятствующей относительному сдвигу слоев. На нижнюю поверх-
ность пластины действует распределенная по ее площади реакция основания 
qR, которую принимаем в соответствии с моделью Пастернака, согласно ко-
торой [16] 

0( ) κ
R f

q r w t w= − + ∆ ,                                            (1) 

где κ0 – коэффициент сжатия; tf

 

 – коэффициент сдвига материала основания; 
∆ – оператор Лапласа в полярной системе координат 

2

2

d 1 d
( )

dd

w w
w r

r rr
∆ = + . 

В силу симметрии нагрузки тангенциальные перемещения в слоях отсут-

ствуют: ( ) 0k
uϕ =  (k = 1, 2, 3 – номер слоя), а прогиб пластины, относительный 

сдвиг в заполнителе и радиальное перемещение координатной плоскости не 
зависят от координаты φ, т. е. w(r), ψ(r), u(r). В дальнейшем эти функции 
считаются искомыми. Через hk обозначена толщина k-го слоя. 

Используя гипотезу прямолинейности нормали заполнителя 
(3) (3)2 , ,
rz r z r

u wε = + = ψ , после интегрирования получим выражения радиальных 

перемещений в слоях k

r
u через искомые функции 

(1)
1, ( )

r r
u u c zw c z c h= + ψ − ≤ ≤ + , (2)

2, ( )
r r

u u c zw c h z c= − ψ − − − ≤ ≤ − , 
(3) , ( )
r r

u u z zw c z c= + ψ − − ≤ ≤ ,                                    (2) 



 129

где u + cψ – смещения внешнего несущего слоя за счет деформации заполни-
теля, для второго несущего слоя такое смещение равно u – cψ; запятая в ниж-
нем индексе обозначает операцию дифференцирования по следующей за ней 
координате. 

Деформации в слоях следуют из (2) и соотношений Коши 

(1) , , ,
r r r rr

u c zwε = + ψ − , (1) 1
( , )

r
u c zw

r
ϕε = + ψ − , (1) 0

rz
ε = , 

(2) , , ,
r r r rr

u c zwε = − ψ − , (2) 1
( , )

r
u c zw

r
ϕε = − ψ − , (2) 0

rz
ε = , 

(3) , , ,
r r r rr

u z zwε = + ψ − , (3) 1
( , )

r
u z zw

r
ϕε = + ψ − , (3) 1

2rz
ε = ψ . 

Предположим, что материалы несущих слоев в процессе деформирования 
могут проявлять упругопластические свойства, а заполнитель – нелинейно 
упругие. Для их описания используем соотношения теории малых упруго-
пластических деформаций: 

( ) ( ) ( )
α α2 (1 ( ))k k k

k k u
s G э= − ω ε , ( ) ( )3k k

k
Kσ = ε , 

(3) (3) (3)
3 32 (1 ( ))

rz rz u
s G э= − ω ε , ( 1, 2, 3, , )k r= α = ϕ ,                   (3) 

где ( )
α
k

s , ( )
α
kэ , ( )kσ , ( )kε  – девиаторные и шаровые части тензоров напряжений 

и деформаций; Gk, Kk – модули сдвиговой и объёмной деформации k-го слоя; 
( )( )k

k u
ω ε  – функции пластичности материалов несущих слоев, которые в 

случае ( ) ( )k k

u y
ε ≤ ε  следует положить равными нулю; ( )k

u
ε  – интенсивность де-

формаций в k-м слое (k = 1, 2), ( )k

y
ε  – деформационный предел текучести 

материалов несущих слоёв; (3)
rz

s , (3)
rz
э  – касательное напряжение и угловая 

деформация в заполнителе; (3)
3 ( )

u
ω ε  – универсальная функция, описываю-

щая физическую нелинейность заполнителя, причём ω3 ≡ 0 при (3) (3)
u s

ε ≤ ε ; 
(3)
s

ε  – предел физической нелинейности материала заполнителя. 

Используя компоненты тензора напряжений ( )k

ασ (α = r, φ), введем обоб-

щенные внутренние силы и моменты в пластине: 
3 3

( ) ( )

1 1
k

k k

k k h

T T dzα α α
= =

≡ = σ∑ ∑∫ , 
3 3

( ) ( )

1 1
k

k k

k k h

M M zdzα α α
= =

≡ = σ∑ ∑∫ , ( )(3) (1) (2)H M c T Tα α α α= + − . (4) 

Компоненты тензора напряжений в слоях, используя (3), представим че-
рез девиаторную и шаровую части тензора деформаций, выделив упругие 
(индекс «е») и неупругие (индекс «ω») слагаемые 

( ) ( ) ( )
α α

k k k

eα ωσ = σ − σ , ( , ; 1, 2 , 3)r kα = ϕ = , 
(3) (3) (3)
rz rze rzωσ = σ − σ ,                                                 (5) 
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где 
( ) ( ) ( )
α 2k k k

e k k
G э Kασ = + θ , ( ) ( )

α 2k k

k k
G эω ασ = ω , (3) (3)

32
rze rz

G эσ = , (3) (3)
3 32

rz rz
G эωσ = ω . 

Внутренние силы и моменты в слоях пластины также представим в виде 
разности линейной (индекс «е») и нелинейной (индекс «ω») частей 

( ) ( ) ( )
α

k k k

e
T T Tα αω= − , ( ) ( ) ( )

α
k k k

e
M M Mα αω= − . 

Величины ( )
α

k

e
T , ( )

α
k

T ω , ( )
α
k

e
M , ( )k

M αω  вычисляются по формулам (4), в кото-

рых напряжения ( )k

ασ  нужно заменить соответственно на ( )
αe
kσ , ( )

α
k

ωσ  (5). После 

этого обобщенные внутренние силовые факторы будут следующими: 
3 3

( ) ( )
α α

1 1

k k

e e

k k

T T T T Tα ω α αω
= =

= − = −∑ ∑ , 

3 3
( ) ( )

α α
1 1

k k

e e

k k

M M M M Mα ω α αω
= =

= − = −∑ ∑ ,                            (6) 

( )(3) (1) (2)
αe e e e

H M c T Tα α α= + − , ( )(3) (1) (2)
αH M c T Tω αω αω αω= + − . 

Система дифференциальных уравнений равновесия в усилиях, описы-
вающая деформирование круговой упругой трехслойной пластины на упру-
гом основании была получена с помощью принципа Лагранжа в [18]. Поэто-
му ее можно применить и здесь как исходную 

1
, ( ) 0

r r r
T T T

r
ϕ+ − = ,

1
, ( ) 0

r r r
H H H

r
ϕ+ − = , 0

1
, (2 , , ) ( )

r rr r r r R
M M M q q

r
ϕ+ − = − − . (7) 

На контуре пластины (r = R) должны выполняться силовые условия 

0 0 0 01
, , , , ( )

r r r r r r r r r
T T H H M M M M M Q

r
ϕ= = = + − = .                 (8) 

Выделяя в обобщенных внутренних силовых факторах, представленных в 
уравнениях (7), (8), линейные и нелинейные составляющие, в соответствии с 
формулами (6), перепишем их в виде 

1
, ( )

r r r
T T T p

r
ϕ ω+ − = , 

1
, ( )

r r r
H H H h

r
ϕ ω+ − = , 

0

1
, (2 , , )

r rr r r r R
M M M q q q

r
ϕ ω+ − = − + + . 

Здесь в левой части уравнений собраны линейные составляющие обоб-
щённых внутренних силовых факторов, причем нижний индекс «e» в даль-
нейшем опущен для удобства. Нелинейные добавки сосредоточены справа и 
включены в слагаемое с нижним индексом «ω». 

1
, ( )

r r r
p T T T

r
ω ω ω ϕω= + − , 

1
, ( )

r r r
h H H H

r
ω ω ω ϕω= + − , 

1
, (2 , , )

r rr r r r
q M M M

r
ω ω ω ϕω= + − . 

(9)
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Граничные условия в усилиях (8) замыкают постановку задачи теории 
малых упругопластических деформаций 

1 1 1, ,
r r r r r r

T T T H H H M M Mω ω ω= + = + = + , 

11 1
, ( ) , ( )

r r r r r r
M M M Q M M M

r r
ϕ ω ω ϕω+ − = + + − . 

Уравнения равновесия в перемещениях. Линейные (упругие) состав-
ляющие обобщенных внутренних усилий выражаются через перемещения 
по формулам, приведенным в [18], поэтому система дифференциальных 
уравнений равновесия в перемещениях, соответствующая (9), с учётом (1) 
имеет вид 

2 1 2 3L ( , )
r

a u a a w pω+ ψ − = , 2 2 4 5L ( , )
r

a u a a w hω+ ψ − = ,            (10) 

3 3 5 6 0 0L ( , )
r f

a u a a w w t w q qω+ ψ − − κ + ∆ = − + , 

где коэффициенты 
i

a  и дифференциальные операторы L2, L3 определяются 

формулами 
3

1
1

k k

k

a h K +

=

=∑ , 2 1 1 2 2( )a c h K h K
+ += − , ( ) ( )1 1

3 1 1 1 2 2 22 2
a h c h K h c h K

+ += + − + , 

( )2 2
4 1 1 2 2 33

a c h K h K cK
+ + += + + , ( ) ( ) 21 1 2

5 1 1 1 2 2 2 32 2 3
a c h c h K h c h K c K

+ + + = + + + +  , 

( ) ( )2 2 2 2 31 1 2
6 1 1 1 1 2 2 2 2 33 3 3

a h c ch h K h c ch h K c K
+ + += + + + + + + , 

4
3k k k

K K G
+ ≡ + , 2

3k k k
K K G

− ≡ − , 

2 2

,1
L ( ) ( ), , , r

r r rr

g g
g rg g

r r r

 ≡ ≡ + − 
 

, ( )3 2 2 3

2 , ,1
L ( ) L ( ) , , rr r

r rrr

g g g
g r g g

r r r r
≡ ≡ + − + . 

Краевая задача по определению перемещений в круглой пластине на ос-
новании Пастернака замыкается присоединением к (10) силовых (8) или ки-
нематических граничных условий. В частности, при жёсткой заделке конту-
ра пластины должны выполняться требования 

, 0
r

u w w= ψ = = =  при r R= . 

При шарнирном опирании контура пластины 
0, 0

r
u w M= ψ = = =  при r R= . 

В случае свободного контура пластины 
0ψ = , , 0

r r r r
T M M= = = . 

Здесь Tr, Mr выражаются через перемещения формулами 
3

1 1 2 2 1 1 2 2
1

( , ) ( ) , ( )
r k k r k r

k

u
T h K u K c K h K h c K h K h

r r

+ − + + − −

=

ψ
= + + − ψ + − −∑  

1 2 1 2
1 1 2 2 1 1 2 2

,
,

2 2 2 2
r

rr

h h h h w
K h c K h c w K h c K h c

r

+ + − −          − + − + − + − +          
          

, 



 132

1 2 1 2
1 1 2 2 1 1 2 2,

2 2 2 2
r r

h h h h u
M K h c K h c u K h c K h c

r

+ + − −          = + − + + + − + +          
          

 

31 2
1 1 2 2 3

2
,

2 2 3 r

h h
cK h c cK h c c K

+ + +    + + + + + ψ +    
    

 

31 2
1 1 2 2 3

2

2 2 3

h h
cK h c cK h c c K

r

− − − ψ   + + + + + −    
    

 

2 2
2 2 31 2

1 1 1 2 2 2 3

2
,

3 3 3 rr

h h
K h c ch K h c ch c K w

+ + +
    

− + + + + + + −    
     

2 2
2 2 31 2

1 1 1 2 2 2 3

,2

3 3 3
r

h h w
K h c ch K h c ch c K

r

− − −
    

− + + + + + +    
     

. 

Предложенная постановка краевой задачи позволяет исследовать напряжен-
но-деформированное состояние упругопластической круговой трехслойной пла-
стины с легким заполнителем, лежащей на упругом основании Пастернака. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского 
фонда фундаментальных исследований (проект № Т18Р-090). 
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EQUILIBRIUM EQUATIONS OF AN ELASTIC-PLASTIC CIRCULAR PLATE 
ON THE PASTERNAC BASE 

There was suggested the mathematical model for describing the axisymmetric deforma-
tion of an elastoplastic three-layer circular plate that is asymmetric in thickness on a two-
parameter Pasternak base. Kirchhoff's hypotheses are accepted for isotropic bearing layers. 
The filler is considered to be light. The shearing stresses are not taken into account. The 
physical equations of stress-deformation dependence in layers correspond to the theory of 
small elastoplastic deformations. Differential equations of equilibrium for forces and mo-
ments are obtained using the Lagrange variational method. The boundary value problem for 
the plate under consideration is closed by the written out boundary conditions. 
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